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Abstract. The aim of this paper is the construction of a local model of a Poisson-
Nijenhuis structure (Ag, N) defined on a differentiable manifold M of odd dimen-
sion. Taking into consideration the results which concern the same problem for a
symplectic Poisson-Nijenhuis structure, the problem of the reduction of a Poisson-
Nijenhuis structure and the problem of the symplectisation of a such structure, we
arrive into constructing in the neighbourhood of a generic point p of M, a system
of local coordinates in which Ay is written with constant coefficients and N with
affine coefficients.
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1. Introduction

Une structure de Poisson-Nijenhuis sur une variété différentiable M est définie par la donnée
d’un tenseur de Poisson Ay et d’un tenseur de Nijenhuis N compatibles entre eux. Précise-
ment, Ay est un champ de bivecteurs sur M tel que [Ag, Ag] = 0 en tout point de M, ou
[, ] désigne le crochet de Schouten [13, 23]. La donnée de Ay permet de définir sur ’espace
C*®(M,R) une loi de composition bilinéaire antisymétrique, appelée crochet de Poisson et
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notée {, }o, vérifiant la formule de Leibniz et I'identité de Jacobi, et réciproquement [12].
Pour toutes f,g € C*(M,R),

{fag}O = AO(dfa dg)

Le tenseur de Nijenhuis N est un champ de tenseurs de type (1,1) & torsion de Nijenhuis
T(N) identiquement nulle sur M; pour tout couple (X,Y") de sections de T'M,

T(N)(X,Y)=[NX,NY] - N[NX,Y] - N[X,NY] + N’[X, Y].

On dit que les champs de tenseurs Ag et N sont compatibles lorsqu’ils vérifient les deux
propriétés suivantes:

i) En notant A¥ : T*M — TM le morphisme de fibrés vectoriels associé & Ag et *N : T*M —
T*M D'opérateur transposé de N,
NAF = AF'N,

ce qui exprime ’antisymétrie du champ de tenseurs associé au morphisme de fibrés vectoriels
NAY.

ii) Le concomitant de Magri-Morosi R(Ag, N) de Ay et de N défini, pour toute 1-forme « et
tout champ de vecteurs X sur M, par

R(Ao, N)(o, X) = L,

#@NX — Af (Lx("Na)) + A¥ (Lyxa)

s’annule identiquement sur M. La deuxiéme condition est équivalente a
LNXAO == LXAO tN - LXNA()

On dit que (M, Ay, N) est une variété de Poisson-Nijenhuis.

Il est bien connu qu’une variété (M, Ay, N) est aussi munie d’une hiérarchie (Ag, k € N)

de tenseurs de Poisson deux & deux compatibles sur M engendrée par Ay et N, [18]. Pour
tout £ € N, le morphisme de fibrés vectoriels Af :T*M — T M associé a Ay est déterminé
par AF =N kAO#. Le champ de tenseurs N s’appelle opérateur de récursion de la hiérarchie
(Ag, k € N).
Les structures de Poisson-Nijenhuis constituent une classe particuliere de structures bihamil-
toniennes qui sont définies par la donnée sur une variété différentiable M d’un couple (Ag, Aq)
de tenseurs de Poisson compatibles au sens de Magri, i.e. [Ag, A1] = 0 en tout point de M,
[16]. D’apres les travaux de F. Magri et C. Morosi, [16, 18], et de I. M. Gel'fand et I. Dorfman
[, 6], ces structures jouent un roéle important dans la théorie d’intégrabilité de systémes hamil-
toniens, qui fait partie de leur géométrie. Des exemples de systémes intégrables étudiés dans
le cadre de la géométrie des variétés de Poisson-Nijenhuis et des variétés bihamiltoniennes
sont présentés dans [3, 11, 17]. Une famille intéressante de structures de Poisson-Nijenhuis est
celle de structures définies sur une algebre de Lie et sur son espace dual; plusieurs systéemes
completément intégrables bien connus (p.ex. le systéeme de Toda, [2]) peuvent étre considérés
comme systemes bihamiltoniens relativement a une telle structure. Une étude approfondie
de ces structures, avec des exemples, est effectuée par Y. Kosmann-Schwarzbach et F. Magri
dans [7, 10], (voir aussi [1, 20]).
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Une nouvelle approche de la géométrie des variétés de Poisson-Nijenhuis, dans le cadre
de la théorie des algébroides et des bialgébroides de Lie ([8, 14, 15]) est développée par Y.
Kosmann-Schwarzbach [9] et I. Vaisman [25].

Le but principal de notre travail est la construction d'un modele local du couple de
tenseurs (Ao, V) ainsi que des A, £ € N. Dans [21], en appliquant la technique suivie par
Turiel pour la classification de couples de formes symplectiques Poisson-compatibles ([24]),
nous établissons ces modeles dans le cas ou Ay est non-dégénéré, fait qui impose que M soit
de dimension paire. Dans cet article, nous allons construire une forme normale de (Ag, V) et
des Ak, k € N, au voisinage d’un point régulier p de M tel que corangAy(p) = 1; c’est le cas
générique lorsque M est de dimension impaire et Ay de rang maximum sur un ouvert dense
de M. La construction de cette forme est basée sur: i) les résultats de I’étude du probleme
posé concernant les structures de Poisson-Nijenhuis symplectiques, i.e. les structures dont le
tenseur de Poisson est inversible sur M ([21]); ii) le théoreme de réduction d’une variété de
Poisson-Nijenhuis ([26, 19]); iii) les résultats qui apparaissent dans [22] et qui concernent la
symplectisation d’une structure de Poisson-Nijenhuis.

Apres quelques résultats auxiliaires, utiles pour I’étude ultérieure, et la présentation, dans
les §2-85, des résultats cités ci-dessus, (le §5 contient aussi un nouvel théoréme sur I'unicité de
symplectisation d’une structure de Poisson-Nijenhuis), nous arrivons & construire, dans le §6,
au voisinage de p, un systeme de coordonnées dans lequel Ay s’écrit a coefficients constants et
N a coefficients affines. Dans ce systéme, les coefficients des Ay, k£ € N, sont des polynomes
de degré k, (cf. §7).

2. Le lieu régulier de N

On note K y/[A] algeébre des polynomes a une variable a coefficients dans 1’anneau A(M, K)
des fonctions C'*°-différentiables, si M est une variété réelle, ou des fonctions holomorphes
sur M, si M est une variété complexe. Un polynéme P de K[\ sera dit irréductible s'il est
irréductible en chaque point de M et deux polynémes P et @) de Kj/[A] seront dits premiers
entre eux s’ils le sont partout sur M.

Soit N un tenseur de Nijenhuis défini sur M. Il définit une section du fibré vectoriel
Hom(TM, TM) — M, oo Hom(TM,TM) désigne le fibré des endomorphismes du fibré
tangent T'M de M.

Définition 2.1 On dit que le type algébrique de N : M — Hom(T M, TM) est constant sur
un voisinage ouvert U d’un point p de M, s’il existe des polynomes irréductibles et premiers
entre eur Py, ..., P. de Ky[)A] et des entiers positifs n;, it =1,...,r, j=1,...,s;, tels que
la famille des polynémes (P, i=1,...,r,j=1,...,s;) soit, en chaque x € U, la famille
des diviseurs élémentaires de l’endomorphisme N(x) : T,M — T, M.

D’un point de vue géométrique, le type algébrique de N : M — Hom/(T M,T M) est constant
sur U lorsque, en chaque z € U, l'espace T, U se décompose en sous-espaces N (z) — cycliques
isomorphes aux sous-espaces N (p) — cycliques en lesquels se décompose 'espace T,U.

Définition 2.2 On dit que N : M — Hom(TM,TM) est 0-déformable sur U, si la famille

T . . .. 1, . . , .
(P, i=1,...,1, 5 =1,...,s;) de ses diviseurs élémentaires est indépendante du point x

de U.
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Bien entendu, lorsque N est 0-déformable sur U, son type algébrique est constant sur U.

L’ensemble des points de M qui possédent un voisinage ouvert sur lequel le type algébrique
de N est constant, est un ouvert dense de M, (cf. [21]).

Définition 2.3 (Conditions de régularité) Un pointp de M est dit régulier relativement
a N lorsqu’il posséde un voisinage ouvert U dans M tel que :
1. le type algébrique de N soit constant sur U;

2. les sous-espaces
E, = ﬂ kerdf;(z)
i=1

deT, U, x €U, ou fi,...,fs désignent les coefficients fonctionnels des facteurs irréduc-
tibles du polynome caractéristique Py de N, définissent une distribution E de rang
constant sur U,

3. le type algébrique de la restriction de N a E soit constant sur U.

Définition 2.4 On appelle lieu régulier de N, et on note Ry, l’ensemble des points réquliers
de M relativement a N.

L’ensemble Ry est un ouvert dense de M, (cf. [21]).

3. Décomposition des variétés de Poisson-Nijenhuis symplectiques

Soit, (M, Ag, N) une variété de Poisson-Nijenhuis, avec Ag non-dégénéré, et p un point de M
possédant un voisinage ouvert U dans M sur lequel le type algébrique de N est constant.
Notons Py le polynome caractéristique de N et supposons qu’il s’écrive sur U comme produit
Py = P; - Py de deux polynomes P; et P, premiers entre eux dont le coefficient du terme de
plus haut degré est égal 4 1. Posons Ny = P;(N) et No = Po(N). Alors, TU = ker N;@®ker No,
ou bien TU = ImNy & I'mN, puisque ker Ny = ImNy et ker Ny = ImN;. Les N; : ImN; —
ImN;, i = 1,2, sont des champs d’isomorphismes. Aussi, T*U = Im'N, & Im!N;, ol 'N;
désigne le transposé de N;, et 'N; = P;(*N), i =1,2.

Lemme 3.1 Les sous-fibrés ImN;, 1 = 1,2, sont involutifs.

Démonstration. Soient X et Y deux sections de I'm/N,;. Compte tenu des faits que Ny :
ImN; —ImN; est un isomorphisme et que T'(N1)(V, W) =Y (. (V)N'W —a,,(W)N"V),

ou a,, r=1,...,m, sont 1-formes et V, W deux sections de Im Ny, on montre que [X,Y] est
aussi une section de ImNy, d’ou l'involutivité de ImN;.
De méme maniére on prouve l'involutivité de ImN,. Il

Alors, les ImN; et ImN, définissent deux feuilletages supplémentaires de U. En conséquence,
a un voisinage convenable de p, M s’identifie a un produit M’ x M" de deux variétés; M’
s’identifiant & ’ensemble des feuilles de I N et M" & celui de ImN,. Donce, TM' = ImNy =
kerN; et TM" = I'mN; = kerNs.

Lemme 3.2 Pour tout k € N, Ag(Im'Ny, Im'!Ny) = 0.
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Démonstration. Pour toutes «, 3 1-formes sur U,
Ap(*Noa," Ni ) = Ag(Po(*N)a, Pi(*N)B) = Ae(PL(*N)Po(*N)a, B) = Ap(Pn(*N)a, 8) = 0,
comme Py est un polynéme annulateur de *V. O

Proposition 3.3 Les hypothéses et les notations étant les mémes que ci-dessus, au v0iSi-
nage de p, la variété de Poisson-Nijenhuis symplectique (M, Ay, N) s’identifie au produit
(M', Ay, N') x (M", Ay, N") de variétés de Poisson-Nijenhuis symplectiques.

Démonstration. Du lemme 3.2 résulte que dans un systéme de coordonnées produit (z,y) de
M' x M", les Ay, k € N, recoivent une expression locale du type

Z szy a 88 + Z gklm 0

8
1<i<j<ni 1<l<m<ns ym

ou ny = dimM' et ny = dimM". Puisque les Ay, & € N, sont de Poisson deux & deux
compatibles, leurs crochets de Poisson associés {, }x, k € N, vérifient I’identité de Jacobi et
I’identité de Jacobi généralisée. En appliquant ces identités pour les fonctions coordonnées, on
prouve facilement que, pour tout & € N, fii; = frij(z), 1 < i < j < ny, et que Geim = grm (),
1<l <m < ns.

Posons, pour tout £ € N,

Z fk:zga — et Alkl = Z gklm 0

8
1<i<j<ny 1<l<m<ny ym

Les A} (resp. A}), k € N, définissent sur M’ (resp. M") une hiérarchie de tenseurs de
Poisson deux a deux compatibles, avec A} (resp. Aj) non-dégénéré sur M’ (resp. M"), dont
Popérateur de récursion N’ (resp. N”) est la projection de N |1,n, (resp. N |rmn,) sur ImNo
(resp. ImNy) et son polynéme caractéristique est le polynéme P; (resp. Ps). O

Remarque 3.4 Une suite de propositions sur les propriétés des diviseurs élémentaires [4]
assure que le lieu régulier R+ (resp. Ry ) de N' (resp. N") est la projection de Ry sur M’
(resp. M").

4. Modeles locaux de structures de Poisson-Nijenhuis symplectiques

Soit (Ag, V) une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique définie sur une variété différen-
tiable M de dimension 2n. D’apres les résultats de §3, le probléeme de construction d’'une
forme normale de (Ag, N) et des Ag, & € N, se réduit a la recherche de la forme normale de
ces tenseurs lorsque Py est une puissance d’un polynéme irréductible. Les cas possibles sont:

L Pn(A) = (A + )™

2. Pn(N) = (A2 + g\ + h)™, (ce cas apparait lorsque M est une variété réelle).

En se placant au voisinage d’'un point p € Ry et en étudiant séparément les deux cas

distingués, nous établissons dans [21] les théorémes suivants.
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Théoréme 4.1 Soit (Ag, N) une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique définie sur une
variété différentiable M (réelle ou complexe) de dimension 2n, (A, k € N) la hiérarchie de
tenseurs de Poisson engendrée sur M a partir de Ay et de N, et p un point régulier de M
relativement a N. Si le polynome caractéristique de N est du type Pn(\) = (A + f)*", alors
e sidf(p) =0, il existe un voisinage ouvert U de p dans M sur lequel f est constante et sur
U un systeme de coordonnées locales (x;), t=1,...,m,7=1,....,2r;, 711 > ... > T,
de M, centré en p, dans lequel le couple (Mg, N) et les membres de la hiérarchie (A,

k € N) ont simultanément les expressions:

[~ O 0
Ay = . :
’ z (; 0Ty " aﬂzk) ’

=1

N = —ald + H,

ot a = f(p),
m ri—1 a
H= ( —— ®dzh + = ®d:v’),
i=1 L1 Bka_l S 0 2k+2 2 ]
et
Ak = (—U,)kAO + Hka
ol
m ri—k ) 9
I, = () (~a)’ s A = 4 ..
i:zl [; ° Oxy; 1 0TG4
ri—1 a a

+ > (D)) A :
jz_; kot Oxy; 1 0Ty,
e si df(p) # 0, il existe sur un voisinage U de p un systéme de coordonnées locales
((xg')vyla y?): 1= ]-7 M, .7 = ]-7 72ri7 2.2 Tm, de M; ot Y2 = f_a';
a = f(p), centré en p, dans lequel le couple (Ao, N) et les tenseurs Ay, k € N, ont les
exTpressions :

[~ 0O 0 0 0
Ao = " AN | + == A,
0 Z (; oz, 8x§k> oy1 0y

i=1
0
N = —(yp+a)ld + H + @@Of — 7 ® dyo,
1
ot H comme précédemment,

Uy 1. 1. . .
a = dr; + Z ( [(k - §)$12kd$12k—1 + (k+ E)mék—1d$§k]) ;
k=1

=1
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= 2 (S e et - - D),

Tok—1
et
k 0
Ak:( 1) (y2+a) A() +Hk + Zk/\—
oy’
ol
n=3 | ’
i=1 Lj=1 ax?] 1 8:1:2 (j+k)
ri—1
. 3 0
+ —(ya 4+ @)t ,
Z k— 1 Ort 2] . 8.T2J+1
Z (kkl)(—(?h‘i‘a)) 1? +
1
m | ri—(k-1) 1 P
+> (B) (= + @) |G+ k= 1+ 5)@5aniym 57— —
=) — 2 oz,
1= j=1 J
1 0
—(J ) Ty i +
0x 2(j+k-1)
+ —+

F 3 [0 Pt - - i -

Jj=1 2] 1

Idée de la démonstration. Apres la détermination des modeles canoniques d’un bivecteur
A non-dégénéré défini sur un espace vectoriel V' de dimension 2n et d’'un endomorphisme
N :V — V de V, (voir proposition 4.1 ci-apres), nous construisons les formes normales des
tenseurs d’une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique (A, V), définie sur une variété
différentiable W et dépendant d’un parametre, dont le tenseur de Nijenhuis N est nilpotent
et 0-déformable, par rapport au parametre aussi, (cf. proposition 4.2 ci-dessous). A partir de
ces résultats, en traitant séparément les sous-cas i) df (p) = 0 et ii) df (p) # 0, nous établissons
les modeles de (Ag, N) ainsi que des Ag, k£ € N.

Proposition 4.2 [21] Soit A un bivecteur non-dégénéré défini sur un espace vectoriel V
(réel ou complexe) de dimension 2n, et N : V — V un endomorphisme de V. Si le polynéme
minimal My de N est du type My () = A7, alors, il existe une décomposition V = @&, V;
mvariante par N, avec dimV; = 2r; et r =11 > 19 > ... > T, telle que chaque V; se
décompose en somme directe de deuzr sous-espaces N-cycliques de dimension r;; ausst, il existe
une base B = {e}, i =1,...,m, j =1,...,2r;} deV telle que, pour chaque i = 1,... ,m,
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{e;'-, Jj=1,...,2r;} soit une base de V;, et, dans cette base et sa base duale B* = {qb;, i =
L...,m,j=1,...,2r;}, A et N ont les écritures suivantes :
m T4
=3 (b ne)
i=1 \k=1
et

Définition 4.3 On appelle systéme de coordonnées dépendant d’un paramétre y € B (ou B
est une variété différentiable) sur un ouwvert U d’une variété différentiable W modelée sur
Uespace vectoriel K¥ (K = R ou C) une application F : A — K* d’un ouvert A=U x O de
W X B dans K* telle que, pour toute valeur du paramétre y € O, Uapplication F, : U — KF
définie, pour tout x € U, par Fy(x) = F(z,y) soit un difféomorphisme de U sur un ouvert
de K*.

St Fy = (fiys--- s fay), on dit qu’un champ de tenseurs T sur U dépendant dey € B s’écrit
a coefficients constants dans les coordonnées (fuy, ... , fry) lorsque tous ses coefficients sont
des éléments de K.

Proposition 4.4 [21] Soit (A, N) une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique définie
sur une variété différentiable W de dimension 2n, dépendant d’un paramétre y € B, ou B
est une variété différentiable. Si N est nilpotent et 0-déformable, par rapport au parameétre
aussi, alors, au voisinage de chaque point de W, il existe un systeme de coordonnées locales

(x;), i=1,...,m, j=1,...,2r;, de W dépendant du paramétre y € B, dans lequel
m T
- 0 0
A= — N\ —
; (; O,y am%k)
et

i) Etude du cas df (p) =0

Si df(p) = 0, puisque p € Ry, f est constante sur U. Nous considérons la structure de
Poisson-Nijenhuis symplectique (Ao, N + fId); son opérateur de récursion est 0-déformable
et nilpotent. Alors, son modele est bien connu par la proposition 4.2, d’oli nous déduisons
facilement les modeles de (Ag, V), ainsi que des Ay, k € N, donnés dans la premiere partie
du théoreme 4.1. Dans ’écriture de ces modeles, m désigne le nombre de sous-espaces (N +
fId)(x)—invariants en lesquels se décompose 'espace T,U, x € U, le i-éme sous-espace,
i = 1,...,m, se décompose en deux sous-espaces (N + fId)(x)—cycliques, tous deux de
dimension r;.
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ii) Etude du cas df (p) # 0

On considere le gradient hamiltonien X; = A¥(df) de f relativement & Ag; il est une section
de kerdf et définit sur chaque hypersurface H, = f~*(c), ol ¢ est une valeur réguliere de f,
un feuilletage simple. On démontre facilement que le couple (Ag, N + fId) induit sur chaque
variété intégrale ./ X du fibré quotient kerdf /Xy une structure de Poisson-Nijenhuis sym-
plectique (AOC, H,) dépendant paramétriquement de ¢ dont Iopérateur de récursion H, est
nilpotent et 0-déformable par rapport au parametre c¢ aussi. Alors, pour chaque valeur
réguliere ¢ de f, il existe un systéme de coordonnées locales (2%,), i = 1,...,m, j =
1,...,2r;, dépendant de ¢, dans lequel le couple (AOC, H.) a lexpression du modele présenté
dans la proposition 4.2. A partir des (z ;c) 1=1,...,m,j=1,...,2r;, on construit sur U
un systéme de coordonnées (x], Y, Y2), 1 =1,... ,m, ] =1,...,2r;, qui peut, sans perte
de généralité, étre considéré centré en p. Les fonctions z3, i =1,...,m, j=1,...,2r; sont
choisies de sorte que Z;0%. = 25,0, ou . : H. — M est 'injection canonique de H. dans M
et m. : H — H./ X la projection canonique de H, sur H./Xy; yo = f —a, oua = f(p); v

est choisie de maniere que 8%1 = Xy. Alors, dans ces coordonnées,

0 0
A A+—A—
0T oy 33/2

ou

est le tenseur induit par Ag sur le fibré quotient kerdf /X, dont la restriction a chaque variété
intégrale H./X; de kerdf/X; coincide avec Age, et

0
N:—(yg—l—a)ld-l—H-i-@@a—Z@dyg,
1

iy i 0 - 0 -
H = : - :
Z [Z (afczkl ® Ao ¥ 6:5’2k+2 © dx%)]

est le tenseur de Nijenhuis induit par N + fId sur kerdf/Xy dont la restriction a H./X;
coincide avec H., « est une forme de Pfaff sur M, combinaison fonctionnelle des d:cé-, 1=

ou

1,...,m,j=1,...,2r;, et Z un champ de vecteurs sur M, combinaison fonctionnelle des
3%;:; i=1,...,m, j=1,...,2r; tels que
A () = 7. (1)

Comme Ly/ay, N = Lx,N = 0, les fonctions coefficients de « et de Z sont indépendantes de

Y-
Le fait que (Ag, N) définit sur M une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique se
traduit par les relations

Ao, Z]=Ay et L,H=H. (2)
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En plus, le lieu régulier Ry de N coincide avec ’ensemble des points ¢ € M en lesquels Z(q)
est transverse & H, i.e. le polynome minimal de Z(q) est égal & celui de H, (cf. [21]).

Ainsi, la classification de (Ag, N) au voisinage d’un point p € Ry se ramene a celle
des champs de vecteurs Z, solutions du systeme d’équations (2), dont le vecteur Z(p) est
transverse a H.

En développant une technique assez compliquée (cf. [21]), on démontre que, dans les
coordonnées construites, un modele de Z est le champ de vecteurs

=g R (B[ et - - Do)

1 Lok—1

Par suite, a cause de (1),

L, i
a=dr, + Z (Z [ Q)kadek (Rt )xzk—1d$2k]> :
i=1 =

Les modeles des A, k € N, sont établis a partir de ceux-ci de Ag et de N par un calcul
direct. ]

Dans le cas ol Py(A) = (A2 + g\ + h)", avec g% — 4h strictement negative sur un voisinage
de p, la construction des modeles est basée sur 'existence, au voisinage de p, d’'une stsucture
complexe J & partir de laquelle on établit la hiérarchie (Az, k € N), de tenseurs de Poisson
complexes holomorphes compatibles entre eux. Pour tout k£ € N, AF = Ak# — iJA,ft. Son
opérateur de récursion est aussi l'opérateur N, qui est holomorphe, dont le lieu régulier
coincide avec celui de N vu comme opérateur réel et dont le polynome caractéristique est
Px(A) = (A + f)", out f =1/2[g — i(4h — g?)'/?] est une fonction holomorphe. Il existe donc
une carte locale complexe (U, (Zz) wy, 'LU2) j=1,.. cl=1,000,2r, 0 > L0 > Ty,
centrée en p, sur laquelle, pour tout k£ € N,

/A\k = (—(UJQ + &))k ]\0 + ﬂk + Zk A i;
6w1
les champs de tenseurs AO, ﬁk, 7, ont les expressions qui figurent au deuxiéme cas du
théoréme 4.1 et & = f(p) = a+ ib. Si (U, (z)), ur, uo; (y7), v1, v2), 5 = 1,...,m, | =
1,...,2r5, 11 > ... > Ty, est la carte réelle associée a la carte complexe, apres les remplace-
ments adéquats dans ’expression ci-dessus de Ak, k € N, en considérant sa partie réelle, on
obtient une forme normale de A, k£ € N.

Nous aboutissons ainsi & formuler le théoréme suivant.

Théoreme 4.5 Dans le contexte considéré ci-dessus, si le polynome caractéristique de N
est du type Py(X) = (A + gA+ h)", avec g> — 4h strictement negative sur un voisinage de
p, alors il existe un systeme de coordonnées locales ((:E{), u, ug; (i), vi, vg), j=1,...,m,
l=1,...,2rj, 11 > ... > Ty, de M, centré en p, dans lequel le couple de tenseurs (Ag, N)
et les tenseurs Ay, k € N, ont les expressions :
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O 0 a0 00, 0
(9x%k_1 ax%k 5y§k_1 8y§k 4 \Ou;  Ouy ov, Ovy )’

N = —(us +a)ld — (vo+b)J + H, + Hy,+

0 0
+— (g —ay) + — @ (s + ) — Z, ® (dug + dvy) — Zy @ (dug — duvs),
8u1 8Ul
ot a = Rea, b =Ima,
0 0 0 0 0
J = — Qdr] — —Qdy | - — Qdv, — — ®d —Q®d —Qd
2 (aylj@b x 8:c{® yl) 3 ® dv, 8u2® U2+81® ul+82® U,
m Ti;—1 8
H$:Zl ( — Qdaly,, + —— ®d:c2k)],
j=1 Lk=1 O3,y 42
m Ti—1 a
Hy:Z[ (aJ ®dy2k+1+ a] ®dy2k)]a
j=1 Lk=1 \9Y%2%—1 Yok 12
m Tj 1
oy = dzy + Z (k- 2)$2kd$2k , + (b + )%k 1d$2k])
j=1 \k=1

1 0 1., 0
(k+ 2)5521; Vol (k_i)%k ])a

j=1 \k=1 Tog—1 65”219
Ly 1 0 1 9
Zy:Z( (k+2)y2k 183 - (k- )kaa]]>a
j=1 k=1 2k 1 2k
et
k ~\k kX ~ 1 (9 a
A = (=1)F [Re(wsy + a)* Ao + Im(ws + @)*Ao] + Rell, + =(Xp A =— — JXp A =),
2 8U1 8U1
ol
B m ol 0 0 0 0 1/ 0 0 0 0
Ay = - — A — + —— A — +—<—/\___/\_)
; [; 4 <8x%k_1 oy Oy, 83:%,6) 4 \Ouy  Ovy  Ovy  Ouy

et X est la partie réelle de 7.
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Théoréme 4.6 Soit (Ag, N) une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique définie sur une
variété différentiable M de dimension 2n, (Ag, k € N) la hiérarchie de tenseurs de Poisson
deux a deuxr compatibles engendrée sur M a partir de Ay et de N. Alors, au voisinage de
chaque point régulier p de M relativement a N, le modéle de (Ao, N) ainsi que des Ay, k € N,
est un produit fini de facteurs choisis parmi
e ceur du théoréeme 4.1 lorsque la variété M est compleze;
e ceur des théorémes 4.1 et 4.2 lorsque la variété M est réelle.

Les modeéles sont complétement déterminés par la famille des diviseurs élémentaires de
N. (On note que chaque diviseur élémentaire apparait un nombre paire de fois dans cette
famille.)

5. Symplectisation de structures de Poisson-Nijenhuis

Soit (Ao, N) une structure de Poisson-Nijenhuis définie sur une variété différentiable M, avec
Ao dégénéré. Le probleme de symplectisation de (Ao, N) qui, dans un certaine sens est le
probléeme inverse de réduction d’une telle structure (cf. [26]), consiste a établir, au moins au
voisinage d’un point p € M tel que corangAy(p) > 1, 'existence d’une submersion surjective

q)i(M,Ao,N)—)(M,Ao,N)

ayant les propriétés :
1. la variété M est de dimension paire, munie d’une structure de Poisson-Nijenhuis sym-
plectique (Ag, N);

2. ® est une application de Poisson pour Ag et Ay;

3. N(kerd®) C kerd®;

4. N applique les champs de vecteurs projectables par ® a champs de vecteurs projectables,
i.e., pour toute section X de kerd® et tout champ de vecteurs Y sur M, L3 (N)Y est
une section de kerd®;

5. N se projette par ® et a pour projection N.
Définition 5.1 On dit que la variété de Poisson-Nijenhuis symplectique (M,]\O,N) et la
submersion surjective ® : M — M possédant les propriétés spécifiées ci-dessus constituent
une symplectisation (locale) de (M, Ay, N).
Dans [22], en se placant au voisinage d’un point p de (M, Ay, N) tel que corangAy(p) = 1
et en utilisant les résultats de Weinstein [27] concernant la symplectisation (ou réalisation
symplectique) des structures de Poisson, on prouve le théoréme suivant.

Théoréme 5.2 Chaque point p d’une variété de Poisson-Nijenhuis (M, Aoy, N) de dimension
2n + 1, tel que corangMo(p) = 1, posséde un voisinage ouvert U dans M sur lequel (Ag, N)
est symplectisable par la projection canonique

T (U,]\(),N) — (U,A(),N).

Précisément, U = U x R,

~ 0
Ag=A Xo N —
0 o + Xo ot
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ou Xy est un automorphisme de Poisson infinitésimal de Ay transverse en p a la feuille
symplectique Sy de Ao qui passe par ce point et t la coordonnée canonique sur le facteur R,
et N estl’ opemteur de récursion du couple (AO, Al) de tenseurs de Poisson compatibles, i.e.
N = AFAF!

~ 0

A1 Al -+ (NX()) N a

La variété de Poisson-Nijenhuis symplectique (f], Ao, ) est de dimension 2n+ 2, qui est
la plus petite dimension possible d’une symplectisation de (U, Ay, N).

Remarques

1. Dans un systeme de coordonnées produit de U=U xR, N a une expression du type

0 0
N=N+ — — f=Qdt 3
+ 5 ®a— fo®d, (3)
ot a est une 1-forme sur U et f € C*°(U,R). Bien entendu, —f est une valeur propre
fonctionnelle de N et spectreN = {—f}UspectreN. Comme les valeurs propres fonctionnelles
de N sont de multiplicité paire, — f est aussi une valeur propre fonctionnelle de N et en plus
— f est la seule valeur propre de N de multiplicité impaire.

2. Si (Ag, k € N) est la hiérarchie de tenseurs de Poisson deux & deux compatibles engendrée
sur U & partir de Ay et de N, alors, pour tout k& € N,

0

A=A NEX) A =
r=Ng + ( O)Aat

et m: (U, Ar) = (U, Ay) est une application de Poisson.

Lemme 5.3 Les hypothéses et les notations étant les mémes que ci-dessus, St T : (f] /~\0, N)
— (U, AO,N) est une symplectisation de (Ao, N) sur U de dimension 2n + 2, avec Ay =
Ay + Xo A at, alors N est lopérateur de récursion de la structure bihamiltonienne (AO, Al)

ot A1 = Al + (NX())

A Paide de ce lemme dont la démonstration est facile, on établit le théoreme suivant.

Théoréme 5.4 Soit (Ag, N) une structure de Poisson-Nijenhuis définie sur une variété
différentiable M de dimension 2n+ 1, et p un point de M, régulier relativement a N, tel que
corangMo(p) = 1. Alors, deur symplectisations de (Ag, N) sur un voisinage de p de type du
théoréeme 5.1 sont équivalentes.

Démonstration. Soient 7 : (U, Ag, N) — (U, Ao, N) et 7" : (U, Ay, N') — (U, Ay, N) deux
symplectisations de (Ag, N) sur U, avec

- 0 - 0
Ap=A XoAN— et Aj=A Xo A —,
0 o + Xo En e o + ETR

ou Xy et X| sont deux automorphismes de Poisson infintésimaux de Ay, différents entre eux,
transverses en p a la feuille symplectique Sy de Ay qui passe par p. Du lemme ci-dessus
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resulte que N et N’ sont respectivement les opérateurs de récursion des couples (/~\0, Al) et
(Ag; A7), o

A 0 N/ / 8

Alors, dans un systeme de coordonnées produit de U=U x R, ils ont respectivement des
expressions de type

0 0 < 0
N = N—l-&@oz—fa@dt et N =N + 8t®a_f ®dt

ou «, o sont des 1-formes sur U et f, f' € C*°(U,R). En répétant le raisonement développé
dans la remarque précédente, on conclut que — f’ est aussi la seule valeur propre fonctionnelle
de N de multiplicité impaire. Donc, f' coincide avec f. Alors, les opérateurs N et N’
ont exactement les mémes valeurs propres fonctionnelles de méme multiplicité algébrique et
géométrique. Par conséquente, les familles de leurs diviseurs élémentaires coincident ainsi
que leurs lieux réguliers sur U = U x R.

Comme les diviseurs élémentaires de 'opérateur de récursion d’une structure de Poisson-
Nijenhuis symplectique déterminent completement le modele de cette structure (cf. th. 4.3),
les couples (A, N) et (A), N') ont exactement le méme modele au voisinage des points de
R i = Ry Alors, au voisinage de ces points, ils sont équivalents (cf. [27]), i.e. il existe un
difféomorphisme

U (0, Ko, N) > (U, ), N
qui est de Poisson pour Ag et /~\6 et qui applique N & N’. Sous ’hypothése que le point
considéré p est régulier relativement a NV, par suite il est la projection d’un pointde R 5z = Ry,
sur U (cf. lemme 6.2), on a 7 = 7' o W. O

6. Modéles locaux de structures de Poisson-Nijenhuis en dimension impaire

Soit (Ag, N) une structure de Poisson-Nijenhuis définie sur une variété différentiable M de
dimension 2n + 1, avec Ay de rang maximum sur un ouvert dense de M. L’objectif de ce
paragraphe est la construction d’un systeme de coordonnées locales de M dans lequel le
couple de tenseurs (Ag, V) a une expression, la plus simple possible. D’apres les résultats des
paragraphes précédents, afin de construire un tel systéeme on suit, grosso-modo, la démarche
suivante. On considere d’abord une symplectisation locale 7 : (M Ao, N) — ) = (M, Ay, N) de
(M, Ay, N). Ainsi, on se raméne a une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique (AO, N )
dont celle initiale est un quotient. Le théoreme 4.3 affirme 'existence, au voisinage de chaque
point de R, d’un systeme de coordonnées dans lequel (AO, N) a Pécriture du modele décrit
par ce théoreme. En considérant donc le modele de (AO, N) et en passant au quotient on va
obtenir une forme normale de (Ag, N).

Soient p un point générique de (M, Ay, N), i.e. p € Ry et corangAo(p) = 1, et 7 :
(U, Ao, N) = (U, Ay, N) une sympectisation de (Ao, N) sur un voisinage U de p déterminée
par le théoreme 5.1.

Lemme 6.1 Si la fonction f qui figure dans l’expression (3) de N nlest pas constante sur
un voisinage U de p, alors elle est une fonction de Casimir de Ay.
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Démonstration. Puisque /~\0 =Ny + Xo A % est non-dégénéré sur U et Lag ]\0 =0, le champ
t

de vecteurs % est hamiltonien relativement & Ay d’hamiltonien g, ol g est une fonction de
Casimir de Ay telle que Xy-g = —1. A cause de la compatibilité des Ag et NV, leur concomitant

de Magri-Morosi R(Ag, N) s’annule identiquement sur M. Donc R(Ag, N)(dg, X,) = 0.
Mais, en tenant compte du fait qu’en chaque x € U, la direction de dg(z) est une direction
propre de ‘N(z) associée & sa valeur propre — f(z), d’aprés un calcul direct, on montre que
R(Ag, N)(dg, Xo) = A#(df). Alors, Ao#(df) = 0, d’ou il découle que f est une fonction de
Casimir de Ay; par suite f = h o g, ol h est une fonction d’'une variable. Il

Lemme 6.2 Le lieu régulier Ry de N sur U est la projection par m : U — U du lieu régulier
Ry de N sur U.

Démonstration. Par application des propriétés des diviseurs élémentaires d’un opérateur
concernant leur comportement par quotient ([4]), on déduit que le type algébrique de N est
constant sur U si, et seulement si, celui de N est constant sur U = 7 (0).

Comme le polyndme caractéristique de N est Py(A) = —(A + f)Pn()\) et —f est une
valeur propre fonctionnelle de N, I’ensemble {fi, fo,... , fs} des coefficients fonctionnels des
facteurs irréductibles de Py sur U coincide avec celui de Py sur U. En plus, pour tout
1=1,...,s, le champ de vecteurs % est une section de kerdf;. Alors, les sous-espaces

By = () kerdfi(z)

=1

de T;U, # € U, définissent une distribution E de rang constant sur U si, et seulement si, les
sous-espaces

E, = _ﬂ kerdfi(z) = Ei/%(f)

de T,U, x = w(Z) € U, définissent une distribution E de rang constant sur U.

En appliquant encore une fois les propriétés des diviseurs élémentaires d’un opérateur
indiquées ci-dessus, on conclut que le type algébrique de la restriction de N & E est constant
sur U si, et seulement si, celui de la restriction de N & E est constant sur U.

Alors, Ry = 1(Ry)- O

Le point considéré p de M étant un point régulier relativement a NV, il possede un voisinage
ouvert U dans M sur lequel le type algébrique de IV est constant. Compte tenu du fait que
—f est la seule valeur propre de N de multiplicité impaire, soit égale a 2l — 1, [ € N, le
polynome caractéristique Py de N s’écrit sur U sous la forme

Pyv(A) = =(A+ QM)

les polynomes (A + f)2~! et Q()) sont premiers entre eux sur U et le coefficient de plus haut
degré de Q(\) est aussi égal a 1. Donc, le polynéme caractéristique Py de N s’écrit sur U
comme produit

Py(A) = A+ )*Q()
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de polynomes premiers entre eux dont le coefficient de plus haut degré est égal a 1. Ainsi,
d’apres la proposition 3.1, a un voisinage convenable d’un point p € 7 ~1(p), la variété
(U, Ay, N) s’identifie & un prodult (M', A, N"Yx (M", AY, N") de variétés de Poisson-Nijenhuis
symplectiques. La variété M' s’identifiant & 1’ensemble des feuilles de 1 m(N + fId)% =
kerQ(N) et la variété M" & I'ensemble des feuilles de TmQ(N ) ker(N + fId)%; leurs
fibrés tangents sont TM' = ker(N + fId)* et TM" = kerQ(N). Aussi, N' (resp. N")
est la projection de N|,, (N+f1ayz (T€SD. N|,mQ y) sur ker(N + fId)% (resp kerQ(N))
et Pi(A) = (A + £)? (resp. Pgn(N) = Q(N)). Comme (N + fId)(Z) = 0, 2 est une
section de ker(N 4 fId)®* = TM'. Soit M’ = M’ 2 Tensemble des courbes intégrales de

(M', A}, N"). Les conditions du théreme de réduction d’une variété de Poisson-Nijenhuis [26]
)

étant vérifiées par (M’ ,]\6, N') et (M, %), la structure (]\6, N') passe au quotient et induit
sur M’ une structure de Poisson-Nijenhuis (Aj, N') dont le tenseur de Nijenhuis a comme
polynéme caractéristique Py(A) = —(A+ f )21’1 Alors, au voisinage de p, la variété initiale
(M, Ay, N) s’identifie au produit (M', Ay, N') x (M", A, N”) de variétés de Poisson-Nijenhuis.
Puisque le tenseur de Poisson A? est non-dégénéré sur M", le modele local de (M", A, N")
est bien connu par le théoreme 4.3. Ainsi, notre probleme se réduit a la construction d’'une
forme normale de (M', A}, N').

Par les précédents, on déduit que

~ 0 0 0
A=A+ XoA= e N =N +-_-Qa—- f=Qdt 4
0= Mo+ oA T Iy ed 4)
Xy étant vu comme un automorphisme de Poisson infinitésimal de Aj, transverse en la pro-
jection de p sur M’ a la feuille symplectique de Af qui passe par ce point.

Construction du modele de (Aj, N')

Soit ' la projection de p € 7~ '(p) sur M’'. Nous distinguons les cas : i)df(5') = 0 et
ii) df (7) # 0.

i) Si df (p') = 0, & cause de régularité de 7 relativement & N, il existe un voisinage U’ de '
dans M’ sur lequel f est constante. D’apres le théoreme 4.1, il existe sur U’ des coordonnées
locales (Z" ) i=1,...,m,j=1,...,2r, 1 > ...>rm, de M, centrées en 7, dans lesquelles
(Al, N') a P’expression du modele.

Observons qu’en chaque #’' € U’ les directions des vecteurs a2,1(”) et a~” ('), 1 =
1 .

1,...,m, sont les directions propres de N'(z') appartenant & la base construite de Ty U’

D’autre part, en chaque # € U, la direction de §(~I Z') est aussi une direction propre de

N'(#). De la maniére de construction des coordonnées ci-dessus, (cf. [21]), on déduit que

) ’ 7 o, 7 . . 8 _ 6 . . N .
I’on peut, sans perte de généralité, les choisir de sorte que saT - = i Ainsi, a partlr des

(#),i=1,...,m,j=1,...,2r5, 11 > ... > Iy, en passant au quotient M’ = M 2. 0

obtient un systeme de coordonnées locales (3:;?), t1=1,... ,m,pour i #m, j=1,.. 27",-,

pouri=m, j=1,...,2rm, — 1,71 > ... > 1y, de M', centré en p' = 7'(p'), 7' : M’ — M’
étant la projection canonique de M' sur M', &} = 7 o «', dans lequel le couple (Aj, N')
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induit sur M’ par (A}, N') via (M, 2) a lexpression :

rm—1
1 m a
2- (Z o, " a) Y g " o ®)

m—1 2r; a 2rm—1 a
N' = _Z<;aax;@'®d ) Z 0o ®da +

i=1 J

m—1 [r;—1 (9 (9
Ly Z( 0 gdafi,, + —0— @da ) N
i=1 k=1 Oy, 0542 Tok-+2
rm—1 a Tm—2 8
+ Z S @ dufly + Z Ao © A2l (6)
2k 1 2k+2

ou a = f(p') = f(p); la derniere égalité est vraie puisque f est indépendante de ¢.

ii) Si df(p') # 0, I'hypotheése de régularité de p’ relativement a N’ assure que f n’est pas
constante sur les voisinages de p' et le théoréeme 4.1 affirme D’existence d’un systéme de
coordonnées locales ((:i;z), U1, g;), i=1,...,m, j =1,...,2rm, 1 > ... > 1y, de M,
centré en p', dans lequel ]\6 et N’ ont les écritures qui figurent dans ce théoreme. Pour la

construction de ces coordonnees, on pose §, = f — @', @' = f(§'), et on choisit la coordonnée
77 de maniere que a” = X’ ou X% = A (df), ([21]).

Comme A ({W} ) = kerdy, C TM', N’( ) = —(7,+ &’)%, L s N' =0, le couple
N N 1 ~ 1 ag’l
(Ay, N') passe au quotient Ml/a_g'l’ (cf. [25]). Mals, la variété M’/az,1 coincide avec M' =

M / %. Pour le confirmer, il suffit de remarquer que X ¢ coincide, a un facteur pres, avec %.
Effectivement, en tenant compte de la relation Ag = Ay +Ag, du lemme 6.1 et de la formule 4,
nous concluons X} = —A’ (g)% En conséquence, la structure induite par (Aj, N') sur M’/ 0?7’1
s’identifie & la structure définie par (Ag, N').

Ainsi, & partir des coordonnées ((Z7), 41, ), i =1,... ,m, j=1,...,2r;, 11 > ... > I,

de M, en passant au quotient M’ = M’/ %, on obtient un systéme de coordonnées ((x;’), 5),
i=1,...,m,j=1,...,2r,r > ... > 1y, de M, centré en p' = 7'(§'), onnw : M — M
est la pIOJectlon canonique de M’ sur M’, ’ = x;-i on', 7, = yy o', dans lequel les tenseurs
Aj et N' ont respectivement les expressmns
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a . - 1 n 8 1 17 a !
- (87’11 + ; (Z [(’f + 5)5521;—1% — (k- §)$2kax—/2ik:|)> ® dys, (8)

ounad =f(p)=fp)=23a.

Conclusion

D’apres le théoréeme 5.2, nous concluons facilement que le modele construit de (Ag, V) au
voisinage d’un point générique p de M est indépendant, a un difféomorphisme pres, du choix
de la sysmplectisation de type du théoreme 5.1 a l’aide de laquelle nous avons établi ce
modele.

Nous arrivons ainsi a formuler le théoréme suivant.

Théoréme 6.3 Soit (Ag, N) une structure de Poisson-Nijenhuis définie sur une variété
différentiable M de dimension 2n+ 1, avec Ay de rang mazimum sur un ouvert dense de M.
Alors, au voisinage de chaque point générique p de M, le modéle de (Ao, N) est un produit
d’une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique dont la forme canonique est déterminée
par le théoréme 4.3 et d’une structure de Poisson-Nijenhuis (Ay, N') dont le tenseur de Ni-
jenhuis a comme polynéme caractéristique un polynéme du type Py(N) = (A+ f)?~1, 1 € N.
Si,

o f est constante sur un voisinage de p, les modéles des Ay et N' sont respectivement donnés
par les formules 5 et 6;

o f n'est pas constante sur un voisinage de p, les modéles des A}y et N' sont respectivement
donnés par les formules 7 et 8.

Le modéle de (Ao, N) est complétement déterminé par la famille des diviseurs élémentaires
de N.

7. Modeéle local d’une hiérarchie de tenseurs de Poisson en dimension impaire

Nous nous plagons dans le contexte du paragraphe précédent et nous considérons la hiérarchie
(Ag, k € N) de tenseurs de Poisson deux & deux compatibles engendrée sur M par Ag et N;
pour tout k¥ € N, A¥ = N kAO#. Dans la suite, nous allons établir les expressions locales
canoniques des Ag, k € N.
Comme nous 'avons déja remarqué au section 5, en considérant une symplectisation
. (U, Ay, N) — (U, Ay, N) de (A, N) sur un voisinage U d’un point générique p de M
determlnee par le théoreme 5.1, pour tout k € N, Ay peut étre vu comme la projection par
7 : U — U du tenseur de Poisson Ay = Ay + (N’“X) 9 A} = NFAY. Les Ay, k € N,
étant engendrés sur U & partir de Ay, qui est non- dégénéré, et de N, leurs modeles locaux
sont bien décrits par le théoréme 4.3. Par suite, nous pouvons obtenir une forme normale
des Ay, k € N, en quotientant les modeles des Ay, k € N.
D’autre part, (U Ao, N) s’identifiant, au voisinage d’un point p € 7 !(p), au produit
( Y ~6, N’) X (M”, 05 N”) de variétés de Poisson-Nijenhuis symplectiques, pour tout k£ € N,
(~U, A4) s’identifie au produit de variétés de Poisson (M’,A}) x (M",A?), A = N™A{ et
A

= N”’“]\g# ‘A cause des faits que % est une section de TM' et que, pour tout k € N,
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Ar# ({2} c TM', la hiérarchie (A}, k € N) de tenseurs de Poisson deux & deux compatibles
induit sur la variété quotient M’ = M’/ 2 une famille (A}, k& € N) de tenseurs de Poisson
compatibles entre eux dont 'opérateur de récursion N’ a comme polynome caractéristique
un polynome du type Py (A) = (A+ f)#71, I € N; sans doute, elle coincide avec la hiérarchie
de tenseurs de Poisson engendrée sur M’ par le couple (Aj, N'). Alors, au voisinage de p,
pour tout k£ € N, la variété de Poisson (M, Ay) s’identifie au produit de variétés de Poisson
(M, AL) x (M",AY). Le modele du facteur (M", A”) étant connu par le théoréme 4.3, notre
probléme se réduit & la construction d’un modele de (M', A},).

Soit ' la projection de p € 7~ '(p) sur M'. Comme précédemment, nous distinguons les
cas : i)df(p') = 0 et i1) df(p') # 0. Dans les deux cas on peut obtenir une forme normale
des A}, k € N, en répétant le raisonement du §6 et en quotientant les formes normales des
~§c, k € N, ou bien, en calculant, dans les coordonnées construites, les expressions des N'*,
k € N, et en les composant avec I’expression de Aj. De toute fagon, nous aboutissons au
théoréme suivant.

Théoreme 7.1 Les hypotheses et les notations étant les mémes que ci-dessus, au voisinage
de chaque point générique p de M, pour tout k € N, le modéle de Ay est un produit du
membre correspondant d’une hiérarchie de tenseurs de Poisson compatibles entre eux dont le
premier terme est non-dégénéré, donc son modele est bien déterminé par le théoréeme 4.3, et
du membre correspondant d’une hiérarchie (A}, k € N) de tenseurs de Poisson deuz d deux
compatibles dont ['opérateur de récursion N' a comme polynome caractéristique un polynéme
du type Pyt (A) = (A + )%, 1 € N. Soit M’ la variété sur laquelle est définie la hiérarchie
(A}, k € N), et p' la projection de p sur M'. Alors,
e si df(p) = 0, il existe un systéme de coordonnées locales (x;’), 1 =1,...,m, pour
i£Em,j=1,... 2r,pouri=m, j=1,...,2rp,—1, 11 > ... > 1y, de M', centré
en p', dans lequel

Ay = (=a)*AG + II;

le tenseur Afy a Uexpression (5),

m—1 [r;—k ri—1
, i 9 B i 0 9
I, = Z Z (’S) i axlz t..F Z (kil) (_a) Rt i 537” +

17 17
i=1 Lj=1 83:2j_1 2(j+k) j=1 a"762j—1 2(j+1)

rm—1—k a Tm—2 a a
k Nnk—1
+ R ") (=d) A ;
Z 836’27]” 1 8x’2m+k) Z (k 1) Ozt 4 596'2"3+1)
et a' = f(p').
o si df(p') # 0, il existe un systéme de coordonnées ((x?), yg), 1 =1,...,m, j =
1,...,2r;, 10> ... > 1y, de M', centré en p', dans lequel

Ay = (—(gh+a))" A + I}
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le tenseur Afy a Uexpression (7),

H’:i rf(’“) 0, 2
k 0 Oxy; | Ol

i=1 L j=1 2(j+k)
ri—1
y _ 0 0
+ ) (E) W+ ) T s — A
;g; o Orzi1 0%y
eta' = f(p').
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