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(1197, 156, 15, 21)

jkB4jkB4lnmeo'pemeqer@s,tuBavwBax,y�o'qez7{7r@satuB,tuB,|}r'~�qe�#{

�������D�7���n�2�
���2�������g���������g���2�	���2�����2���<�V���2���������

�4��� ��¡
3 ¢ (V,K,Λ)

�¤£�¥ ¦7§
E = (X,B) ¨�©�ª�¨ ¥ ��� ¨!« §�� ¬,­ « ¥¯®�­�¥ ¦��¯­�¦2¦2¥ � « ­�°�®�±�² 2 ¢ �¤£�¥ ¦	³,´!µ'±�¶¤·�§ ª ­�¸�± E

¨�©�ª�¨ ¥ ��� ¨ §¹·�§�¦7§ « ± © ±�² 3 ¢ (4Λ+4, 2Λ+2,Λ)
�¤£�¥ ¦2±�²�º ª ­�¸�± V = (Λ+1)(Λ2 +5Λ+5)

­
K = (Λ+1)(Λ+2)

º
ª ­�¸�± V = 496

º
K = 40

­
Λ = 3

´�»�±�¼�± ª ®�­���¥ ª ¡�®�³C²[¶ « §�½¿¾g¸ ª ±�°�®�±�¦	�M¶ « §�½À� 3 ¢ (496, 40, 3) �¤£�¥ ¦	³w�¯­ ª ¡ ¢®�± « ¥¯¶ � ª�¨�« ¥¯®!�1¼�§ « §�¦2¥ � « §�¦	­ (6138, 1197, 156, 252)
­n­�¦2¥ ¥ �g�¯­ ª ¡�®�± « ¥¯¶ � ª�¨�« ®�³�¥6±�¾ « ¥ � ��®�±�� ��­ © ¥ « ¬,­�®�e¼�§ « §�¦2¥ � « §�¦	­ (1197, 156, 15, 21)

´�Á « §�¸�±���¥4®�§�²�·�¥¯®�³u§ © ��±�¦2± « ½À­�Â ¦	³w�¯­ ª ¡�®�± « ¥¯¶ � ª�¨�« ®�±�¶¹±a¶ « §�½4§��4¼�§ ¢
« §�¦2¥ � « §�¦	­ (1197, 156, 15, 21)

´	»�±�¾�§�Â¹§�®�±�º�°���±���¾�§�Â¹§�®�®�³C²M¶ « §�½�®�¥ ¨�©�ª�¨ ¥ ��� ¨�« ¥ ¸�¥ « ®�±6�¯­�¦2¦2¥ � « ­�°�®�³�¦C´

ÃPÄ	Å�Æ'Ç�È�É6ÇMÊ�Ä	Ë�È�Ì#ÍC�¯­ ª ¡�®�± « ¥¯¶ � ª�¨�« ®�³C²6¶ « §�½�º « ¥ ¸�¥ « ®�±��¯­�¦2¦2¥ � « ­�°�®�³C²6¶ « §�½�º�¶ « ��¼�¼�§,§ © ��±�¦2± « ½À­�Â ¦2± ©¶ « §�½4§�´

?7BVjn{7��Îa�#qeme�

QÐÏ}Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Ø�ÔÚÙ2Ø�Û�Ñ	Ö2Ø�Ù	Õ�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï�Ø�Ü�Ñ7Ò�ÝgÏßÞ�Ø�àná2Ø�Õ�Ø�â2ãäÖÐå	Ñ7Ò�Õ�Ù	Ï6æ�Ñ2Ø�Þ�Ø�Ñ�ç[`aÓ�â2Ö
a è

b é ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	ÏëÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò
Γ è Õ�Ûwì2Ø�Ñ2Ø�à d(a, b) Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Õ�Ó�íîÑ7Ò�Ó�Ó�Õ�Û�í'Ù	Ö2ØÐÔ,Ø�ïnð2ñ a Ö b, ÒÐì2Ø�Ñ2Ø�à

Γi(a) é
á2Û�ð2Ü�Ñ7Ò�ÝßÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò

Γ è Ö	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï1óÐÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ôô×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù è å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï�ØgÙ7Ò�æ#Û�ð2í'Õ�Ó�íä× ΓÙ7ÒäÑ7Ò�Ó�Ó�Õ�Û�í'Ù	Ö	Ö
i
Û�Õu×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï

a
çõhgÛ�ð2Ü�Ñ7Ò�Ý

Γ1(a)
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íöÛ�å	Ñ2Ø�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�ã�÷�×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï

a
Ö

Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Õ�Ó�íîì2Ø�Ñ2Ø�à
[a]
ç¿øgØ�Ñ2Ø�à

a⊥
Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Õ�Ó�íîá2Û�ð2Ü�Ñ7Ò�Ý {a} ∪ [a] è í'×�â2í'÷Mù!Ö	ó2Ó�íúê�Ò�Ñ2Û�ÔÑ7Ò�ð2Ö	ñ�Ó�ÒGûVÓ[ò2Ø�Ù	Õ�Ñ2Û�Ô

a
ç

bCÑ7Ò�Ý
Γ
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íüÓ�Ö'â2ã�Ù2ÛúÑ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï�ÔýÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�ÔëÓ�á7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ7Ò�Ô4Ö

(v, k, λ, µ) è Ø�Ó�â2Ö ΓÓ�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ
v
×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù è í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í�Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï�ÔþÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö k è å'Ò�ïnð7Û�Ø�Ñ2Ø�Þ�Ñ2Û Γ

â7Ø�ï�Ö	ÕuÕ�Û�ì	Ù2Ûä×
λÕ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	Ö	å'Ò�æÿÖôð	â2íôâ2÷[Þ�Ï6æúð2×�ñ#æôÙ2Ø�Ó�Ô,Ø�ï�Ù	Ï6æÿ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù

a è b á2Û�ð2Ü�Ñ7Ò�Ý [a] ∩ [b]
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ

Õ�Û�ì	Ù2Û
µ
×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù�ç

X�Ö2Ó�Õ�Ø�ÔaÒgÖ	Ù	ò	Ö'ð7Ø�Ù	Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö
(X,B)

Ó1Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ô¿Õ�Û�ì2Ø�å
X
ÖõÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�ÔöÞ�â7Û�å�Û�×

B
Ù7Ò�à�Ï��

×#Ò�Ø�Õ�Ó�í
t
�
(V,K,Λ) � �2� �g��� è Ø�Ó�â2Ö |X| = V è å'Ò�ïnð2Ï1óÐÞ�â7Û�åÐÓ�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	ÕõÑ2Û�×�Ù2Û K Õ�Û�ì2Ø�åuÖäâ2÷[Þ�Ï�Ø

t
Õ�Û�ì	å	Öõâ7Ø�ïnÒ�Õ!Ñ2Û�×�Ù2ÛV×

Λ
Þ�â7Û�å'Ò�æCç4Zg÷[Þ�Ò�í���� Ó¹æ#Ø�ÔaÒVí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

(V,B,R,K,Λ)
Ó¹æ#Ø�Ô,Û�ó è Ü�ð7Ø B éì	Ö2Ó�â7ÛnÞ�â7Û�å�Û�× è å'Ò�ïnð�Ò�íkÕ�Û�ì	å'Ò^Ö	Ù	ò	Ö'ð7Ø�Ù	Õ�Ù7Ò R Þ�â7Û�å'Ò�Ô è ÖkÖ2Ô,Ø�÷MÕnÔ,Ø�Ó�Õ�Û!Ñ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×#Ò V R = BK è

(V − 1)Λ = R(K − 1)
ç�Xaæ#Ø�ÔaÒ!Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í � ���P�V���P���2���2��� è Ø�Ó�â2Ö B = V

ç�Xaæ#Ø�ÔaÒ^Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í
� ������� � ���P�V���P���2���2��� è Ø�Ó�â2Ö�ð	â2í!â2÷[Þ�Ï6æ!ð2×�ñ#æ�Þ�â7Û�å�Û�× B,C ∈ B

Ö2Ô,Ø�Ø�Ô |B∩C| ∈ {x, y} ç4ø[Ö2Ó��â�Ò
x è y Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�÷MÕ�Ó�í ��� � �2���g�
	7� �@� � ���'���2�2� � ������� � ���P�V���P���2���2��� � �2� ��� è Öäá	Ñ2Ø�ð2á2Û�â�Ò�Ü�Ò�Ø�Õ�Ó�í èì	Õ�Û
x < y

ç
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 â7Û�ì	Ù	Ï1óõÜ�Ñ7Ò�Ý å	×#Ò�à�Ö2Ó�Ö2Ô,Ô,Ø�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù2Û�óGÓ¹æ#Ø�Ô4Ï
(X,B)

×gå'Ò�ì2Ø�Ó�Õ�×�ØM×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù<Ö2Ô,Ø�Ø�Õ!Þ�â7Û�å	ÖõÓ¹æ#Ø��
Ô4Ï Öäð2×#Ò�Þ�â7Û�å'Ò

B,C ∈ B
Ó�Ô,Ø�ï�Ù	Ï è Ø�Ó�â2Ö |B ∩ C| = y

ç
�
�e��Î��,z�� �#qeme� ?7B � � - ��$	/1����"������	
���
��@���2�,������"�����$ - �

(V,B,R,K,Λ)
���	���4/ ���	����$ -

"À���� �����"À��$Ú�ä� -�� ����
'��$	$	/��4�ÿ
�$�������$	���	�4�
k = ((R − 1)K − xB + x)/(y − x)

�#"�����$ - �����
1
*

k = (R−K − Λ+ x)/(y − x)
�#"�����$ - �����

V − 1
�
k = −(K − x)/(y − x)

�#"�����$ - �����
B − V

5
�6����� ���������2��� � �2� �g��� ð	â2í t � (V,K,Λ) Ó¹æ#Ø�Ô4Ï D = (X,B)

×�Õ�Û�ì	å�Ø
x ∈ X

Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í
Ó¹æ#Ø�ÔaÒ

Dx
ÓVÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�ÔiÕ�Û�ì2Ø�å

Xx = X − {x} ÖÐÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�ÔÚÞ�â7Û�å�Û�× Bx = {B − {x} : x ∈
B ∈ B} ç4Xaæ#Ø�ÔaÒ E

Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í ��� ��� ���@���2�7� � Ó¹æ#Ø�Ô4Ï
D
Ø�Ó�â2Ö!á	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�ð2Ù7Ò�ínÓ¹æ#Ø�Ô4Ï

E
×Må'Ò�ïnð7Û�ó

Õ�Û�ì	å�Ø^Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò
D
ç ���,�'���n��� Ó¹æ#Ø�Ô4Ï

D
×õÞ�â7Û�å�Ø

B
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í�Ó¹æ#Ø�ÔaÒ

DB ÓVÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ô
Õ�Û�ì2Ø�å

XB = X − {x} ÖôÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�ÔfÞ�â7Û�å�Û�× BB = {C ∈ B} : |B ∩ C| = 0} ç! [Û�Ñ2Û�ênÛÖ	à�×�Ø�Ó�Õ�Ù2Û è ì	Õ�Ûgá	Ñ2Û�Ø�å	Õ�Ö	×�Ù7Ò�íõá'â7Û�Ó�å�Û�Ó�Õ�ã!Ñ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ#í	Ø�ÔaÒ è Õ�Û�â2ã�å�Û^Ø�Ó�â2ÖkØ�Ø1á2Û�Ñ#í�ð7Û�åõÑ7Ò�×�Ø�Ù��[Ö'â2Ö#"2ç
h�ç%$VÒ�Ô,Ø�Ñ2Û�Ù'& û è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒuû�ç (�)+*eÛ�á	Ö2Ó�Ò�âÐÑ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö	íuÓ�Ö2Ô,Ô,Ø�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æ ��� Ó¹æ#Ø�Ô1ç

�
�e��Î��,z�� �#qeme�ÿJ@B-,P 2�����
3 . (V,K,Λ)

���	�����
E = (X,B)

�'
����������/��"�����0!�#"À��$	�@���>���2�
.������"�����$ - �

2 .
���	���4/ 5[+�- � ���n
'�¯"�$ -<- ��$ - �2
M @��
'�¯"	�^�À��$	�	�21

(1) E
�'
����������/������������" - 
 - �

3 . (4Λ + 4, 2Λ + 2,Λ)
���	��� - �43

(2) V = (Λ + 1)(Λ2 + 5Λ + 5)
�
K = (Λ + 1)(Λ + 2);

(3) V = 496
*
K = 40

�
Λ = 3

5
LßÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø657(�8PÖ2Ô,Ø�Ø�Ô

R = V − 1 = 495 è B = V R/K = 496 · 495/40 = 6138
Öwð7Û�á2Û�â2Ù	Ö �

Õ�Ø�â2ã�Ù	Ï1ówÜ�Ñ7Ò�Ý>å�Þ�â7Û�ì	Ù2Û�Ô4ñuÜ�Ñ7Ò�ÝgñGÓ¹æ#Ø�Ô4ÏßÖ2Ô,Ø�Ø�Õká7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ	Ï
(6138, 1197, 156, 252)

Ö�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ

11971, 95642,−105495
ç[OPÕ�Ó�÷6ð�ÒkÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï1ó á2Û�Ñ#í�ð7Û�åwå�Û�å'â2Ö	å	ÖwÙ2Ø!Þ�Û�â2ã�ênØ

vm/(k +m) =
6138 · 105/1302 = 495

ç�Liì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è Ü�Ñ7Ò�Ù	Ö	ò7Ò� [Û�ÝVÔaÒ�Ù7Ò!ð	â2íäå�Û�å'â2Ö	å�Ó�Û�×�á7Ò�ð�Ò�Ø�ÕkÓgÜ�Ñ7Ò�Ù	Ö	ò2Ø�ó9 ×�Ø�Õ�å�Û�×�Ö	ì7Ò65DÓ�Ô1ç#â7Ø�Ô,Ô4ñÐû+8�ç2:!Û�á2Û�â2Ù	Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù	Ï1óuÜ�Ñ7Ò�Ý}åäÞ�â7Û�ì	Ù2Û�Ô4ñkÜ�Ñ7Ò�Ýgñ
3
�
(496, 40, 3)

Ó¹æ#Ø�Ô4Ï
Ù7Ò�à�Û�×�Ø�ÔÿÔ,Û�Ù2Ó�Õ�Ñ2Û�Ô;$VÒ�Ô,Ø�Ñ2Û�Ù7Ò'ç�L<& �+*Cð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù2Û

�
�e��Î��,z�� �#qeme�>=CB�:����G� - $@����"��n;^�����¯" - $��
Γ

�/10 - �	$��@?^���/�w���@�¯�2 �?-A!�@�6 @��
'�¯"	�^�À��$	���41

(1)
- �#"À������$ - �����^��? ��- ��
'�¯"B0!�	$	/î
C��"����V�

Γ D
���	����$ - "À���� �����"�$	/1�#��"���� �,0���"���������"����4�

(1197, 156, 15, 21)
�ú��0@���@��" - �

1561
*
9741

* −15455
* 0#"�������� 0 - "���� - �¿� - �	�	�	�	�ö
>E�� - �F��"����V�

$@� ��- ����0õ�
105 G

(2)
�4$ - �<������
 -	� � - � - 


Cx
* � - �À�¯"	���+A!�@��� - ���� 

x
���	���4/

E
* �'
����������/�

495 .
� - �	�	�	� - �H��"��

.�g�
Γ
* �����ä� - � - " - �G� - ���������������/�ä"���
'��$@����
 - 
#��"���$	��I����
J - �M����$��^�>K[
'����� - 
����#�L3

(3)
0 - �B��"����

Γ−Cx
���	����$ - "À���� �����"À��$��60���"���������"����4�

(5643, 1092, 141, 228)
�Ð��0@���@��" - �

10921
*
95148

* −96494;
(4)

������"���
��	����$	/M�ÿ� - �����
x
*
y
���	���4/

E
�2������� |Cx ∩ Cy| = 39

* 0#"��������Ú�����¿� - �	�	�	�	�

Cx − Cy
��"����g�

Γ− Cy
� - ���������������/�ä"���
'��$@����
 - 
#��"���$	��I@�NJ - �M����$�� 5

L ð�Ò�Ù	Ù2Û�ó�Ñ7Ò�Þ�Û�Õ�Ø!Ù7Ò�ó'ð7Ø�Ù	Ï>Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4ÏfÓ�Ö'â2ã�Ù2ÛäÑ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù2Û�Ü�ÛäÜ�Ñ7Ò�Ý^ÒkÓ^á7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ7Ò�Ô4Ö

(1197, 156, 15, 21)
ç

O��#z��e�LPMr@B�,P 2�����
Γ D

���	����$ - "À���� �����"�$	/1�Q��"����ß�60���"���������"����4�
(1197, 156, 15, 21)

*
G =

Aut(Γ)
*
g D

E��@������$@�ä0#" - ��� - � - 0 - "������	�
p
�2


G
�
Ω = Fix(g)

5ö+�- � ��� |Ω| 6 171
*
π(G) ⊆

{2, 3, 5, 7, 11, 13, 19} �u
�/10 - �	$��������/� - ��$ - �2
n���@�¯�2 �?-A!�@�õ @��
'�¯"	�^�À��$	�	�21

(1) Ω D
0� 2��� - �>��"���� * �	� ��-

(i) p = 3
�
α1(g) = 72l

* �	� ��-

(ii) p = 7
�
α1(g) = 168l − 21

* �	� ��-

(iii) p = 19
�
α1(g) = 456l + 171;

(2) Ω
�'
����������/�

n .
�	�	�	� - � * �	� ��-

(i) p = 13
*
n = 1

�
α1(g) = 312l + 156

* �	� ��-

(ii) p = 2
*
n = 9

�
α1(g) = 48l + 12

�	�	�
n = 11

�
α1(g) = 32l − 12

* �	� ��-

(iii) p = 5
*
n = 2

�
α1(g) = 120l + 45

�	�	�
n = 7

�
α1(g) = 120l − 30;

(3) Ω
�'
����������/�

3t+ 1 .
� - �	�	�	� - � *

p = 3
�
α1(g) = 72l + 12− 45t;



�P
'� - � - "2�P�2
��4/_���	����$ - "À���� �����"�$ - � - ��"����g�<�P0���"���������"����4�
(1197, 156, 15, 21) �

(4) Ω
� - �À�¯"	���@� ��� - �À��
����������	�	�

2 .
0� @���<�

p 6 13
5

� �,��Î���o'{7me�2B 3 �	����$ - "À���� �����"�$	/1�H��"����ý�g0���"���������"����4�
(1197, 156, 15, 21)

$@�C�'
����������/�
"À� � �¯"�$ - ���2�,������"�����$	/�� 5

J@B^tõ{7o'zBPMz����um��LP	��
��er��ur
���er��er%PM�#o@�er%PMm
(1197, 156, 15, 21)

h[Ñ	Ö	×�Ø�ð7Ø�ÔîÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï�ØV×�Ó�á2Û�Ô,Û�Ü�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù	Ï�Ø!Ñ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�ÏVç
�Ð�LP PMrô?7B ,P 2�����

Γ
�'
����������/�w���	����$ - "À���� �����"�$	/�����"���� - �i��0���"���������"����4�

(v, k, λ, µ)
�

$@��������
�$	/��4�ö� -�� ����
'��$	$	/��4�w
�$�������$	���	�4�
r
*
s
*
s < 0

5�� ���	�
D D

�	$#�2 �I	�#" - 
���$	$	/1�G"À���� �����"
.$	/1�u0 - �B��"����}�2


Γ
������0@��$	�

d
$��

w

'�¯"B0!�	$���� * � -

s 6 d− w(k − d)

v − w
6 r,

0#"�������� - ��$ - �2
n"���
'��$@����
u� - ���������������/�i� - � ���u�î� - ����� - � - � ��� * � - � ���Ð�	���^���+�ö
'�¯"B0!�	$��G�2


Γ−D
��������$��õ� - ��$ - �

w(k − d)/(v − w)

'�¯"B0!�	$����4�u�2


D
5

C � Õ�Û�ñ�Õ�×�Ø�Ñ#ïnð7Ø�Ù	Ö2Øgæ#Û�Ñ2Û�ênÛ�Ö	à�×�Ø�Ó�Õ�Ù2Û 5DÓ�Ô1ç è Ù7Ò�á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ è & ( è�� �+* 8�ç Bh[ñ�Ó�Õ�ã
Γ
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�ínÓ�Ö'â2ã�Ù2ÛMÑ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï�Ô�Ü�Ñ7Ò�ÝVÛ�ÔÐÓ�á7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ7Ò�Ô4Ö

(1197, 156, 15, 21)
Ö!Ó�á2Ø�å �

Õ�Ñ2Û�Ô
1561 è 9741 è −15455

ç^`aÓ�â2Ö
D é Ö	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï1ó Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1ó á2Û�ð2Ü�Ñ7Ò�ÝëÖ	à

Γ
Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö

d
Ù7Ò

w
×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7Ò�æ è Õ�Û d − 9 6 w(156 − d)/(1197 − w) 6 d + 15

çVhgÛ���Õ�Û�Ô4ñÐì	Ö2Ó�â7Ûä×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ùw×
å�Û�å'â2Ö	å�Ø65 å'â2Ö	å�Ø+8�Ù2Ø^Þ�Û�â2ã�ênØäû���)>5 Ù2Ø!Þ�Û�â2ã�ênØkû�û+8�çM`aÓ�â2Ö

C
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íúû���)��¤å�Û�å'â2Ö	å�Û�ó�Ö	à

Γ è Õ�Ûâ2÷[Þ�Ò�íä×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7Ò�Ö	à
Γ− C

Ó�Ô,Ø�ï�Ù7ÒnÕ�Û�ì	Ù2Û<Ó<û�)!×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7Ò�Ô4ÖÐÖ	à
C
ç

�Ð�LP PMr J & " è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ�('ç �+* B�,P 2����� Γ
�'
����������/�ü���	����$ - "À���� �����"�$	/�� ��"���� - ���ä0���"��

.������"����4�
(v, k, λ, µ)

�ô� -�� ����
'��$	$	/��4�ô
�$�������$	���	�4�
k
*
r
* −m 5�� ���	� g D ��
'� - � - "2�P�2
��

Γ
�

Ω = Fix(g),
� - |Ω| 6 v ·max{λ, µ}/(k − r)

5
LüÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ó�Ö'â2ã�Ù2ÛkÑ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù2Û�Ü�ÛäÜ�Ñ7Ò�Ý^ÒkÓ^á7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ7Ò�Ô4Ö

(1197, 156, 15, 21)
á2Û�â2ñ�ì	Ö2Ô |Ω| 6

1197/7 = 171
ç

:!Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�Û^Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô Û�á	Ö	Ñ7Ò�Ø�Õ�Ó�í<Ù7Ò[Ô,Ø�Õ�Û�ð	 MÖ	Ü�Ô,Ø�Ù7Ò[Ñ7Ò�Þ�Û�Õ�ÏÿÓ�Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�ÔaÒ�Ô4ÖõÓ�Ö'â2ã �
Ù2Û<Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù2Û�Ü�ÛõÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò è á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ù	Ï1ó ×õÕ�Ñ2Ø�Õ�ã�Ø�ó�Ü�â�Ò�×�Ø!Ô,Û�Ù2Û�Ü�Ñ7Ò�ÝgÖ	ÖH$VÒ�Ô,Ø�Ñ2Û�Ù7Ò>& )+* ç�h[Ñ	Ö��Õ�Û�ÔÿÜ�Ñ7Ò�Ýgñ

Γ
Û�Õ�×�Ø�ì7Ò�Ø�ÕäÓ�Ö2Ô,Ô,Ø�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù7Ò�í�Ó¹æ#Ø�ÔaÒkÛ�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö	ó

(X, {R0, R1, R2}) è
Ü�ð7Ø

X é Ô4Ù2Û��
ï!Ø�Ó�Õ�×�ÛV×�Ø�Ñ	ê!Ö	ÙõÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò è R0 é

Û�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö2Ø�Ñ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×#ÒgÙ7Ò
X è R1 é

Û�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö2ØPÓ�Ô,Ø�ï�Ù2Û�Ó�Õ�Öõ×
Γ è

R2 é
Û�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö2ØVÓ�Ô,Ø�ï�Ù2Û�Ó�Õ�Ö�×nð7Û�á2Û�â2Ù	Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�ÔÿÜ�Ñ7Ò�ÝVØ

Γ̄
ça`aÓ�â2Ö

P
Ö
Q é á2Ø�Ñ	×#Ò�íGÖG×�Õ�Û�Ñ7Ò�í

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï}Ó�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï6æGà�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	ówÓ¹æ#Ø�Ô4Ï è Õ�Û

P =




1 1 1
k r s

v − k − 1 −r − 1 −s− 1


 ,

PQ = QP = vI
çÚU7ð7Ø�Ó�ã

v é ì	Ö2Ó�â7Û ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù è k è r è s é Ó�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�Ø�à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	íîÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò
Γå	Ñ7Ò�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ø�ó

1 è f è v−f−1
Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û	5 ñ�å'Ò�à�Ò�Ù	Ù	Ï�Ø1å	Ñ7Ò�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�ÖõÛ�Þ�Ñ7Ò�à�ñ�÷MÕ[á2Ø�Ñ	×�Ï1ó<Ó�Õ�Û�â7Þ�Ø�ò

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
Q
8�ç

hgÛ�ð7Ó�Õ�Ò�Ù2Û�×�Û�ì	Ù2Û�Øká	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö2ØõÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
G = Aut(Γ)

Ù7Òä×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7Ò�æ�Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò
Γ
Û�Þ�Ï1ì	Ù	Ï�Ô

Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô>ð�Ò�Ø�ÕúÔ,Û�Ù2Û�Ô4Ö7Ò�â2ã�Ù2Û�Ø�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù2Û�Ø�á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö2Ø
ψ
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

G
×
GL(v,C)

çüh[Ñ2Û��
Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�Û

Cv í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íÐÛ�Ñ	Õ�Û�Ü�Û�Ù7Ò�â2ã�Ù2Û�ó�á	Ñ#í	Ô,Û�ówÓ�ñ'Ô,Ô,Û�óÐÓ�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï6æ ψ(G) �¤Ö	Ù	×#Ò�Ñ	Ö7Ò�Ù	Õ�Ù	Ï6æá2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×
W0 è W1 è W2

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï>Ó�Ô,Ø�ï�Ù2Û�Ó�Õ�Ö¿Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò
Γ
ç�h[ñ�Ó�Õ�ã

χi é
æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ á	Ñ2Ø�ð �

Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	í
ψWi

çaNÀÛ�Ü�ð�Ònð	â2íkâ2÷[Þ�Û�Ü�Û
g ∈ G

á2Û�â2ñ�ì	Ö2ÔôÑ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×�Û

χi(g) = v−1
2∑

j=0

Qijαj(g),

Ü�ð7Ø
αj(g) é

ì	Ö2Ó�â7Û�Õ�Û�ì2Ø�å
x
Ö	à
X
Õ�Ò�å	Ö'æ è ì	Õ�Û d(x, xg) = j

ç



� � �@���	�	$���� 5 � 5 *��  @��$ - 
���� 5 ; 5 *�� ���'$@��
	� 5 � 5

�Ð�LP PMr =CB	,P 2�����
Γ D

���	����$ - "À���� �����"�$	/1� ��"���� �Ð0���"���������"����4�
(1197, 156, 15, 21)

*

G = Aut(Γ)
*
g D

E��@������$@�G0#" - ��� - � - 0 - "������	�
p
�2


G
�
χ1 D

�'��"����@���¯" * 0 - �� �����$	$	/1�ú0#"��
0#" - ���@���#" - 
���$	�	�

ψ(G)
$��!0 - ��0#" - ����"���$@����
 - "���
����¯"�$ - �����

741
5P+�- � ���

χ1(g) = (5α0(g) + α1(g)/3 − 57)/8, αi(g) = αi(g
l)

�����G��? ��- � -
l
* $@���#"�����$ - � -

p
* �

741 − χ1(g)
�À���	�@���/�u$��

p
5

C
R4Ò�Ó�Ó�Ô,Û�Õ�Ñ	Ö2ÔiÓ�Ö'â2ã�Ù2Û<Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1óuÜ�Ñ7Ò�Ý

Γ
Ó[á7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ7Ò�Ô4Ö

(1197, 156, 15, 21)
ç�NÀÛ�Ü�ð�Ò

Q =




1 1 1
741 171/4 −57/8
455 −175/4 49/8


 ,

Öwà�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö2Ønæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ7Ò è á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ù2Û�Ü�Ûäá	Ñ	Öwá	Ñ2Û�Ø�å	Õ�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ö	Ö¿Ù7Òõá2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�ÛuÑ7Ò�à�Ô,Ø�Ñ	Ù2Û��Ó�Õ�Ö
741

Ñ7Ò�×�Ù2Û
χ1(g) = (13α0(g) + 3α1(g)/4 − α2(g))/8)/21

çöhgÛ�ð7Ó�Õ�Ò�×�â2í'íú× ��Õ�ñ¿ÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2ñ
à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö2Ø

α2(g) = v − α0(g)− α1(g) è
á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô

χ1(g) = (5α0(g) + α1(g)/3 − 57)/8
ç

:^×#Òná2Û�Ó�â7Ø�ð2Ù	Ö'æuñ�Õ�×�Ø�Ñ#ïnð7Ø�Ù	Ö	íGâ7Ø�Ô,Ô4ÏüÓ�â7Ø�ð2ñ�÷MÕ<Ö	à#& � è â7Ø�Ô,ÔaÒGû * ç B
L â7Ø�Ô,ÔaÒ�æ "�� � á	Ñ2Ø�ð2á2Û�â�Ò�Ü�Ò�Ø�Õ�Ó�í è ì	Õ�Û Γ é Ó�Ö'â2ã�Ù2ÛÿÑ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1óßÜ�Ñ7Ò�Ý Ó á7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ7Ò�Ô4Ö

(1197, 156, 15, 21) è G = Aut(Γ) è g é ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	ÕÐá	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ü�Ûuá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò
p
Ö	à

G
Ö
χ1 é

æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ èá2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï1óÐá	Ñ	Öuá	Ñ2Û�Ø�å	Õ�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ö	Ö
ψ(G)

Ù7Ò!á2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�ÛkÑ7Ò�à�Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Ó�Õ�Ö
741

ç
�Ð�LP PMr¿H�B4��/10 - �	$��@?^���/�����@�¯�2 �?-A!�@�1 @��
'�¯"	�^�À��$	���41
(1)

�����	�
Ω D

0� 2��� - �>��"���� * � - �	� ��-

(i) p = 3
�
α1(g) = 72l

* �	� ��-

(ii) p = 7
�
α1(g) = 168l − 21

* �	� ��-

(iii) p = 19
�
α1(g) = 456l + 171;

(2)
�����	�

Ω
�'
����������/�

n .
�	�	�	� - � * � - �	� ��-

(i) p = 13
*
n = 1

�
α1(g) = 312l + 156

* �	� ��-

(ii) p = 2
*
n = 9

�
α1(g) = 48l + 12

�	�	�
n = 11

�
α1(g) = 32l − 12

* �	� ��-

(iii) p = 5
*
n = 2

�
α1(g) = 120l + 45

�	�	�
n = 7

�
α1(g) = 120l − 30;

(3)
�����	�

Ω
�'
����������/�

m .
� - �	�	�	� - � * � -

p = 3
*
m = 3t+ 1

�
α1(g) = 72l + 12 − 45t;

(4)
�����	�

Ω
�'
����������/� -���� �¯���	$@��$	�@���

m (m > 2)
�2
 - �	�#" - 
���$	$	/M���	�	�	� * � -

p = 3
�
Ω D� - �	�	�	�	� 5

C
h[ñ�Ó�Õ�ã

Ω é á	ñ�Ó�Õ�Û�óuÜ�Ñ7Ò�Ý è αi(g) = pwi
çaNeÒ�åuå'Ò�å

1197 = 9 · 7 · 19 è Õ�Û p ∈ {3, 7, 19} çh[ñ�Ó�Õ�ã
p = 3

çaNÀÛ�Ü�ð�Ò
χ1(g) = (w1 − 57)/8

Ö
α1(g) = 72l

ç
h[ñ�Ó�Õ�ã

p = 7
çaNÀÛ�Ü�ð�Ò

χ1(g) = (7w1/3− 57)/8
Ö
α1(g) = 168l − 21

ç
h[ñ�Ó�Õ�ã

p = 19
ç!NÀÛ�Ü�ð�Ò

χ1(g) = 19(w1/3 − 3)/8
Ö
α1(g) = 456l + 171

ç!cMÕ�×�Ø�Ñ#ïnð7Ø�Ù	Ö2Ø>5 û+8
ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù2Û	ç

h[ñ�Ó�Õ�ã
Ω
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

n
�¤å'â2Ö	å�Û�ó�ç!`aÓ�â2Ö

n = 1
Ö
Ω = {a} è Õ�Û p ð7Ø�â2Ö	Õ û�) � Öôû�� " � è á2Û���Õ�Û�Ô4ñ

p = 2, 13
çgLüÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

p = 2
ð	â2í

u ∈ Γ− Ω
á2Û�ð2Ü�Ñ7Ò�Ý

[u] ∩ [ug]
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ¿û�)<Ö'â2Ö �'û!×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù èá2Û���Õ�Û�Ô4ñ

[u]
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õk×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	ñkÖ	à

Ω è á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�çLÚÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø
p = 13

Ö2Ô,Ø�Ø�Ô
χ1(g) = (5 + 13w1/3− 57)/8

Ö
α1(g) = 312l + 156

ç
h[ñ�Ó�Õ�ã

n > 2
Ö
a, b ∈ Ω

ç�NeÒ�å å'Ò�å
g
ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕÐá2Û�â2ñ�Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù2ÛGÙ7Ò

[a] − b⊥ è Õ�Û p ð7Ø�â2Ö	Õû " � è�� � �VÖ 17−n Ö p = 2, 5
ç,LîÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

p = 2
å'Ò�ïnð�Ò�ík×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7ÒVÖ	à

Γ−Ω
Ó�Ô,Ø�ï�Ù7Ò^Ó�Ù2Ø�ì2Ø�Õ�Ù	Ï�Ô

ì	Ö2Ó�â7Û�Ôþ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù�Ö	à
Ω è Õ�Û n = 9, 11

L}Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø
n = 9

Ö2Ô,Ø�Ø�Ô
χ1(g) = (45 + 2w1/3 − 57)/8

Ö

α1(g) = 48l + 12
ç6LþÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

n = 11
Ö2Ô,Ø�Ø�Ô

χ1(g) = (55 + 2w1/3 − 57)/8
Ö
α1(g) = 32l − 12

ç
LÚÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

p = 5
á2Û�â2ñ�ì	Ö2Ô

n = 2
Ö
α1(g) = 120l + 45

Ö'â2Ö
n = 7

Ö
α1(g) = 120l − 30

ç
h[ñ�Ó�Õ�ã

Ω
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

m
�¤å�Û�å'â2Ö	å�Û�ó è 0 < t 6 34

ç¿`aÓ�â2Ö
a, b ∈ Ω è Õ�Û g ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ á2Û�â2ñ�Ñ2Ø��Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù2Û¿Ù7Ò

[a] ∩ [b] è [a] − [b] è á2Û���Õ�Û�Ô4ñ p ð7Ø�â2Ö	Õ �'ûuÖ}û�(�)'ç}OPÕ�Ó�÷6ð�Ò
p = 3 è m = 3t + 1 è

χ1(g) = (15t+ 5 + w1 − 57)/8
Ö
α1(g) = 72l + 12− 45t

ç



�P
'� - � - "2�P�2
��4/_���	����$ - "À���� �����"�$ - � - ��"����g�<�P0���"���������"����4�
(1197, 156, 15, 21) �

h[ñ�Ó�Õ�ã
Ω
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�ínÛ�Þ���Ø�ð2Ö	Ù2Ø�Ù	Ö2Ø�Ô

m (m > 2)
Ö	à�Û�â2Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æ!å'â2Ö	å�ç4`aÓ�â2Ö

a è c é Ù2Ø�Ó�Ô,Ø�ï(�Ù	Ï�Øg×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï Ö	à
Ω è Õ�Û g ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õõá2Û�â2ñ�Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù2Û�Ù7Ò [a] ∩ [c]

Ö
p
ð7Ø�â2Ö	Õ �'û�ç

h[ñ�Ó�Õ�ã
a è b é Ó�Ô,Ø�ï�Ù	Ï�Ø!×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	ÏßÖ	à^å'â2Ö	å	Ö è â7Ø�ïnÒ�ùnØ�ów× Ω

çPNeÒ�å�å'Ò�å
g
ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õäá2Û�â2ñ �

Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù2ÛnÙ7Ò
[a]− b⊥ è Õ�Û p ð7Ø�â2Ö	Õuû " �'ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò p = 7

Öäá2Û�Ñ#í�ð2å	ÖuÖ	à�Û�â2Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æGå'â2Ö	åG×
ΩÑ7Ò�×�Ù	Ï (!Ö'â2Ö¿û��'çah[Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø!Ó[Õ�Ø�Ô è ì	Õ�Û � Ù2ØMð7Ø�â2Ö	Õ 900− 3

ç
B�Ð�LP PMrú=@B � ���	�

Ω
� - �À�¯"	���@� ��� - �À��
����������	�	��0� @���

b
*
a
*
c
* � - 
�/10 - �	$��@?^���/� ���@�¯�2 �?-A!�@�

 @��
'�¯"	�^�À��$	���41

(1) Γ
$@�1� - �À�¯"	���@�^� -�� ����
'��$	$	/M�ä���	����$ - "À���� �����"�$	/M�n0 - �B��"���� - 


D
�
λD = 15

�
µD = 21;

(2)
�����	�

Ω
� - �À�¯"	���@�

[a]
�����!$@��� - � - " - �<
'�¯"B0!�	$	/

a ∈ Ω
* � -

p = 2, 5
*
Ω = a⊥

�
α1(g) = 0;

(3) p 6 13
5

C
h[ñ�Ó�Õ�ã

Γ
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	ÕVÓ�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï1ó�Ó�Ö'â2ã�Ù2ÛMÑ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1ó!á2Û�ð2Ü�Ñ7Ò�Ý

D
Ó
λD = 15

Ö
µD = 21

ç
NÀÛ�Ü�ð�Ò

36+4(kD−21) = 4s2 è kD = s2+12 è D Ö2Ô,Ø�Ø�ÕVÙ2Ø�Ü�â�Ò�×�Ù	Ï�ØMÓ�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�ØPà�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	í
s−3 è

−(s + 3)
Ö å	Ñ7Ò�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�ã

s − 3
Ñ7Ò�×�Ù7Ò

(s + 2)(s2 + 12)(s2 + s + 15)/42s
çÐOPÕ�Ó�÷6ð�Ò

s = 4, 10
Ö

Ù7Ò�Ñ	ñ�ê�Ò�Ø�Õ�Ó�íGá	Ñ#í	Ô,Û�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù2Û�Ø!Ó�Û�Û�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö2Ø�ç
`aÓ�â2Ö

Ω
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ

[a]
ð	â2í^Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó�×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï

a ∈ Ω è Õ�Û p = 2, 5, 13 è Ω = a⊥
Ö
α1(g) = 0

ç
NeÒ�åwå'Ò�å�×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7ÒõÖ	à

Γ − Ω
Ó�Ô,Ø�ï�Ù7ÒkÙ2Ø!Þ�Û�â7Ø�Ønì2Ø�ÔiÓnÛ�ð2Ù2Û�ó�×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù2Û�ów×kâ2÷[Þ�Û�ó�Û�Ñ2Þ�Ö	Õ�Ø

u〈g〉ð	â2Ö	Ù	Ï
p è Õ�Û p 6= 13

ç
`aÓ�â2Ö

p > 23 è Õ�Û Ω é Ó�Ö'â2ã�Ù2Û!Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1óGá2Û�ð2Ü�Ñ7Ò�ÝfÓ
λΩ = 15

Ö
µΩ = 21 è á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�ç`aÓ�â2Ö

p = 19 è Õ�Û λΩ = 15
Ö
µΩ = 2, 21

ç :nÒ�â7Ø�Ø è |Ω| = 19, 38, . . . , 171
Ö�Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	ãõ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï

×
Ω
Ñ7Ò�×�Ù7Ò

42, 80, . . .
h[ñ�Ó�Õ�ã

Ω2(a)
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ

y
×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù è Ó�Ô,Ø�ï�Ù	Ï6æÐÓ 21 ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7Ò�Ô4ÖÐÖ	à Ω(a) ç`aÓ�â2Ö¿Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	ãÐ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï

a
×GÜ�Ñ7Ò�ÝVØ

Ω
Ù2Ø<Ô,Ø�Ù	ã�ênØ � � è Õ�ÛGì	Ö2Ó�â7ÛGÑ2Ø�Þ�Ø�ÑöÔ,Ø�ïnð2ñ Ω(a)

Ö
Ω2(a)Ù2ØÐÔ,Ø�Ù	ã�ênØ

80 · 26 è Ù2Û Ù2ØÐÞ�Û�â2ã�ênØ 90 · 21 è á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�ç}T[Õ�Ò�å è Ω é Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1óiÜ�Ñ7Ò�Ý
Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö " �'ç4hgÛgâ7Ø�Ô,Ô,Ø!û1Ö2Ô,Ø�Ø�Ô

33 6 114|Ω|/(1197−|Ω|) 6 57
Ö
1881 6 7|Ω| è á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�ç`aÓ�â2Ö

p = 17 è Õ�Û λΩ = 15
Ö
µΩ = 4, 21 è |Ω| = 24, 41, . . . , 160 è Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Öi×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ùi× ΩÑ7Ò�×�Ù	Ï

20 è 54 è 88 çwh[ñ�Ó�Õ�ã y é ì	Ö2Ó�â7Û�×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ùú×
Ω2(a) è

Ó�Ô,Ø�ï�Ù	Ï6æúÓ �'ûõ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù2Û�óúÖ	à
Ω(a) è

k2 = |Ω2(a)|
ç}h[ñ�Ó�Õ�ã

D é Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1óÚá2Û�ð2Ü�Ñ7Ò�Ý Ö	à
Γ
Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö_û�)�Ù7Ò

w
×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7Ò�æCç}hgÛ

â7Ø�Ô,Ô,Ø<û[Ö2Ô,Ø�Ø�Ô
43 6 w 6 210

ç�hgÛ���Õ�Û�Ô4ñä×
Ω
Ù2Ø�Õ<×�Ø�Ñ	ê!Ö	ÙÐÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö � �'ç

`aÓ�â2Ö
a é ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù7ÒwÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö ��� ×

Ω è Õ�Û�ì	Ö2Ó�â7Û�Ñ2Ø�Þ�Ø�ÑîÔ,Ø�ïnð2ñ Ω(a)
Ö
Ω2(a)

Ù2ØkÔ,Ø�Ù	ã�ênØ

38 · 88 è Ù2ÛnÙ2ØVÞ�Û�â2ã�ênØ 21k2 è
á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø^Ó[Õ�Ø�Ô è ì	Õ�Û k2 6 71

ç
U�Ù7Ò�ì	Ö	Õ è Ω é Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1ó Ü�Ñ7Ò�Ý Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö

54
ç hgÛöâ7Ø�Ô,Ô,ØôûwÖ2Ô,Ø�Ø�ÔýÙ2Ø�Ñ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×#Ò

45 6

102|Ω|/(1197 − |Ω|) 6 69
Ö
2565 6 7|Ω| è á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�ç B

=CB��wz7pCr �#r	o'����� ��o'{7z � �,��Î���o'{7m��

h[ñ�Ó�Õ�ã
Γ é Ó�Ö'â2ã�Ù2ÛGÑ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï1ó¿Ü�Ñ7Ò�Ý�Óná7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ7Ò�Ô4Ö

(1197, 156, 15, 21)
Ö
G = Aut(Γ)ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕuÕ�Ñ7Ò�Ù	à�Ö	Õ�Ö	×�Ù2ÛuÙ7ÒGÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Ø�ð2ñ�Ü>5 ñ�á2Û�Ñ#í�ð7Û�ì2Ø�Ù	Ù	Ï6æ Ñ2Ø�Þ�Ø�ÑB8MÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò

Γ
çnhgÛäÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô,Ø

π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 19} çC:nÒ�â7Ø�Ø è ð	â2í�Ó�Ô,Ø�ï�Ù	Ï6æÐ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù a è b Ö2Ô,Ø�Ø�Ô |G : Ga| = 63 · 19 Ö

|Ga : Ga,b| = 156
ç

�Ð�LP PMr	�CB4,P 2�����
f D

E��@������$@�[0 - "������	�
19
�2

G
*
g D

E��@������$@�[0#" - ��� - � - 0 - "������	�
p < 19�2


CG(f)
5�+�- � ���n
�/10 - �	$��������/� - ��$ - �2
!���@�¯�2 �?-A!�@�k @��
'�¯"	�^�À��$	�	�21

(1) p = 3
*
Ω D

0� 2��� - �6��"����ü�
α1(g) = 627;

(2) p = 7
* |Ω| = 133

�
α1(g) = 0;

(3) p = 5
* |Ω| = 57

�
α1(g) = 1140

�	�	� |Ω| = 152
�
α1(g) = 120l + 75;

(3) p = 3
* |Ω| = 57

�
α1(g) = 456s+228

�	�	� |Ω| = 114
�
α1(g) = 456s+57

�	�	� |Ω| = 171�
α1(g) = 456s + 342;

(4) p = 2
* |Ω| = 38

�
α1(g) = 912s + 57

�	�	� |Ω| = 57
�
α1(g) = 798

* �	�	� |Ω| = 95
�

α1(g) = 684
* �	�	� |Ω| = 133

�
α1(g) = 114

* �	�	� |Ω| = 171
�
α1(g) = 228

5
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C
h[ñ�Ó�Õ�ã

g é ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ü�Û�á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò
p < 19

Ö	à
CG(f)

ç¿NÀÛ�Ü�ð�Ò�â2Ö2Þ�Û
p = 3 è Ω éá	ñ�Ó�Õ�Û�ó Ü�Ñ7Ò�Ý Ö

α1(g) = 0 è â2Ö2Þ�Û |Ω| = 19t è t 6 9
Ö
p
ð7Ø�â2Ö	Õ

63 − t
ç :nÒ�â7Ø�Ø è χ1(g) =

(95t + α1(g)/3 − 57)/8
ç�NÀÛ�Ü�ð�Ò

p 6= 13 è ÖöØ�Ó�â2Ö p = 11 è Õ�Û |Ω| = 152
Ö
α1(g) = 264l + 99ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íuÙ7ÒGû � ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò l = 2

Ö
α1(g) = 627

ç
`aÓ�â2Ö

p = 7 è Õ�Û |Ω| = 133
Ö
α1(g) = 168l

ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íGÙ7ÒGû � ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò α1(g) = 0
ç

`aÓ�â2Ö
p = 5 è Õ�Û t = 3, 8

çÿL á2Ø�Ñ	×�Û�Ô>Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø |Ω| = 57
Ö
228 + α1(g)/3

ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íîÙ7Ò � ç
OPÕ�Ó�÷6ð�Ò

α1(g) = 120l + 60
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�í�Ù7Ò�û � Ö α1(g) = 1140

ç�L6Ûk×�Õ�Û�Ñ2Û�Ô Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø |Ω| = 152
Ö

703 + α1(g)/3
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íGÙ7Ò � ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò

α1(g) = 120l + 75
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íGÙ7ÒGû �'è á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�ç`aÓ�â2Ö

p = 3 è Õ�Û t = 3, 6, 9
ç�L_á2Ø�Ñ	×�Û�Ô}Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø |Ω| = 57

Ö
228 + α1(g)/3

ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íöÙ7Ò � ç
OPÕ�Ó�÷6ð�Ò

α1(g) = 24l+12
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íGÙ7Òäû � Ö α1(g) = 456s+ 228

ç�L6Û!×�Õ�Û�Ñ2Û�ÔôÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø |Ω| = 114Ö
α1(g)/3 − 3

ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íwÙ7Ò � çnOPÕ�Ó�÷6ð�Ò
α1(g) = 24l + 9

ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íwÙ7Ò�û � Ö α1(g) = 456s + 57
ç

LþÕ�Ñ2Ø�Õ�ã�Ø�ÔiÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø |Ω| = 171
Ö
α1(g)/3 − 2

ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íÐÙ7Ò � ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò
α1(g) = 24l + 6

ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�í
Ù7ÒGû � Ö α1(g) = 456s+ 342

ç
`aÓ�â2Ö

p = 2 è Õ�Û t = 1, 3, 5, 7, 9
çkLüá2Ø�Ñ	×�Û�Ô Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø |Ω| = 38

Ö�ì	Ö2Ó�â7Û
(3013 + α1(g)/3)/8Ù2Ø�ì2Ø�Õ�Ù2Û	ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò

α1(g) = 48l − 3
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�í�Ù7Ò�û � Ö α1(g) = 912s + 57

ç!L6Ûk×�Õ�Û�Ñ2Û�ÔþÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

|Ω| = 57
Ö�ì	Ö2Ó�â7Û

(5358 + α1(g)/3)/8
Ù2Ø�ì2Ø�Õ�Ù2Û	çõOPÕ�Ó�÷6ð�Ò

α1(g) = 48l − 18
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�í�Ù7Òwû � Ö

α1(g) = 798
ç LfÕ�Ñ2Ø�Õ�ã�Ø�ÔßÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø |Ω| = 95

Öúì	Ö2Ó�â7Û
(8968 + α1(g)/3)/8

Ù2Ø�ì2Ø�Õ�Ù2Û	çöOPÕ�Ó�÷6ð�Ò

α1(g) = 48l
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íuÙ7ÒGû � Ö α1(g) = 912

ç�Liì2Ø�Õ�×�Ø�Ñ	Õ�Û�ÔÿÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø |Ω| = 133
Öuì	Ö2Ó�â7Û

(12578 +
α1(g)/3)/8

Ù2Ø�ì2Ø�Õ�Ù2Û	ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò
α1(g) = 48l+18

ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�ínÙ7Ònû � Ö α1(g) = 114
ç,L á	í'Õ�Û�Ô�Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø

|Ω| = 171
Öuì	Ö2Ó�â7Û

(16188 + α1(g)/3)/8
Ù2Ø�ì2Ø�Õ�Ù2Û	ç1OPÕ�Ó�÷6ð�Ò

α1(g) = 48l − 12
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íuÙ7ÒGû � Ö

α1(g) = 228
ç
B�Ð�LP PMrôE�B4��/10 - �	$��@?^���/�����@�¯�2 �?-A!�@�1 @��
'�¯"	�^�À��$	���41

(1) S(G) = O3,7(G) G
(2)

I - � - ���
T̄
��"2 	0	0	/

Ḡ = G/S(G)
�2
 - � - "2�V��$

L3(7)
*
U3(8)

*
L4(7)

*
U4(8)

*
HN

5

C
h[ñ�Ó�Õ�ã |S(G)| ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íäÙ7Òkû � Ö R é Ó�Ö'â7Û�×�Ó�å'Ò�í�û � �¤á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒnÖ	à S(G) çaNÀÛ�Ü�ð�Ò |NG(R)|ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íuÙ7ÒGû�( è á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø!ÓMâ7Ø�Ô,Ô,Û�ó � çh[ñ�Ó�Õ�ã

T̄ é ò2Û�å�Û�â2ãkÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
Ḡ = G/S(G)

çPT[àVð7Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö	í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Òõá2Û�Ñ#í�ð2å'ÒÐû � Ù7Ò<Ô4Ö	Ù	Ö �ÔaÒ�â2ã�Ù2Û�ó!Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù2Û�ó!á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á2Ø
N̄
Ö	à
T̄
Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ è ì	Õ�ÛVû � ð7Ø�â2Ö	Õ |N̄ | Ö T̄ é á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ò�í^Ù2Ø�Ò�Þ�Ø�â7Ø�×#ÒÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò'ç

T[à#& ��è Õ�Ò�Þ�â2Ö	ò7ÒGû *�Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ è ì	Õ�Û!Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò T̄ Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò L3(7) è U3(8) è L4(7) è U4(8) è HN
ç
B

UCÒ�×�Ø�Ñ	ê!Ö2Ôþð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ÛwÓ�â7Ø�ð7Ó�Õ�×�Ö	íCçäbCÑ	ñ�á	á	Ï
U3(8) è L4(7) è U4(8) è HN

Ù2Ø<Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�Õ
ÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï6æÐá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	áÐÖ	Ù'ð7Ø�å�Ó�Ò è ð7Ø�â2í'ùnØ�Ü�Û 19 · 63 ç`aÓ�â2ÖÐÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

T̄
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò

L3(7) è
Õ�Û

|T̄ : T̄a| = 57, T̄a = 72 : SL2(7) : 2,

â2Ö2Þ�Û

|S(G) : S(G)a| = 7, |Ḡ : T̄ | = 3, Ḡa = 72 : SL2(7) : 2,
â2Ö2Þ�Û

|S(G) : S(G)a| = 21.
Lÿâ2÷[Þ�Û�ÔîÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø |G| Ù2Ø[ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íGÙ7ÒGû�( è á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�ç B

�Ðmeo'���er	o�y4�er

� ´��������	��
���
�� ����������� �����������! #" $&%'  º)(+*�,.-'/'  º)021)3��! 4,.%5376	/'�!" *48�" %'9)  ´ :;0<,.=�>�*	" 3�$&�&?�0<,.=�>�*	" 3�$&�<@A%'" B�´DC�*	�! #  º
�FE�3�� ´ : �� '� -#´ : % 8�1&%53�1&%HG�,�6	/#´<I)1 
 ´2IJ6	K53��!%J6ML��ON)6	  º�- ��� & ´

� ´;PHQFR)S�T	U�VW��VW� � §�� ¬,­ « ¥¯®�­ ¨ �¯­�¦2¦2¥ � « ­�°�®�³C£ �¹¢ �¤£�¥ ¦YXZXPµ'¥ Â�´À·�±�¾ ª ´4¦2¥ � ·���®�§ « ´,¾�±�®�½�´\['�[§ ª ¡�*�¥ © � ¾�­�¥°���¥¯®�­ ¨�] ´ :�^,± © ±��¯­�¸�­ « � ¾#º ������� ´ :;_À´ ����� ´



�P
'� - � - "2�P�2
��4/_���	����$ - "À���� �����"�$ - � - ��"����g�<�P0���"���������"����4�
(1197, 156, 15, 21)

û�û

0 ´��2��
����4�	���W�	�M� ��
�� �	���	�
��� ��
W�&L</'�M(A���M" *#6��M$.*�,.-'/�?�,.%��ON��O* 
 " �!� " %�6	/'�26	/'�!1.*
��1	��$.*�,.-'/� #-�� 
 6#*�,7XZX���K�*	1&-#´
��´�021&=�>#´ : �FE&E�0 ´ :��41�� ´ �! ´ :�C'´ 0&E'2��1 '�'2 ´

 ´��M���! �"�����'�$# � �2�D��� �<��IJ6#*	1&%'$�� � *	�!$&K%� ,�*�$.*�,.-'/' &�M" 6	/ %'1&% ¢ 6#*	" B)" ,	�<,.K�6	1&=;1.*	-'/'"  #=; �XZX���"  
 *	�O6	��G�,�6	/#´ :
������� ´ :��41�� ´ 0���� º�- ����0 ´ :�C'´ �40'��� �! � ´

� ´��������	��
�� 
��)���)C��O*	=�K�6�,�6	" 1&%�(+*	1&K'-'  ´ :;0<,.=�>�*	" 3�$&�&?40<,.=�>�*	" 3�$&�+@A%'" B�´�C�*	�! #  º �FE&E&E ´ : % 8�1&%53�1&%HG�,�6	/#´2I)1 
 ´IJ6	K53��!%J6ML��ON)6	  º�-  1� & ´
$ ´�''Q�U"(*)*+%,�- VW�/.�� ��PHQFR)S�T	U�VW��VW�!0e¸P§ © ��±�¦2± « ½À­�Â ¦7§�£V·�­�� ��§�®�*�­�±�®�®�± « ¥¯¶ � ª�¨�« ®�±�¶¹±6¶ « §�½4§P��¦7§�� �¯­ © ±�¦¼�¥ « ¥ � ¥¯°�¥¯®�­�² {56, 45, 1; 1, 9, 56} XZXa»�±�¾ ª ´ �+^6´ : �����4� ´ :6µ�´  '0'� º�- � ´ :;_À´ �1�������1��� ´
2 ´21���3F���#�'�Z�4�#� �����W��� �%5D" %'" 6	�  #" =;-%� �7$.*	1&K'-' 6�M" 6	/H%5,�*#*	17� -�*	" =;�� #-�� 
 6#*	K'= XZX;I)" >#´2��� � 
 6#*¹´+G�,�6	/#´98+�!-�1.*#6	  ´ :

�����&E ´ :��41�� ´ $ ´ :�C'´ �:� ��� ´

;=<�>	<�?	@BA*C"D�<�EFA%G�H*>2I�JK>	A�L/MNH�@BI�OFP�QKR�S

TVU!WYXZUZ[!\^]VUZX!WY_Z`�U!ab]�\YcYU/d=e*f�g*[!\
_�¥ © ¥ « ± ¢ 0e� ¥ ��­�®�� ¾�­�²P¶¹±��¯��·�§ « � � © ¥¯®�®�³C²M��®�­ © ¥ « �¯­���¥ �a­�¦C´ �6´�h6´%ie¥ ��§�¶ � « ± © §�ºQ�j�j�)/j7k T#S!k&-'QFl�TnmY(Yoqp�(*)*-%+�Q:m�S/r7sKt2QFk T�t2QFk7)*-�)
� 07_ _�u&v�º 0�$'���'��� º#Á ª §¹·�­�¾�§ © ¾�§�Â�º�� ª ´�Á@§�������­�®�§�º  '$� ¢ =\,." �Z?xw�y�z�{�|�}	~�z"����y��7�%��z��x�n~	�
�Y�/WY[Z_Zg%\��&d=UZ[!\^��\!���*f�X/_Zg*[!\
_�¥ © ¥ « ± ¢ 0e� ¥ ��­�®�� ¾�­�²P¶¹±��¯��·�§ « � � © ¥¯®�®�³C²M��®�­ © ¥ « �¯­���¥ �a­�¦C´ �6´�h6´%ie¥ ��§�¶ � « ± © §�ºmxr7��T#S!k&-'QFl�TnmY(Yo Q"+%�.T���(Yoq)��.T�r"t<T�k�(*)%)
� 07_ _�u&v�º 0�$'���'��� º#Á ª §¹·�­�¾�§ © ¾�§�Â�º�� ª ´�Á@§�������­�®�§�º  '$� ¢ =\,." �Z?��	��|	�%}	y��F����z����F���"�%��z��x�
��}��
��\/�![Zf�g��&d=f�X/c*\![!�x`��&d=f�X/cYf�f�g*UZ�
u4®�� ��­�������¦7§���¥ ¦7§���­�¾�­P­[¦2¥¯£�§�®�­�¾�­ + « 0 � �+^6º
� Q�U'��rFk
m�T�+Yr"t Q"+%�.T���(Yoq)�k�r7p/r"+Yr"��)%)
� 07_ _�u&v�º $'���&E&E�� º!�2¾�§���¥ « ­�®�¸�� « ¶¯º�� ª ´2_À´��,± © § ª ¥ © � ¾�±�²�º �4$� ¢ =\,." �Z?Z�%�"{F�F�� �y���z��F�9�¡��~��"���n~	�

¢2£¥¤K¦¥§¨¦¥©Kª&«¥¬7­Z§¨­q¦¥®¯¢°­Z¤2©±¦¥²B³�´/µ¶©K·�³�£¥´6¢¥©¸³�©K¢¥ª&«
¹ ¬�¤2«¸ª�¢¥©K¢¥§º·&¤2·&©�­

(1197, 156, 15, 21)

»�¼¡½7¾Z¼¡¿ÁÀ�Â ç Â ç è ³¥Ã ½7¿�Ä�ÅYÀ ¢!ç=Æ�ç è § À%¾ZÇ=¿�ÈFÅ ¢!ç=¢!ç

8��O64,
3 ¢ (V,K,Λ)

 
 /'�!=;�
E = (X,B)

"  4,.%��ON)6	�!%' #" 1&%�1	��,A É��=;=;�O6#*	" 
 2 ¢  
 /'�!=;��´�L</'�!%��!" 6	/'�O* E
"  �Ê�,&3',.=\,�*�3

3 ¢ (4Λ + 4, 2Λ + 2,Λ)
 
 /'�!=;��º�1.* V = (Λ + 1)(Λ2 + 5Λ + 5)

,.%53
K = (Λ + 1)(Λ + 2)

º'1.*
V = 496

º
K = 40,.%53

Λ = 3
´ L</'� 
 1&=;-%� �!=;�!%J6�,�*
� $.*�,.-'/Y1	��, >%� 1 
 9 $.*�,.-'/Y1	�

3 ¢ (496, 40, 3)  
 /'�!=;�H"  � 6#*	1&%'$�� � *	�!$&K%� ,�*
�M" 6	/ -5,�*�,.=;�O6	�O*	 

(6138, 1197, 156, 252)
,.%53 6	/'�H%'�!" $&/)>�1.*	/'1J1)3� \1	� " 6	 \B �O*#6	" 
 �! ,�*	�H 6#*	1&%'$�� � *	�!$&K%� ,�*K�M" 6	/

-5,�*�,.=;�O6	�O*	 
(1197, 156, 15, 21)

´�Ë % 6	/'"  -5,.-��O*�,.K�6	1&=;1.*	-'/'"  #=; 71	�+ 6#*	1&%'$�� � *	�!$&K%� ,�*�$.*�,.-'/��M" 6	/ -5,�*�,.=;�O6	�O*	 
(1197, 156, 15, 21)

,�*	�  6	K53�" �F3�´xÌ �9�J�O6�" %J6#*	1)3�K 
 �<6	/'�  6#*	K 
 6	K�*	� 1	��,.K�6	1&=;1.*	-'/'"  #= $.*	1&K'-' 41	��,.>�1�B �!=;�!%J6	" 1&%'�F3
$.*�,.-'/�" %�B �O6#*	�ON  É��=;=;�O6#*	" 
 
 ,. #��´

Í¥Î�Ï^ÐÒÑ*Ó	ÔxÕ�Í� 6#*	1&%'$�� � *	�!$&K%� ,�*A$.*�,.-'/#º'B �O*#6	�ON\ É��=;=;�O6#*	" 
 $.*�,.-'/#º5,.K�6	1&=;1.*	-'/'"  #= $.*	1&K'-' M1	��$.*�,.-'/#´
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X�`aN1\þT � ZV`aQ�`a]gNÀKMRa]gK[dýX�`aN1`aL6K[dfb�R,c[hghgK è KPX1X1O 9 TgTgR�OML6KM]g]gWö`Xi]g`aR�KPX��f`ahgTgQ�WöQ Q�K-$[X�TgQ�KPZV\6]gWöQ NPOMR�OMQ 1

�wB,tuB �>�öy���z7�#{7r

���2�������g�����õ���g���2�	���2�����2���õ�V���2���������
� ����� � � � �n�2��� ��� �n���7���n�2�

� ª ¥ ¦2¥¯®���³ä¦7§�� « ­�*6®�¥ « §��	�a¥¯¼�­�¦2±�¶¹±�¦7§�¾��¯­�¦7§ ª ¡�®�±�¶¹±a��± « § T = T (d)
% � ©�¨ Â¹§�®�®�±�¶¹±a� « §¹·�­�¾�§ ª ¡�®�³�¦ « §�� ¬,­ ¢

« ¥¯®�­�¥ ¦ k( n

√
d)
� ��¥¯¼�¥¯®�­

n
±��¯®�± © ®�±�¶¹±4¼�± ª�¨ k &�¼�± « ± � ·�§�
e�e®�¥ ¾�±���± « ±�¥@¼�± ·�¾�± ª ¡�*�± R(d)

¼�± ª�¨ k ´	�4��� ��¡ R :
¼ « ±�¦2¥ � ����±�°�®�±�¥@¼�± ·�¾�± ª ¡�*�±�º R(d) ⊆ R ⊆ k

º
d ∈ R

º
A1 ⊆ · · · ⊆ An

: *�¥¯¼�±�°�¾�§C­�·�¥¹§ ª ± © ¾�± ª ¡�*�§ R º�¼ « ­�°�¥ ¦
dAn ⊆ A1. � ¥ « ¥ Â σ = (σij)

¦	³�±�¸�±�Â¯®�§ °�§�¥ ¦G� ¥ ��¡1­�·�¥¹§ ª ± © º�±�¼ « ¥ ·�¥ ª ¥¯®�®���
w½e± « ¦	� ª ±�² σij = Ai+1−j
¼ « ­

j 6 i
­
σij = dAn+i+1−j

¼ « ­ j > i + 1
´ � ¥ « ¥ Â G(σ)

­
E(σ)

±�¸�±�Â¯®�§ °�§�
e��� ¨ � ±�±�� © ¥ ��� � © ¥¯®�®�±g� ¥ ��¥ © § ¨­�
 ª ¥ ¦2¥¯®���§ « ®�§ ¨ � ¥ ��¥ © § ¨ ¶ « ��¼�¼�³,´4»�±�¾�§�Â¯³ © §�¥ ��� ¨ º#°���± TG(σ)
­
TE(σ)

:î¼ « ±�¦2¥ � ����±�°�®�³�¥�¼�± ·�¶ « ��¼�¼�³¶ « ��¼�¼�³ GL(n, k)
º�� ± ·�¥ «�� §��,­�¥a��± « T

´

ÃPÄ	Å�Æ'Ç�È�É6ÇuÊ�Ä	Ë�È�Ì#ÍV®�§¹·�¶ « ��¼�¼�§�º	¼ « ±�¦2¥ � ����±�°�®�§ ¨ ¼�± ·�¶ « ��¼�¼�§�º�
 ª ¥ ¦2¥¯®���§ « ®�§ ¨ ¶ « ��¼�¼�§�º2®�¥ « §��	�a¥¯¼�­�¦	³C²¦7§�¾��¯­�¦7§ ª ¡�®�³C²g��± « º�� « §�®�� © ¥ ¾�*�­ ¨ ´

X�Ø�Õ�ã Ö ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ñ	Ù7Ò�íiÓ�Ø�Õ�Ø�×#Ò�íúÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò è å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï�ØuÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í'÷MÕ�Ó�íî×wÙ7Ò�Ó�Õ�Û�í'ùnØ�óÿà�Ò�Ô,Ø�Õ�å�Ø èÓ�×�í'à�Ò�Ù	ÏiÓ�Ö	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ö2Ø�Ô á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á è Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�ù!Ö'ækÙ2Ø�Ñ7Ò�Ó�ùnØ�á	Ö2Ô4Ï1óäÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï1óäÕ�Û�Ñ T è ×Vá2Û�â �Ù2Û�óGâ2Ö	Ù2Ø�ó	Ù2Û�óÐÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø
G = GL(n, k)

Ù7Ò�ðuá2Û�â7Ø�Ô
k
5DÓ�Ô1ç4& ( è " * 8�çh[ñ�Ó�Õ�ã

xn − d é Ù2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï1óôÔ4Ù2Û�Ü�Û�ì'â7Ø�ÙöÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö
n
Ù7Ò�ð á2Û�â7Ø�Ô

k, d ∈ k.
NÀÛ�Ü�ð�Ò

ei =
θi−1 è θ = n

√
d è 1 6 i 6 n,

Û�Þ�Ñ7Ò�à�ñ�÷MÕúÞ�Ò�à�Ö2ÓÐÑ7Ò�ð2Ö	å'Ò�â2ã�Ù2Û�Ü�ÛôÑ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö	íiÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö
n
á2Û�â2í

K = k( n
√
d)
Ù7Ò�ð

k
çüQÐÏ Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Ø�Ô Ù2Ø�Ñ7Ò�Ó�ùnØ�á	Ö2Ô4Ï1ó ÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï1óþÕ�Û�Ñ

T = T (d) èå�Û�Õ�Û�Ñ	Ï1ókí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íõÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô¿Ô4ñ�â2ã�Õ�Ö	á'â2Ö	å'Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�óGÜ�Ñ	ñ�á	á	Ïîá2Û�â2í
K = k( n

√
d)
á	Ñ	Ö<Ñ2Ø�Ü�ñ�â2í'Ñ	Ù2Û�Ô

×�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	Ö�×
G
çaLi×�Ï�Þ�Ñ7Ò�Ù	Ù2Û�ÔÿÞ�Ò�à�Ö2Ó�ØVÕ�Û�Ñ

T = T (d)
Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í	Ø�Õ�Ó�íÐå'Ò�åÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù7Ò�íuÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

T = T (d) =
{
c(x) : x = (x1, . . . , xn) ∈ kn \ 0̄

}
,

á	Ñ	Ö	ì2Ø�Ô ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�ÏfÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
c(x) = (cij)

Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í'÷MÕ�Ó�íwÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2ÔÚÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô��
cij = xi+1−já	Ñ	Ö

j 6 i
Ö
cij = dxn+i+1−j

á	Ñ	Ö
j > i + 1

ç!X å'Ò�ïnð7Û�ó¿ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò2Ø�ó
c = c(x) = (cij)

Ó�×�í'à�Ò�Ù7Ò
Û�Þ�Ñ7Ò�Õ�Ù7Ò�íwÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò

c−1 = c(y) = (c′ij) è y = (y1, . . . , yn) ∈ kn,
Ü�ð7Ø

yi =
C1i

|C (x)| è
á	Ñ	Ö	ì2Ø�Ô

C1i éÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ7Ò�Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�Ø<ð7Û�á2Û�â2Ù2Ø�Ù	Ö2Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
c1i

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
c = c(x)

ç�R4Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Ø�Ô}ñ�Ù	Ö	Õ�Ò�â2ã�Ù2Û�Ø
á2Û�ð2å�Û�â2ã�ò2Û

R0 = R(d)
á2Û�â2í

k è á2Û�Ñ2Û�ïnð7Ø�Ù	Ù2Û�Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ô4Ö xiyj è dxrys �

R0 = R(d) = ring
〈
xiyj, dxrys : i+ j 6 n+ 1, r + s > n+ 1, x ∈ kn \ 0̄

〉
.
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��+�
��"2 	0	0�� û�(

h[ñ�Ó�Õ�ã
R é á	Ñ2Û�Ô,Ø�ï�ñ�Õ�Û�ì	Ù2Û�ØGá2Û�ð2å�Û�â2ã�ò2Û è R0 ⊆ R ⊆ k

çöh[ñ�Ó�Õ�ã è ð�Ò�â7Ø�Ø è A1 ⊆ · · · ⊆ An éò2Ø�á2Û�ì	å'ÒúÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×ÿå�Û�â2ã�ò7Ò
R è á	Ñ	Ö	ì2Ø�Ô dAn ⊆ A1.

øgØ�Ñ2Ø�à
σ = (σij)

Ô4Ï Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Ô Ó�Ø�Õ�ã
Ö'ð7Ø�Ò�â7Û�× è Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ù	ñ�÷_ÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â7Û�ó

σij =

{
Ai+1−j , j 6 i;

dAn+i+1−j , j > i+ 1.

øgØ�Ñ2Ø�à
G(σ)

Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Õ�Ó�í�Ó�Ø�Õ�Ø�×#Ò�íGÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò
& û * ç
X�Ø�Õ�ã

σ
Ô4ÏßÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô � ������� � � �1� ���2�2�����������2�2��� � �n������� T

çVhgÛ�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ
E(σ) è á2Û�Ñ2Û�ï(�ð7Ø�Ù	Ù	ñ�÷�×�Ó�Ø�Ô4Ö 5DÛ�Þ�ù!Ö2Ô4ÖB8VÕ�Ñ7Ò�Ù2Ó�×�Ø�å	ò	Ö	í	Ô4ÖîÖ	à

G(σ) è Ô4ÏýÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô�� �7� �V���2�n�����2��� � �����������
� ��� 	 	2���

�
� �1� ���2�2�����������2�2��� � �n������� T

ç
]VÒ�á2Û�Ô4Ù	Ö2Ô è ì	Õ�Û>5DÛ�Þ�ù�Ò�í�8�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�×�Ø�å	ò	Ö	í é ��Õ�Û�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò

(δij + αiβj) è
ñkå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó

α1β1 + . . .+ αnβn = 0, αi, βj ∈ k,

δij é
Ó�Ö2Ô4×�Û�âQ$[Ñ2Û�Ù2Ø�å�Ø�Ñ7Ò'ç�øVÒ�Ó�Õ�Ù	Ï�ÔöÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô 5DÛ�Þ�ùnØ�óB84Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�×�Ø�å	ò	Ö	Öäí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í���â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ñ	Ù7Ò�í

Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�×�Ø�å	ò	Ö	í è ÒnÖ2Ô,Ø�Ù	Ù2Û é ��Õ�Û<ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò
trs(α) = e+ αers è

Ü�ð7Ø
r 6= s è α ∈ k è e é Ø�ð2Ö	Ù	Ö	ì	Ù7Ò�í

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò è ers é
ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò è ñ^å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óõÙ7ÒPá2Û�à�Ö	ò	Ö	Ö (r, s)

Ó�Õ�Û�Ö	Õ
1 è ÒPÙ7Ò[Û�Ó�Õ�Ò�â2ã�Ù	Ï6æ<Ô,Ø�Ó�Õ�Ò�æ�Ù	ñ�â2Ö�ç:!Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ÛkÓ�â7Ø�ð2ñ�÷MùnØ�óuÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï}Û�Ó�Ù2Û�×#Ò�Ù2Û�Ù7ÒnÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Ò�æÐÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ï & �+* ç

O��#z��e�LPMr@B
1)

+�- "
T
$ - "@�����	�2
� 2��� ��"2 	0	0	/

G(σ)
�
E(σ)

5 3 �@�¯� - 
�����������$ -�*
TG(σ)

�

TE(σ) D
0#" - �����! @� - ��$	/[�M0 - �B��"2 	0	0	/ ��"2 	0	0	/

GL(n, k)
* � - �À�¯"	���+A!�@�!� - "

T
5

2)
� ���	�

b = (δij + αiβj) D
��"���$@��
'����I	���u�2


TG(σ)
* � -

αiβj ∈ σij
5

3)
� "2 	0	0��

TE(σ)
0 - " - �^���������/� � - " - �

T
�G� - "�$@��
�/��4�Ð0 - �B��"2 	0	0����4�21

TE(σ) =
〈
T, ti1(Ai) : 2 6 i 6 n

〉
.

�P- �@���V� - ��$ -�* 
'�/�'�	�+����"���$@��
'����I	���u�2

E(σ)

�2�������^
��#�

c(x)t21(α2)t31(α3) . . . tn1(αn)c
−1(x)

�����ä$@��� - � - "�/M�
c(x) ∈ T

*
αi ∈ Ai

5
h[Ñ2Ø�ïnð7ØVì2Ø�Ôöð7Û�å'Ò�à�Ï1×#Ò�Õ�ãkÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ñGÓ�ÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2Ö	Ñ	ñ�Ø�ÔôÖGð7Û�å'Ò�ï!Ø�ÔîÙ2Ø�Ó�å�Û�â2ã�å�Ûõñ�Õ�×�Ø�Ñ#ïnð7Ø�Ù	Ö	ó�ç
�Ð�LP PMrü? & � è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ �+* B +�- "

T
$ - "@�����	�2
� 2���Q��"2 	0	0	/

G(σ)
�
E(σ)

5�3 �@�¯� - 
�����������$ -�*

TG(σ)
�
TE(σ) D

0#" - �����! @� - ��$	/[�M0 - �B��"2 	0	0	/ * � - �À�¯"	���+A!�@�n� - "
T
5

�Ð�LP PMröJ@B ,P 2�����
b = (δij + αiβj) D

��"���$@��
'����I	���u�2

TG(σ)

5P+�- � ���
αiβj ∈ σij

5

C
:!Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�Û���Õ�Û�Ü�Û�ñ�Õ�×�Ø�Ñ#ïnð7Ø�Ù	Ö	íÐÑ7Ò�à�Û�Þ�ã�Ø�ÔôÙ7Ò!ð2×�Øgì7Ò�Ó�Õ�Ö �

À 86QwÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò
b
Ö2Ô,Ø�Ø�Õ<×�Ö'ð�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï

b =




1 0 0 . . . 0
λ2 1 0 . . . 0
λ3 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
λn 0 0 . . . 1



. (1)

hgÛnñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷
b ∈ TG(σ)

çahgÛ�å'Ò�ï!Ø�Ô è Ù7Ò�á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ è ì	Õ�Û λ2 ∈ σ21 = A2
ç,hgÛ�ñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷

b = C(x̄) · a ∈ T ·G(σ),



û " :��! 2� - ��
���� 5 � 5

Ü�ð7Ø
a = (aij) ∈ G(σ) è

C(x̄) =




x1 dxn . . . dx2
x2 x1 . . . dx3ççç ççç ççç

xn xn−1 . . . x1


 ,

a =




1 + a1 da
(1)
n . . . da

(n−1)
2

a2 1 + a
(1)
1 . . . da

(n−1)
3ççç ççç ççç

an a
(1)
n−1 . . . 1 + a

(n−1)
1



,

Ü�ð7Ø
a
(k)
i ∈Ai è i = 1, . . . , n è k = 0, . . . , n − 1 è a(0)i = ai è x1, . . . , xn ∈ k

çVh[Ñ	Ö	Ñ7Ò�×�Ù	Ö	×#Ò�íwá2Ø�Ñ	×�ñ�÷
Ó�Õ�Ñ2Û�å	ñuÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï

b
åÐá2Ø�Ñ	×�Û�ówÓ�Õ�Ñ2Û�å�Ø!ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï

c(x̄) a è Ô4Ïüá2Û�â2ñ�ì	Ö2ÔiÓ�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4ñGÖ	à n â2Ö	Ù2Ø�ó	Ù	Ï6æñ�Ñ7Ò�×�Ù2Ø�Ù	Ö	ó�Û�Õ�Ù2Û�Ó�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û
x1, dxn, . . . , dx2

ç,T[à ��Õ�Û�óÐÓ�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ï Ù7Ò�æ#Û�ð2Ö2Ô

x1 =
A11

∆
, dxn =

A21

∆
, dxn−1 =

A31

∆
, . . . , dx2 =

An1

∆
,

Ü�ð7Ø
∆ = det a ∈ R∗ è Ai1 é

Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ7Ò�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö2Ø!ð7Û�á2Û�â2Ù2Ø�Ù	Ö	í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×
ai1

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
a = (aij)

ç
:nÒ�â7Ø�Ø è

λ2 = x2(1 + a1) + x1a2 + dxna3 + · · ·+ dx3an

=
An1

d∆
(1 + a1) +

A11

∆
a2 +

A21

∆
a3 +

A31

∆
a4 + · · ·+ An−1,1

∆
an.

]gØ�Õ�Ñ	ñ�ð2Ù2Ûä×�Ö'ð7Ø�Õ�ã è ì	Õ�Ûk×�Ó�í'å	Ö	ó
��â7Ø�Ô,Ø�Ù	ÕGÖ	à An1
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ�Ó�í ×

dA2 è
â2Ö2Þ�Ûk×

d2Ak ⊆ d2An ⊆
µA1 ⊆ dA2 è

Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è
An1

d∆
(1 + a1) ∈ A2.

OPì2Ø�×�Ö'ð2Ù2Û è ð�Ò�â7Ø�Ø è ì	Õ�Û
A11

∆
a2 ∈ A2.

:nÒ�â7Ø�Ø è Ù2Ø�Õ�Ñ	ñ�ð2Ù2Û�×�Ö'ð7Ø�Õ�ã è ì	Õ�Ûnð	â2í i = 2, . . . , n

Ai1 ∈ dAk ⊆ A1 ⊆ A2.

OPÕ�Ó�÷6ð�Ò
λ2 ∈ A2

ç
� 8

b = (δij + αiβj) é
á	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù7Ò�íiÕ�Ñ7Ò�Ù2Ó�×�Ø�å	ò	Ö	íCç}X�Û�Ü�â�Ò�Ó�Ù2Ûöá	Ñ2Ø�ð	â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	÷ �'ç û�ç û 57(�8

ð	â2íÿÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
C ∈ T

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò
C−1bC

Ö2Ô,Ø�Ø�Õú×�Ö'ð 5 û+8 è Ò á2Û�Õ�Û�Ô4ñî×úÓ�Ö'â2ñîñ�ï!Øð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù	Ù2Û�Ü�Ûwá	ñ�Ù	å	Õ�Ò�Ò�8[Ö2Ô,Ø�Ø�Ô
C−1bC ∈ G(σ)

çuT[à<â7Ø�Ô,Ô4Ï û<Õ�Û�Ü�ð�Ò�Ô4Ï>Ö2Ô,Ø�Ø�Ôü×�å'â2÷Mì2Ø�Ù	Ö2Ø

b ∈ G(σ)
ç
B

�
�e��Î��,z�� �#qeme�2B � "2 	0	0��
TE(σ)

0 - " - �^���������/� � - " - �
T
�u� - "�$@��
�/��4�Ð0 - �B��"2 	0	0����4�21

TE(σ) = 〈T, ti1(Ai) : 2 6 i 6 n〉.
�P- �@���V� - ��$ -�* 
'�/�'�	�+����"���$@��
'����I	���u�2


E(σ)
�2�������^
��#�

C(x)t21(α2)t31(α3) . . . tn1(αn)C
−1(x)

�����G$@��� - � - "�/M�
C(x) ∈ T

*
αi ∈ Ai

5



3 �����<�>E��@������$@����"�$��+� ��������
��+�
��"2 	0	0�� û�)

C
h[ñ�Ó�Õ�ã

b = (δij +αijβij) é
Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�×�Ø�å	ò	Ö	íäÖ	à

TE(σ)
ç,NÀÛ�Ü�ð�Ò!Ó�Û�Ü�â�Ò�Ó�Ù2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø �

b ∈ E(σ)
ç

:nÒ�â7Ø�Ø è ð	â2ígÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ónÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï C ∈ T
ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò

C−1bC
Ö2Ô,Ø�Ø�Õ�×�Ö'ð
5 û+8 è Ó4ð2Ñ	ñ�Ü�Û�ó!Ó�Õ�Û�Ñ2Û�Ù	Ï è á2Ûâ7Ø�Ô,Ô,Øõû

C−1bC ∈ G(σ)
ç�Xaâ7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò C−1bC ∈ G(σ)

5 Òná2Û�Õ�Û�Ô4ñuÖÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò
b
8

á	Ñ	Ö	Ù7Ò�ð	â7Ø�ï�Ö	Õõá	Ñ7Ò�×�Û�óÐì7Ò�Ó�Õ�ÖGð7Û�å'Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô,Û�Ü�ÛõÑ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×#Ò'ç
B

NÀØ�á2Ø�Ñ	ã è Û�ì2Ø�×�Ö'ð2Ù2Û è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒn×�Ï1Õ�Ø�å'Ò�Ø�ÕkÖ	à[â7Ø�Ô,Ô ûgÖ
�!Öuá	Ñ2Ø�ð	â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	íCç

�Ðmeo'���er	o�y4�er
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L</'�4��� �!=;�!%J6	 �1	��=\,�6#*	" N��! �1	�5, %'1&% ¢  #-%� " 6�=\,�N�" =\,	�.6	1.*	K' T = T (d)
% ,. # #1 
 " ,�6	�F3V�M" 6	/W,<*�,&3�" 
 ,	�J�ON)6	�!%' #" 1&% k( n

√
d)1	� 3��!$.*	�!�

n
1	�26	/'��$.*	1&K'%53")5��� 3

k
&+$&�!%'�O*�,�6	�� #1&=;�� #K'>�*	" %'$

R(d)
1	�26	/'�*)5��� 3

k
´�8��O6

R
>���,.% " %J6	�O*	=;�F3�" ,�6	�

 #K'>�*	" %'$�º
R(d) ⊆ R ⊆ k

º
d ∈ R

º
A1 ⊆ · · · ⊆ An

>��\, 
 /5,." % 1	� " 3��F,	�  W1	�<6	/'��*	" %'$ R
º�,.%53

dAn ⊆ A1. + �
σ = (σij)

�<� 3��!%'1.6	�;6	/'�\%'�O6�1	�M" 3��F,	�  ;3��,)5%'�F3 >��
σij = Ai+1−j

�M" 6	/
j 6 i

,.%53
σij = dAn+i+1−j

�M" 6	/
j > i+ 1

´ + � G(σ)
,.%53

E(σ)
�<�73��!%'1.6	��6	/'��%'�O6+,.%53\6	/'����� �!=;�!%J6�,�*
� %'�O6M$.*	1&K'-#º�*	�! #-�� 
 6	" B ��� ��´�Ë 6M"  M-�*	1�B �F3�º

6	/5,�6
TG(σ)

,.%53
TE(σ)

,�*	�7" %J6	�O*	=;�F3�" ,�6	�� #K'>'$.*	1&K'-' M1	�
GL(n, k) 
 1&%J6�,." %'" %'$�6	/'�A6	1.*	K' T ´

Í¥Î�ÏBÐÒÑ*Ó	ÔxÕ�Í41�B �O*	$.*	1&K'-#º " %J6	�O*	=;�F3�" ,�6	�< #K'>'$.*	1&K'-#º ��� �!=;�!%J6�,�*
�W$.*	1&K'-#º %'1&% ¢  #-%� " 6�=\,�N�" =\,	�J6	1.*	K'  º&6#*�,.%' #B � 
 6	" 1&%#´
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π
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tuB��ÐB�� y4�eo'z7{�s��1B4lkB � ��� �À�#{7r

���2�������g�����õ���g���2�	���2�����2���õ�V���2���������
� �����k�����D�7���n�2�

»�±�¾�§�Â¹§�®�§[±�¶ « §�®�­�°�¥¯®�®�±�� ��¡ π ¢ · ª ­�®�³ ª ±�¾�§ ª ¡�®�±[¾�±�®�¥¯°�®�±�² π ¢I« §�Â ·�¥ ª ­�¦2±�²^¶ « ��¼�¼�³ G
®�§���� « § ª ¡�®�³�¦u°�­�� ¢

ª ±�¦ m
º�¼ « ­P��� ª ± © ­�­[±�¶ « §�®�­�°�¥¯®�®�±�� ��­ π ¢ · ª ­�®�³ ª 
e¸�±�²[¾�±�®�¥¯°�®�±�²M¼�± ·�¶ « ��¼�¼�³ G

°�­�� ª ±�¦ m
´

ÃPÄ	Å�Æ'Ç�È�É6Ç^Ê�Ä	Ë�È�Ì#Í ª ±�¾�§ ª ¡�®�± ¢ ¾�±�®�¥¯°�®�§ ¨ ¶ « ��¼�¼�§�º π ¢I« §�Â ·�¥ ª ­�¦	³�¥e¶ « ��¼�¼�³,º π ¢ · ª ­�®�§,¶ « ��¼�¼�³,´

h[ñ�Ó�Õ�ã
π é Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ØõÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�ÛÐá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æwì	Ö2Ó�Ø�â è π′ é Ø�Ü�Ûäð7Û�á2Û�â2Ù2Ø�Ù	Ö2Ø<×�ÛGÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Ø

×�Ó�Ø�æÚá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æþì	Ö2Ó�Ø�âÀçëbCÑ	ñ�á	á7ÒöÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í
π
� � ��� 	 	2��� è Ø�Ó�â2Ö Û�Ù7Òöá2Ø�Ñ	Ö2Û�ð2Ö	ì2Ø�Ó�å'Ò�í}ÖÚá2Û�Ñ#í �ð7Û�åîå'Ò�ïnð7Û�Ü�Û¿Ø�Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íîÕ�Û�â2ã�å�Û Ù7Ò�á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�Øuì	Ö2Ó�â�ÒwÖ	à

π
çîbCÑ	ñ�á	á7ÒwÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í

π
� ��������� �2���g��� è Ø�Ó�â2ÖöÛ�Ù7ÒÐÛ�Þ�â�Ò�ð�Ò�Ø�Õ�å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ô}Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï�Ô}Ñ#í�ð7Û�Ô è å'Ò�ïnð2Ï1óúÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñ¿å�Û�Õ�Û��Ñ2Û�Ü�Û í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

π
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�óiÖ'â2Ö

π′
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�ç NeÒ�å�Û�óiÑ#í�ðÚÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í

π
� � � ����� è Ò π � ���2�2�2���

π
� ��������� �2���g��� � ��� 	 	 � Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íÚÙ7Ò�Ö2Ô,Ø�Ù	ã�ênØ�Ø�Ö	àÐ×�Û�à�Ô,Û�ï�Ù	Ï6æÚì	Ö2Ó�Ø�âÚÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï6æ

π
�

Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ2Û�×<×�Û�×�Ó�Ø�æäÑ#í�ð�Ò�æ ��Õ�Û�óuÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏVç
:Vâ2íöå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æöÜ�Ñ	ñ�á	áúá2Û�Ù	í'Õ�Ö2Ø

π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�óôÜ�Ñ	ñ�á	á	Ïý×�×�Ø�âiXMçeK!çeø[ñ�Ù	Ö'æ'Ö	Ù & (+*6×�Ô,Ø�Ó�Õ�Ø

Ó�Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö	í	Ô4Ö
π
� Û�Õ�ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�ó}Ö

π
�¤Ñ7Ò�à�Ñ2Ø�ê!Ö2Ô,Û�óüÜ�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�ç X�Û�Ü�â�Ò�Ó�Ù2Ûÿø[ñ�Ù	Ö'æ'Ö	Ù	ñ è å�Û�Ù2Ø�ì �Ù7Ò�íwÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

G
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í

π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�ó è Ø�Ó�â2Öwâ2÷[Þ�Û�ó Ø�ØnÜ�â�Ò�×�Ù	Ï1ó¿Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ�í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íwâ2Ö2Þ�Û

π
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó è â2Ö2Þ�Û π′ �¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�ç�OPÙ7ÒVÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í π � Û�Õ�ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�ó è Ø�Ó�â2Öká2Û�Ñ#í�ð7Û�åkâ2÷[Þ�Û�Ü�Û!Ø�Ø�Ü�â�Ò�× �Ù2Û�Ü�Û<Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ7Ò!ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íuÙ2ØVÞ�Û�â7Ø�Ø è ì2Ø�ÔôÙ7Ò�Û�ð2Ù2Û�á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�ØVì	Ö2Ó�â7Û�Ö	à π 3 Ù7Ò�å�Û�Ù2Ø�ò è G Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í

π
�¤Ñ7Ò�à�Ñ2Ø�ê!Ö2Ô,Û�ó è Ø�Ó�â2Ö�Û�Ù7ÒäÛ�ð2Ù2Û�×�Ñ2Ø�Ô,Ø�Ù	Ù2Ûuí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í π �¤Ñ7Ò�à�Ñ2Ø�ê!Ö2Ô,Û�ó�Ö π � Û�Õ�ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�ó¿Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�ç`aØuÜ�â�Ò�×�Ù	Ï1óiÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñîí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íôâ2Ö2Þ�Û

π′
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó è â2Ö2Þ�Û p �¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�óôð	â2íôÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û p ∈ π

ç
hgÛ�Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô,Ø!NÀÛ�Ô4á2Ó�Û�Ù7Ò é S!Ø�ó	Õ�Ò6& " *eå�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�í

π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2ÔaÒ�íÐÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

G
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

π
��Ö'â2Ö

π′
�

Ñ7Ò�à�Ñ2Ø�ê!Ö2Ô,Û�ó è Þ�Û�â7Ø�ØkÕ�Û�Ü�Û è Ø�Ó�â2ÖîÛ�Ù7ÒÐÙ2Økí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í π �gÖ'â2Ö π′ �¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó è Õ�ÛwÛ�Ù7Ò p �¤Ñ7Ò�à�Ñ2Ø�ê!Ö2ÔaÒð	â2í�Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�ÛGá	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ü�Ûkì	Ö2Ó�â�Ò
p è ð7Ø�â2í'ùnØ�Ü�Ûäá2Û�Ñ#í�ð7Û�å G è Õ�ç@Ø�çMâ2÷[Þ�Û�ó�Ø�Ø^Ü�â�Ò�×�Ù	Ï1ó Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

p
��Ö'â2Ö

p′
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�ç#$gÛ�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ø

π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2Ô4Ï�ØõÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏfÖ	Ù	Õ�Ø�Ù2Ó�Ö	×�Ù2ÛuÖ	à�ñ�ì7Ò�â2Ö2Ó�ãuÙ7Ò

á	Ñ2Û�Õ�í'ï!Ø�Ù	Ö	Öô×�Ó�Ø�æ�â7Ø�Õ�Ñ7Ò�à�×�Ö	Õ�Ö	í¿Õ�Ø�Û�Ñ	Ö	Ööå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æöÜ�Ñ	ñ�á	á è Ù7Ò�ì	Ö	Ù7Ò�íúÓ<å'â�Ò�Ó�Ó�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö'æöÑ7Ò�Þ�Û�Õø[ñ�Ù	Ö'æ'Ö	Ù7Ò
& (+*ÀÖ�Skç� [Û�â	â�ÒQ& )+*M5DÓ�Ô1ç4& û * è Û�Þ�à�Û�Ñ	Ï & � è � è�� *�ÖGâ2Ö	Õ�Ø�Ñ7Ò�Õ�ñ�Ñ	ñä×�Ù	Ö'æ�8�çZVÛ�å'Ò�â2ã�Ù2ÛVå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ø
π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2Ô4Ï�Ø1Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï è å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï�Ô�á2Û�Ó�×�í'ùnØ�Ù7Ò[Ù7Ò�Ó�Õ�Û�í'ù�Ò�ínÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ò è ð7ÛÙ7Ò�Ó�Õ�Û�í'ùnØ�Ü�Û^×�Ñ2Ø�Ô,Ø�Ù	Öká	Ñ7Ò�å	Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	ÖkÙ2Ø�Ö	à�ñ�ì7Ò�â2Ö2Ó�ã2ç�OMÓ�Ù2Û�×�Ù	Ï�Ô¿Ù7Ò�ê!Ö2Ô�Ñ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Û�Ôöí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù�Ò�í
O��#z��e�LPMr@BN,P 2�����

G D
� - �	������$ - � - $@����$��+�

π .
"���
��À���	�2���+� ��"2 	0	0��õ�

m D
$����� #"�������$ - �

���@��� -�5 � �	�
π .
���	�	$��k��? ��- � � - $@����$ - � 0 - �B��"2 	0	0	/>�2


G
$@�V0#"À��
 - ��� - ���@�

m
* � -

π .
���	�	$��

G$@�P0#"À��
 - ��� - ���@�
m
5
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� � - �	������$ - � - $@����$	/M�
π .
"���
��À���	�2�4/M�6��"2 	0	0���� û �

?7B�� ��qez7{7q����Ðz��7z �#qer��e�#qem��îm � �e��Îa{7r��emeo'�����7q����>�e� ��yL���'o�r	o �
:Vâ2íGá2Ø�Ñ	Ö2Û�ð2Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�ówÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

G
ÖÐÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×#Ò

π
á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æuì	Ö2Ó�Ø�â�Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôÿì2Ø�Ñ2Ø�à

Oπ(G)Ù7Ò�Ö2Þ�Û�â2ã�ê!ñ�÷�Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù	ñ�÷
π
�¤á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ¿Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

G è Õ�ç4Ø�çÐá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Øä×�Ó�Ø�æöØ�ØõÙ2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã �Ù	Ï6æ
π
�¤á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á�ç-:nÒ�â7Ø�Ø è á	ñ�Ó�Õ�ã Oπ,π′(G) é á2Û�â2Ù	Ï1ówá	Ñ2Û�Û�Þ�Ñ7Ò�à�×

G
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

Oπ′(G/Oπ(G)) è
Oπ,π′,π(G) é

á2Û�â2Ù	Ï1óuá	Ñ2Û�Û�Þ�Ñ7Ò�à^×
G
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

Oπ(G/Oπ,π′(G))
ÖGÕ�ç'ðÀç

R,í�ð

1 = P0(G) 6 N0(G) 6 P1(G) 6 N1(G) 6 · · · 6 Pn(G) 6 Nn(G) 6 . . . (1)

Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í ��� �2�	�2���
π
� � � ����� Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

G è Ø�Ó�â2Ö

N0(G) = Oπ′(G), P1(G) = Oπ,π′(G), N1(G) = Oπ,π′,π(G),

ÒGð	â2í
i > 1 Pi(G) é

á2Û�â2Ù	Ï1óôá	Ñ2Û�Û�Þ�Ñ7Ò�àä×
G
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

Oπ(G/Ni−1(G)) è Ni(G) é
á2Û�â2Ù	Ï1ó

á	Ñ2Û�Û�Þ�Ñ7Ò�à^×
G
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

Oπ′(G/Pi(G))
ç

�Ð�LP PMr�?7B 5 � 8 � ���	�
1 = P0 6 N0 6 P1 6 N1 6 · · · 6 Pn 6 Nn 6 . . . D

"����G$ - "@��������$	/M�
0 - �B��"2 	0	0>��"2 	0	0	/

G
* 
<� - � - " - �ö�����ä��? ��- � -

i Ni/Pi D π′ .
��"2 	0	0�� *

Pi+1/Ni D π .
��"2 	0	0�� * � -

Pi 6 Pi(G)
5

5 � 8 � ���	� ��"2 	0	0��
G π .

"���
��À���	�2��� * � - ��� 
'�¯"@�'$	�	�
π .
"����

(1)
� - � - ���@�ô� -

G
* � �����	�

Nm−1(G) 6= Pm(G) 6 Nm(G) = G
* � -

π .
���	�	$��

G
"���
�$��

m
5

5 
 8 � ���	�
H D

0 - �B��"2 	0	0��	��"2 	0	0	/
G
* � -

H ∩ Pi(G) 6 Pi(H)
*
H ∩ Ni(G) 6 Ni(H)

* �����

'��� �

i > 0
5

5 � 8 � ���	�
H D

0 - �B��"2 	0	0����	�	� �g���@� - "
.
��"2 	0	0��

π .
"���
��À���	�2� - � ��"2 	0	0	/

G
* � -

H π .
"���
��À�

.�	�2���!�w���
π .
���	�	$��!$@�P0#"À��
 - ��� - ���@�

π .
���	�	$	/

G
5

C
5 Ò�86T[Ù'ð2ñ�å	ò	Ö	íGá2Û

i
ç

hgÛúÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö	÷
P0 = P0(G) è N0 6 N0(G)

ç h[ñ�Ó�Õ�ãúð	â2íiÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û
i Pi 6 Pi(G) è

N0 6 N0(G)
ç�NÀÛ�Ü�ð�Ò

Ni 6 Ni(G) ∩ Pi+1(G) è
Û�Õ�å	ñ�ð�Ò

(Ni(G)Pi+1)/Ni(G) ' Pi+1/(Ni(G) ∩ Pi+1) ' (Pi+1/Ni)/((Ni(G) ∩ Pi+1)/Ni).

NeÒ�å	Ö2Ô_Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è (Ni(G)Pi+1/Ni(G))
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò�Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ �¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Ø

π
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

Pi+1/Ni
Ö èÓ�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í π �¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�çhgÛ�Ó�å�Û�â2ã�å	ñ

(Ni(G)Pi+1)/Ni(G) E G/Ni(G) è
Õ�Û

(Ni(G)Pi+1)/Ni(G) 6 Oπ(G/Ni(G)) èÕ�çnØ�ç
Ni(G)Pi+1 6 Pi+1 è

Û�Õ�å	ñ�ð�Ò
Pi+1 6 Pi+1(G)

ç KPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Û}ð7Û�å'Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í è ì	Õ�Û

Ni+1 6 Ni+1(G)
ç

5DÞ�8gh[ñ�Ó�Õ�ã
G é π

�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2ÔaÒ�íöÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò'ç � Õ�ÛÐÛ�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Õ è ì	Õ�Ûu×uÙ2Ø�óöÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕÐÑ#í�ðúÙ2Û�Ñ �ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï6æuá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á
1 = P0 6 N0 6 P1 6 N1 6 · · · 6 Pm 6 Nm = G è ð	â2íuå�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æ Ni/Pi é

π′
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò è Ò Pi+1/N1 é π

�¤Ü�Ñ	ñ�á	á7Òká	Ñ	Ö�×�Ó�Ø�æ
i > 0

ç[L�Ï�Þ�Ø�Ñ2Ø�Ô ��Õ�Û�ÕäÑ#í�ð�Õ�Ò�å è ì	Õ�Û�Þ�Ï m
Þ�Ï6â7Û

Ù7Ò�Ö2Ô,Ø�Ù	ã�ê!Ö2ÔîÖ	àg×�Û�à�Ô,Û�ï�Ù	Ï6æCç
hgÛ�å'Ò�ï!Ø�Ô è ì	Õ�Û�ì	Ö2Ó�â7Û m Ñ7Ò�×�Ù2Û

π
� ð	â2Ö	Ù2Ø

G
ç

hgÛgá	ñ�Ù	å	Õ�ñ
5 Ò�8
G = Nm 6 Nm(G) è Õ�ç�Ø�ç Nm(G) = G

ç4`aÓ�â2Öõá	Ñ	Ö ��Õ�Û�Ô
Nm−1(G) = Pm(G) èÕ�Û

G/Pm−1
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

π′
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó è Õ�ç6Ø�ç Nm−1(G) = G

ÖiÑ#í�ð
P0(G) 6 N0(G) < · · · <

Nm(G) = G
Ö2Ô,Ø�Ø�Õ

π
� ð	â2Ö	Ù	ñäÑ7Ò�×�Ù	ñ�÷

m
ç

5 ×L8eT[Ù'ð2ñ�å	ò	Ö	í�á2Û
i
ç4hgÛ�Ù	í'Õ�Ù2Û è ì	Õ�Û H∩N0(G) é

Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù7Ò�í
π′
�¤á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Òg×

H è á2Û���Õ�Û�Ô4ñ
H ∩N0(G) 6 N0(H) è Öäâ7Ø�Ô,ÔaÒ<Ó�á	Ñ7Ò�×�Ø�ð	â2Ö	×#Ònð	â2í i = 0

ç
h[ñ�Ó�Õ�ãuð	â2í Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û

i H ∩ Pi(G) 6 Pi(H) è H ∩ Ni(G) 6 Ni(H)
çGNÀÛ�Ü�ð�Ò

(Pi+1(G) ∩
H)/Ni(H) é Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù7Ò�í�×

H/Ni(H)
á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò'ç :Vâ2íGâ2÷[Þ�Û�Ü�Û

x ∈ Pi+1(G) ∩H è
á2ÛõÛ�á	Ñ2Ø��

ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö	÷
Pi+1(G) è

Ó�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ
π
�¤ì	Ö2Ó�â7Û

n è ð	â2í�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û xn ∈ Ni(G) ∩H 6 Ni(H) è á2Û���Õ�Û��Ô4ñ
(Pi+1(G) ∩ H)/Ni(H)

í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í
π
�¤á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó è ì	Õ�Û�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Õ (Pi+1(G) ∩ H)/Ni(H) 6
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Oπ(H/Ni(H)) è Õ�çPØ�ç Pi+1(G) ∩ H 6 Pi+1(H)
ç NÀØ�á2Ø�Ñ	ãþÒ�Ù7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Ûÿð7Û�å'Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í è ì	Õ�Û

Ni+1(G) ∩H 6 Ni+1(H)
ç � Õ�Û�à�Ò�å'Ò�Ù	ì	Ö	×#Ò�Ø�Õõð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�Ûõá	ñ�Ù	å	Õ�Ò>5 ×L8�ç5 Ü 8�`aÓ�â2Ö

H é á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò
G è Õ�Ûná2Û
5 ×L8 H = H ∩Nm(G) 6 Nm(H) è Ü�ð7Ø m é π

� ð	â2Ö	Ù7Ò
G èá2Û���Õ�Û�Ô4ñ

Nm(H) = H è Õ�ç2Ø�ç H π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2ÔaÒ

π
� ð	â2Ö	Ù	Ï è Ù2Øgá	Ñ2Ø�×�Û�Ó¹æ#Û�ð2í'ùnØ�ó m çh[ñ�Ó�Õ�ã

H = G/K
çßNÀÛ�Ü�ð�Ò

1 = K/K 6 N1(G)K/K 6 P1(G)K/K 6 · · · 6 G/K é
π
�¤Ñ#í�ð

H è π � ð	â2Ö	Ù7Òwå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û�Ù2Øká	Ñ2Ø�×�Û�Ó¹æ#Û�ð2Ö	Õ π � ð	â2Ö	Ù	Ï G
çöhgÛ���Õ�Û�Ô4ñ

H π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2ÔaÒwÖôØ�Ø

π
� ð	â2Ö	Ù7Ò�Ù2Ø[á	Ñ2Ø�×�Û�Ó¹æ#Û�ð2Ö	Õ

π
� ð	â2Ö	Ù	Ï

G
çah[ñ�Ù	å	Õ>5 Ü 8�ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù�ç

B�Ð�LP PMr�J 5 Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ 9 Ò�Ó�Ó�Ø�Ù'æ�Ò�ñ�à�Ò & � è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ÏÚN�ç û � ç ûPÖkN�ç û � ç �+*�Ó�ñ�ì2Ø�Õ�Û�Ô;& " * 8 B4,P 2����� N D$ - "@��������$��+� 0 - �B��"2 	0	0��ä� - $@����$ - � ��"2 	0	0	/
G
�
(|N |, |G : N |) = 1

5Ð+�- � ���ä

G
�  �Aõ������
� 2���

� - 0 - �	$@��$	�@�M�
N
�G
'���6� - 0 - �	$@��$	���u�

N
� - 0#"��'�<��$	/}


G
5

bCÑ	ñ�á	á7Ò
G
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í 	������g�����2��� è Ø�Ó�â2ÖnÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕMÕ�Ò�å�Û�Ø�á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ø�ì	Ö2Ó�â7Û p è ì	Õ�ÛPá2Û�Ñ#í�ð7Û�åå'Ò�ïnð7Û�Ü�Û ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

G é Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	ã
p
ç � â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ g Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏýÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í 	������g����� �À� èØ�Ó�â2ÖÐØ�Ü�Û�á2Û�Ñ#í�ð7Û�åÐÑ7Ò�×�Ø�ÙÐÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	ÖuÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Ûõá	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ü�Û<ì	Ö2Ó�â�Ò'ç

Xaâ7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2Øgá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�ØVà�Ò�Ô,Ø�ì7Ò�Ù	Ö	íäæ#Û�Ñ2Û�ênÛ�Ö	à�×�Ø�Ó�Õ�Ù	ÏVç
�Ð�LP PMr =CB 5 � 8 5 
��������#��$	�@���6"��������	$	� 8 5 � ���	�

H D
� - $@����$��+�ú$ - "@��������$��+�ô0 - �B��"2 	0	0��

��"2 	0	0	/
G
�
P D

���	� - 
'���	�+�u0 - �B��"2 	0	0��
H
* � -

G = HNG(P )
5

5 � 8�� ? ��- �'E��@������$@�
g
� - $@����$ - � - 0 - "������	�ä

��"2 	0	0@�^0#"À�¯�À������
��2� 
G
��#�À�

g = g1g2 . . . gs
*

� �À�P�	���^��/1�HE��@������$@�
gi
*
i = 1, 2, . . . , s,

0#"��2����"À��$Ð�
�'
����������/�w������0@��$���?
g
5

5 
 8 � ���	�
G D

� - $@����$��+� ��"2 	0	0��G�������¿�	���^� - � - 0#" - ��� - � - ���@�����
pi
* �À�����@Aõ��� - |G| * Pi- 
�$����#�����w���^$@��� - � - "2 �? ���	� - 
'���� �?

pi .
0 - �B��"2 	0	0� * � -

G = 〈P1, P2, . . . , Pi, . . . , Ps〉
* � �À�

s D���@��� - 0#" - ����/M�õ�À���	�@�����@���Ð0 - "������	����"2 	0	0	/
G
5

`aÓ�â2Ö Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò
A
ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕëÙ7Ò Ü�Ñ	ñ�á	á2Ø

B è Õ�ÛýÛ�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2ÔYì2Ø�Ñ2Ø�à
CB(A)

á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

{b ∈ B : bα = b
ð	â2íG×�Ó�Ø�æ

α ∈ A} è Ònì2Ø�Ñ2Ø�à [B,A] á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

〈
[b, α] = b−1bα : b ∈ B, α ∈ A

〉
.

UCÒ�Ô,Ø�Õ�Ö2Ô è ì	Õ�ÛõØ�Ó�â2Ö�á	Ñ	Ö ��Õ�Û�Ô B Ö
A é á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï}Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó�Û�Þ�ùnØ�ó�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï è Õ�Û CB(A) éÛ�Þ�Ï1ì	Ù	Ï1óÐò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2Ö	à�Ò�Õ�Û�Ñ

A
×
B è Ò [B,A] é Û�Þ�Ï1ì	Ù	Ï1óÐ×�à�Ò�Ö2Ô4Ù	Ï1óÐå�Û�Ô,Ô4ñ�Õ�Ò�Ù	Õ

B
Ö
A
ç

�Ð�LP PMrüH�BC,P 2�����
p D

0#" - ��� - �����@��� -�*
A D p′ .

��"2 	0	0�� * �À���@����
� �?-A<�+�ú$��u� - $@����$ - �
p .��"2 	0	0@�

P
5

5 � 8 & �'è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ
('ç ('ç û * ç � ���	� P D
E��@������$@����"�$��+�ú� � ���@��
��õ�

P0 D A .
�	$	
���"�����$@��$��+��0 - �

.��"2 	0	0��!

P
* � -

P = P0 × P1
* � �À�

P1 A .
�	$	
���"�����$@��$�� 5

5 � 8#& �'è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ )'ç ('ç )+* ç P = Cp(A) · [P,A]
5 ���#������$ - ����� * �����	�

[P,A] 6 Φ(P )
* � -

P =
Cp(A)

5
5 
 8 & �'è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ#)'ç ('ç � * ç [[P,A], A] = [P,A]

5
�Ð�LP PMrö=@B � ���	�

N D
$ - "@��������$��+�u0 - �B��"2 	0	0��!� - $@����$ - �>��"2 	0	0	/

G
�
G/N

"���
�"À��0!�2��� *
� - �  �Aõ������
� 2���["���
�"À��0!�2���+�G0 - �B��"2 	0	0��

H
* �����ä� - � - " - �

G = NH
5

C
OPì2Ø�×�Ö'ð2Ù2Û è G = NG

ç�h[ñ�Ó�Õ�ã
H é á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒwÙ7Ò�Ö2Ô,Ø�Ù	ã�ênØ�Ü�Ûwá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò è ð	â2íöå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó

G = NH
çk`aÓ�â2Ö

N ∩ H 
 Φ(H) è Õ�ÛÐÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ�ÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù7Ò�íöá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò H1 6 H è ð	â2íå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó
N ∩H 
 H1 è

Õ�ç�Ø�ç 〈N ∩H,H1〉 = H
ç4]gÛ[Õ�Û�Ü�ð�Ò

G = NH = N · 〈N ∩H,H1〉 = NH1 è×�Û�á	Ñ2Ø�å	ÖÐ×�Ï�Þ�Û�Ñ	ñ
H
ç,NeÒ�å	Ö2ÔÿÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è H ∩N 6 Φ(H)

Ù	Ö'â2ã�á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù7Ò<Ö
H
Ñ7Ò�à�Ñ2Ø�ê!Ö2ÔaÒ'ç

B
`aÓ�â2Ö

H é Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù7Ò�íVá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï G è N 6 K 6 G
Ö
L 6 G è Õ�Û1ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2Ö	à�Ò�Õ�Û�Ñ2Û�Ô

K/N
×
L
Ù7Ò�à�Û�×�Ø�Ôôá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

CL(K/N) = {x ∈ L : [k, x] ∈ N
ð	â2íG×�Ó�Ø�æ

k ∈ K} ç�Ð�LP PMr �CB�,P 2�����
G D

� - �	������$ - � - $@����$��+�
π .
"���
��À���	�2���+�6��"2 	0	0�� 5

5 � 8 � ���	�
Oπ′(G) = 1

* � -
CG(Oπ(G) 6 Oπ(G)

5
5 � 8

CG(Oπ,π′(G)/Oπ′(G)) 6 Oπ,π′(G)
5



� � - �	������$ - � - $@����$	/M�
π .
"���
��À���	�2�4/M�6��"2 	0	0���� û �

C
5 Ò�8VhgÛ�â7Û�ï�Ö2Ô

K = Oπ(G)CG(Oπ(G))
ç�NÀÛ�Ü�ð�Ò

K é æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö2Ó�Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å'Ò�íôá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò
×
G
Ö
Oπ(G) = Oπ(K)

çahgÛ�Ó�å�Û�â2ã�å	ñ
Oπ′(K) é Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù7Ò�í

π′
�¤á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò�×

G è Õ�Û Oπ′(K) 6
Oπ′(G) = 1

çúhgÛwá	ñ�Ù	å	Õ�ñ 5 Ü 8Vâ7Ø�Ô,Ô4Ï û
K π

�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2ÔaÒ'çô`aÓ�â2Ö
K 6= Oπ(K) = Oπ(G) è

Õ�Û

M = Oπ,π′(K) 6= Oπ(K)
çehgÛ�Ó�å�Û�â2ã�å	ñ

CG(Oπ(G)) D G
Ö
K/CG(Oπ(G))

í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í
π
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó èå'Ò�åÐÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñ �¤Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

π
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

Oπ(G) è
Õ�Ûn×�Ó�Ø

π′
� ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�ÏüÖ	à

M
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�Õ�Ó�í�×

CG(Oπ(G))
ç

h[ñ�Ó�Õ�ã
x è y é π′

� ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ï¿Ö	à
M
çÀhgÛ1ñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷úÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

U = 〈x, y〉 å�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò'ç4hgÛ6â7Ø�Ô,Ô,ØPû 5 ×L8

U = Oπ,π′(U)
Ö
Oπ(U) 6 Z(U)

ç,hgÛnâ7Ø�Ô,Ô,Ø �
U = Oπ(U)×H,

Ü�ð7Ø
H é π′

�¤Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò è á2Û���Õ�Û�Ô4ñ
x, y ∈ H, U = H

Ö 〈x, y〉 í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í π′ �¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�ç,NeÒ�å	Ö2ÔúÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2ØPâ2÷[Þ�Ï6æ�ð2×�ñ#æ
π′
� ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×!Ö	à

M
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

π′
� ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�Ô è Õ�ç�Ø�ç4Ó�Û�×�Û�å	ñ�á	Ù2Û�Ó�Õ�ã M0

×�Ó�Ø�æ
π′
� ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×!Ö	à

MÓ�Û�Ó�Õ�Ò�×�â2í	Ø�Õuá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ è å�Û�Õ�Û�Ñ7Ò�íwæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö2Ó�Õ�Ö	ì	Ù7ÒG× M è Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è Ö	Ù	×#Ò�Ñ	Ö7Ò�Ù	Õ�Ù7Òä× GÖuÓ�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ�Ó�í�×
Oπ′(G) = 1

çahgÛ���Õ�Û�Ô4ñ
M0 = 1

Ö
M = Oπ(K)

3 á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�ç
5DÞ�8�`aÓ�â2Ö

c ∈ CG(Oπ,π′(G)/Oπ′ (G)) è Õ�Û × G/Oπ′(G)
��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ

COπ′(G) è ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Õ

Oπ(G/Oπ′(G))
ç�hgÛäá	ñ�Ù	å	Õ�ñ 5 Ò�8 è á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ù2Ø�Ù	Ù2Û�Ô4ñ�å G/Oπ′(G) è COπ′(G) ∈ Oπ(G/Oπ′(G)) =

Oπ,π′(G)/Oπ′ (G)
çahgÛ���Õ�Û�Ô4ñ

c ∈ Oπ,π′(G)
ç
B�Ð�LP PMr E�B � ���	�

G D
� - �	������$ - � - $@����$��+� ��"2 	0	0�� * �����_� - � - " - �

G = Oπ,π′(G)
�

CG(Oπ′(G)) 6 Oπ′(G)
* � - �����ÿ��? ��- � -

p .
E��@������$@���

a ∈ G\Oπ′(G)
* � �À�

p ∈ π
* $����#�À�����/�

$@����"��	
���������$	/1�ú0#"��2����"�$	/1��E��@������$@�
b ∈ Oπ′(G)

����� - � * ��� - 〈a, b〉 = B(a)
* � �À�

B D
0#"��

.����"�$��+� ��"2 	0	0�� * 〈a〉 �À���@����
� 2���k$@����"��	
���������$ - � $@��0#"��	
 - ���2� - $�� B/Φ(B)
� * 
¿�#������$ - ����� *

b ∈ [B, 〈a〉] 5

C
hgÛnñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷

a
Ù2Ø[ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Õ

Oπ′(G) è á2Û���Õ�Û�Ô4ñkÙ7Ò�ó'ð7Ø�Õ�Ó�í b ∈ Oπ′(G) è ð	â2íkå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û

[b, a] 6= 1
ç�hgÛnâ7Ø�Ô,Ô,Ø ( 5DÞ�8

b = b1 . . . bs è
Ü�ð7Ø

b1, . . . , bs é
á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï�Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ï}Öuå'Ò�ïnð2Ï1ó�Ö	à

Ù	Ö'æäí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íÐÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	ã�÷
b
ç

hgÛ�Ù	í'Õ�Ù2Û è ì	Õ�ÛG×�Ó�Ø bi
á	Ñ	Ö	Ù7Ò�ð	â7Ø�ïnÒ�Õ

Oπ′(G)
Ö
[bi, a] 6= 1

ð	â2í Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û
i ∈ {1, . . . , s} èá2Û���Õ�Û�Ô4ñ�Ô,Û�ï�Ù2ÛGÓ�ì	Ö	Õ�Ò�Õ�ã è ì	Õ�Û b á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ2Ø�Ù�ç^hgÛ�â7Û�ï�Ö2Ô H = 〈b, a〉 çghgÛõá	ñ�Ù	å	Õ�ñ 5 ×L81â7Ø�Ô,Ô4Ï �

H = G ∩H = Oπ′,π(G) ∩H 6 Oπ′,π(H) è Õ�ç@Ø�ç Oπ′,π(H) = H
Ö
b ∈ Oπ′(G) ∩H 6 Oπ′(H)

ç
hgÛkñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷

H = 〈b, a〉 é å�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�íwÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò'çVL�Ï�Þ�Ø�Ñ2Ø�Ô
b
Õ�Ò�å è ì	Õ�Û�Þ�Ï_á2Û�Ñ#í�ð7Û�å H Þ�Ï6â Ù7Ò�Ö �

Ô,Ø�Ù	ã�ê!Ö2Ô1ç�OPì2Ø�×�Ö'ð2Ù2Û
H = B · 〈a〉 è Ü�ð7Ø B = 〈bx : x ∈ 〈a〉〉 Ö B = Oπ′(H)

ç $[Ñ2Û�Ô,ØPÕ�Û�Ü�Û è 〈a〉 éÓ�Ö'â7Û�×�Ó�å'Ò�í!á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒP×
B
çÀh[ñ�Ó�Õ�ã

P é Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ7Ò�í�Ó�Ö'â7Û�×�Ó�å'Ò�í!á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒP× B çÀhgÛPà�Ò�Ô,Ø�ì7Ò�Ù	Ö	÷S^Ñ7Ò�Õ�Õ�Ö	Ù	Ö 5Iâ7Ø�Ô,ÔaÒ ( 5 Ò�8 8
H = BNH(P )

çuL_ì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è NH(P )
Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ�Ó�Ö'â7Û�×�Ó�å	ñ�÷�á2Û�ð �

Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ è Ó�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ù	ñ�÷ßÓ 〈a〉 ç4hgÛ���Õ�Û�Ô4ñ a ∈ NH(ph)
ð	â2íõÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û

h ∈ H
ç4NeÒ�å	Ö2ÔôÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô èð	â2í<å'Ò�ïnð7Û�Ü�Û!á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ü�Û

p ∈ π′ è ð7Ø�â2í'ùnØ�Ü�Û^á2Û�Ñ#í�ð7Û�å B è a Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2Ö	à�ñ�Ø�ÕnÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ	ñ�÷üÓ�Ö'â7Û�×�Ó�å	ñ�÷

p
�¤á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

Sp
Ö	à

B
ç,`aÓ�â2Ö

a
ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Õõå'Ò�ïnð2ñ�÷ßá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

Sp è
Õ�Û

a
ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Õ

B èì	Õ�ÛMá	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö	ÕV×�Ï�Þ�Û�Ñ	ñ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
b
çeNeÒ�å	Ö2Ô�Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è a Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2Ö	à�ñ�Ø�Õ è Ù2ÛMÙ2Ø�ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�ÕÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ	ñ�÷}Ó�Ö'â7Û�×�Ó�å	ñ�÷ á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

P
Ö	à
B
ç4LÿÓ�Ö'â2ñõÔ4Ö	Ù	Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�ÖGá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

H B = P
Öká2Û

á	ñ�Ù	å	Õ�ñ�5DÞ�8Pâ7Ø�Ô,Ô4Ï "
B = [B, 〈a〉] ç�$[Ñ2Û�Ô,Ø<Õ�Û�Ü�Û è 〈a〉 ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕÐÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù2ÛÐÙ7Ò B/Φ(B)

ç
`aÓ�â2Ö 〈a〉 ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õõá	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô,Û<Ù7Ò B/Φ(B) è Õ�Û�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,ØC"N5 Ò�8

B/Φ(B) = B1/Φ(B)×B2/Φ(B),

Ü�ð7Ø
B1
Ö
B2 é

Ó�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�Ø
a
�¤Ö	Ù	×#Ò�Ñ	Ö7Ò�Ù	Õ�Ù	Ï�Ø6á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏöÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

B
çÀL Ó�Ö'â2ñVÔ4Ö	Ù	Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�Ö

á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò
H
Õ�Ò�å'Ò�íäÓ�Ö	Õ�ñ#Ò�ò	Ö	íkÙ2Ø�×�Û�à�Ô,Û�ï�Ù7Ò è Õ�ç'Ø�ç 〈a〉 ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕnÙ2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô,Û�ÖkÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù2ÛÙ7Ò

B/Φ(B)
ç
B

J@B �wz7pCr �#r	o'����� ��o'{7zúo'�#z��e�LP	�
h[ñ�Ó�Õ�ã

G é â7Û�å'Ò�â2ã�Ù2Û<å�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�í
π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2ÔaÒ�íuÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

π
� ð	â2Ö	Ù	Ï

m
ç

OPá2Û�Ñ	Ù2Û�óÿá2Û�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�ã�÷
G
á	Ñ	Ö

m > 1
Ù7Ò�à�Û�×�Ø�ÔfÙ7Ò�Þ�Û�Ñîá	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï6æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×

a1, b1, . . . , bm−1, am è
Û�Þ�â�Ò�ð�Ò�÷Mù!Ö	ó�Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2Ô4ÖÐÓ�×�Û�ó2Ó�Õ�×#Ò�Ô4Ö �
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���� 5@�g5

5 û+8�ð	â2í
i = 1, . . . ,m

�
ai ∈ Pi(G)\Pi−1(G)

3 ð	â2í
j = 1, . . . ,m− 1

�
bj ∈ Nj(G)\Nj−1(G)

3
5 ��8õð	â2í

i = 2, . . . ,m
á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

Hi =
〈
ai, bi−1

〉 Ö	à
P i = Pi(G)/Pi−1(G) è

Ü�ð7Ø
ai =

Pi−1(G) · ai è bi−1 = Pi−1(G) · bi−1 è
Ñ7Ò�×�Ù7Ò

Bi−1

〈
ai
〉
è Ü�ð7Ø Bi−1 =

〈
b
x
i−1 : x ∈ 〈ai〉

〉
éá	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù7Ò�í è 〈ai〉

ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕÐÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù2ÛÐÖ�Ù2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô,ÛÐÙ7Ò
Bi/Φ(B) è Ò bi−1 ∈ [Bi, 〈ai〉]

3
×<ì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è bi−1 ∈

[〈
bxi−1 : x ∈ 〈ai〉

〉
, 〈ai〉

]
Pi−1(G)

ç
57(�8[ð	â2í

j = 1, . . . ,m − 1
á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

Li =
〈
bj, aj

〉 Ö	à
N j = Nj(G)/Nj−1(G) è

Ü�ð7Ø
bj =

Nj−1(G)bj è aj = Nj−1(G)aj è
Ñ7Ò�×�Ù7Ò

Aj

〈
bj
〉
è Ü�ð7ØVÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò Aj =

〈
axj | x ∈

〈
bj
〉〉
é á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù7Ò è

〈bj〉
ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕGÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù2ÛGÖ�Ù2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô,ÛGÙ7Ò

Aj/Φ(Aj)
Ö
aj ∈ [Aj , 〈bj〉]

çgLüì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è
aj ∈ [

〈
axj | x ∈

〈
bj
〉〉
, 〈bj〉] ·Ni−1(G)

ç
`aÓ�â2Öôï!Ø

π
� ð	â2Ö	Ù7Ò

G
Ñ7Ò�×�Ù7Òöû è Õ�Û�Û�á2Û�Ñ	Ù2Û�óôá2Û�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�ã�÷ G

Ù7Ò�à�Û�×�Ø�Ô}Ù7Ò�Þ�Û�ÑúÖ	à
Û�ð2Ù2Û�Ü�Û ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò

a1 è
Ü�ð7Ø

a1 é
â2÷[Þ�Û�óuá	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï1ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ<Ö	à

P1(G)\N0(G)
ç

:!Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ÛkÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2ÔîÙ7Ò!ð2×�ØMâ7Ø�Ô,Ô4ÏVç
�Ð�LP PMr��CB�:����ö��? ��- �ú� - �	������$ - � - $@����$ - �

π .
"���
��À���	�2� - ����"2 	0	0	/

π .
���	�	$	/

m
�ö��?

.��- � - 0#"��2����"�$ - � - E��@������$@���
a ∈ Pm(G)\Nm−1(G)

�  �Aõ������
� 2��� - 0 - "�$��+�k0 - ���@�¯� - 
�����������$ - �����

a1, b1, . . . , am
* �����G� - � - " - �

am = 0
5

C
T[Ù'ð2ñ�å	ò	Ö	í�á2Û

m
çMUCÒ�å'â2÷Mì2Ø�Ù	Ö2ØnÛ�ì2Ø�×�Ö'ð2Ù	Ï�ÔÚÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ôÿ×�Ø�Ñ	Ù2Ûká	Ñ	Ö

m = 1
çPh[ñ�Ó�Õ�ã

m > 1Ö
Pm = Pm(G)/Pm−1(G)

ç6OPì2Ø�×�Ö'ð2Ù2Û è Pm = Oπ′,π

(
Pm

) Ö
Oπ

(
Pm

)
= 1

ç
hgÛnâ7Ø�Ô,Ô,Ø � 5 Ò�8C5DÓgà�Ò�Ô,Ø�Ù2Û�ó

π
Ù7Ò

π′
8
CPm

(
Oπ′

(
Pm

))
6 Oπ′

(
Pm

) ç
hgÛ�â7Û�ï�Ö2Ô

am = a è a = Pm−1a
ç<hgÛäâ7Ø�Ô,Ô,Ø � 5 ×L8MÙ7Ò�ó'ð7Ø�Õ�Ó�í¿Ù2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï1óöá	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï1ó

��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ
b ∈ Oπ′

(
Pm

)
è ð	â2íúå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û

〈
a, b

〉
= B

〈
a
〉
è B =

〈
b
x | x ∈ 〈a〉

〉
é á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù7Ò�í

Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒGÖ�ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ�Ù2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù2ÛÐÖ Ù2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô,Û�Ù7Ò
B è Ö b ∈ [B, 〈a〉] = [B, 〈a〉] çkh[ñ�Ó�Õ�ã

bm−1 é
á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï1óÐá	Ñ2Û�Û�Þ�Ñ7Ò�à ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò

b
×
G
ç,hgÛ�Ù	í'Õ�Ù2Û è ì	Õ�Û bm−1 ∈ Nm−1(G)\Pm−1(G)

ç
KPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Û è á2Ûkâ7Ø�Ô,Ô,Ø � 5DÞ�8 5DÓ!à�Ò�Ô,Ø�Ù2Û�ó π Ù7Ò π′ 8 è × Pm−1(G)\Nm−2(G)

Ù7Ò�ó'ð7Ø�Õ�Ó�í�á	Ñ	Ö �
ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï1ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ

am−1 è
ð	â2íwå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û

am−1 = am−1Nm−2 è bm−1 = bm−1Nm−2
á2Û�Ñ2Û�ïnð�Ò�÷MÕ

á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ
Lm−1 è

Ó�×�Û�ó2Ó�Õ�×#Ò<å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ówá2Ø�Ñ2Ø�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ïß×kÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö	Ö�Û�á2Û�Ñ	Ù2Û�ó�á2Û�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã �
Ù2Û�Ó�Õ�Ö�ç

hgÛöÖ	Ù'ð2ñ�å	ò	Ö	Ö
Pm−1(G)

Û�Þ�â�Ò�ð�Ò�Ø�ÕîÛ�á2Û�Ñ	Ù2Û�óÚá2Û�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�ã�÷
a1 è b1 è . . . è am−1

Ö

a1, . . . , am−1, bm−1, am é Ö2Ó�å�Û�ÔaÒ�íÐÛ�á2Û�Ñ	Ù7Ò�íGá2Û�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�ãäÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
G
ç
B�Ð�LP PMrÚACB � ���	�

A = {a1, b1, . . . , bm−1, am} D - 0 - "�$��+� 0 - ���@�¯� - 
�����������$ - ������� - �	������$ -
� - $@����$ - �

π .
"���
��À���	�2� - � ��"2 	0	0	/

G π .
���	�	$	/

m
�
A 6 H 6 G

* � -
π .
���	�	$��

H
"���
�$��

m�
A
�'
����������/� - 0 - "�$ - �ú0 - ���@�¯� - 
�����������$ - ������? ��"2 	0	0	/

H
5 � �#������$ - ����� * 
 ��"2 	0	0@�

G
�������

� - $@����$��+�u0 - �B��"2 	0	0��
π .
���	�	$	/

m
5

C
hgÛVâ7Ø�Ô,Ô,Ønû 5 ×L8

H = H ∩G = H ∩Nm+1(G) 6 Nm+1(H) è á2Û���Õ�Û�Ô4ñ Nm+1(H) = 1 è Õ�ç�Ø�ç

H π
�¤Ñ7Ò�à�ð7Ø�â2Ö2ÔaÒgÖõØ�Ø

π
� ð	â2Ö	Ù7ÒgÙ2Ø1á	Ñ2Ø�×�Û�Ó¹æ#Û�ð2Ö	Õ

m
ç4hgÛVÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö	÷ Û�á2Û�Ñ	Ù2Û�óõá2Û�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã �

Ù2Û�Ó�Õ�Ö
a1 ∈ P1(G) ∩ H 6 P1(H)

Ö
a1 /∈ P0(H) = 1

çÐh[Ñ2Ø�ð2á2Û�â7Û�ï�Ö2Ô è ì	Õ�Ûuð	â2í Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û

i ∈ {1, . . . ,m− 1} ai ∈ Pi(H)\Pi−1(H)
ç�NeÒ�å�å'Ò�å

ai ∈ [〈axi | x ∈ 〈bi〉〉 , 〈bi〉]Ni−1(G) è
Õ�Û

bi /∈
Ni−1(H) è Ö	Ù7Ò�ì2Ø ai ∈ (Ni−1(H)Ni−1(G)) ∩ H = Ni−1(H) ((Ni(G)) ∩H) 6 Ni(H)Ni(H) =
Ni(H)

3 á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö2Ø�ç�hgÛ�Ó�å�Û�â2ã�å	ñ
bi ∈ (Ni(G)) ∩H 6 Ni(H) è bi ∈ Ni(H)\N i−1(H)

ç
KPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Û è ai+1 ∈ Pi+1(H)\P i(H)

ç � Õ�ÖäÑ7Ò�Ó�Ó�ñ�ïnð7Ø�Ù	Ö	íGá2Û�å'Ò�à�Ï1×#Ò�÷MÕ<á2Û!Ö	Ù'ð2ñ�å	ò	Ö	Ö è ì	Õ�Ûð	â2íG×�Ó�Ø�æ
i ∈ {1, . . . ,m} ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ ai ∈ Pi(H)\P i−1(H) è Ò bi ∈ Ni(H)\N i−1(H)

ç
NeÒ�å	Ö2Ô�Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è ×�Ï1á2Û�â2Ù2Ø�Ù�á	ñ�Ù	å	Õ#5 û+8ÀÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö	í�Û�á2Û�Ñ	Ù2Û�ó�á2Û�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�Ö<ð	â2í H çOMÓ�Õ�Ò�â2ã�Ù	Ï�Ø!á	ñ�Ù	å	Õ�Ï}á	Ñ2Û�×�Ø�Ñ#í'÷MÕ�Ó�í�Ù2Ø�á2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û	çMZVØ�Ô,ÔaÒ�ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù7Ò'ç[OPÙ7Ò<à�Ò�×�Ø�Ñ	ê�Ò�Ø�Õõð7Û��

å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ÛõÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ÏVç
B
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0e¸�Â ± « ®�¥ ·�§ © ®�±�¼�± ª ��°�¥¯®�®�³C£[§ © ��± « ±�¦G� ± © ¦2¥ � ��®�±P� ±P� © ±�­�¦	­^��°�¥¯®�­�¾�§�¦	­ « ¥ Â¯� ª ¡���§���± © ±���®�±��¯­���¥ ª ¡�®�±1¾�± ¢®�¥¯°�®�³C£!¶ « ��¼�¼�º�¶ « §�½ô¼ « ±�� ��³C£!°�­�� ¥ ª ¾�±���± « ³C£^­�¦2¥ ¥ �g®�¥ ¸�± ª ¡�¬a±�¥P°�­�� ª ± © ¥ « ¬,­�®�´ +e��±�°�®�¥¯®�±[±�¼�­��¹§�®�­�¥¶ ª § © ®�³C£[½4§�¾���± « ± ©� �¢ ¼ « ­�¦7§ « ®�³C£�¾�±�®�¥¯°�®�³C£�¶ « ��¼�¼M�e®�¥ � ©�¨ Â¯®�³�¦<¶ « §�½e±�¦õ¼ « ±�� ��³C£1°�­�� ¥ ª ´�0À¼�­��¹§�®�³u¾�± ¢®�¥¯°�®�³�¥�¼�±�°���­!¼ « ±�� ��³�¥ �¹¢ ¼ « ­�¦7§ « ®�³�¥�­ $�¢ ¼ « ­�¦7§ « ®�³�¥�¶ « ��¼�¼�³�­!­�£V¶ « §�½À³ ¼ « ±�� ��³C£V°�­�� ¥ ª ´K0À¼�­��¹§�®�³¶ ª § © ®�³�¥a½4§�¾���± « ³�¾�±�®�¥¯°�®�³C£1®�¥ « §�Â « ¥ ¬,­�¦	³C£ �¹¢ ¼ « ­�¦7§ « ®�³C£1¶ « ��¼�¼�§�£ G
�e®�¥ � ©�¨ Â¯®�³�¦<¶ « §�½e±�¦ � « 
À®�¸�¥ «�¢¶ §�: �,¥¯¶¹¥ ª�¨ ��§�¾�­�£�º�°���± |π(G/F (G))| 6 4

´ � ¥ ¬a¥¯®�§1Â¹§¹·�§ °�§ « ¥¹§ ª ­�Â¹§�*�­�­V§�¸�� � « §�¾���®�³C£�¶ « §�½e± © �,°�­�� ª ±�¦
© ¥ « ¬,­�®�º�®�¥�¼ « ¥ © ±��¤£�± · ¨ �,­�¦g¼ ¨ ��­�º�¾�§�¾a¶ « §�½e± © ¼ « ±�� ��³C£,°�­�� ¥ ª ¾�±�®�¥¯°�®�³C£,¶ « ��¼�¼�´�0À¼�­��¹§�®�³�¾�±�®�¥¯°�®�³�¥�¼�± ¢°���­�¼ « ±�� ��³�¥�¶ « ��¼�¼�³���¶ « §�½4§�¦	­6¼ « ±�� ��³C£,°�­�� ¥ ª º © � ¥C� ©�¨ Â¯®�³�¥@¾�±�¦	¼�±�®�¥¯®���³<¾�±���± « ³C£ ¨�©�ª�¨ 
e��� ¨ ¾ ª ­�¾�§�¦	­�´0À¼�­��¹§�®�³G¾�±�®�¥¯°�®�³�¥À¼�±�°���­�¼ « ±�� ��³�¥À¶ « ��¼�¼�³,º�¶ « §�½À³u¼ « ±�� ��³C£1°�­�� ¥ ª ¾�±���± « ³C£1®�¥e� ± ·�¥ «�� §���� « ¥¯��¶¹± ª ¡�®�­ ¢¾�± © ´'»�±�¾�§�Â¹§�®�§ « §��¯¼�±�Â¯®�§ © §�¥ ¦2±�� ��¡�¶ « ��¼�¼ E7(2)

º
E7(3)

­ 2E6(2)
¼�±4¶ « §�½À�6¼ « ±�� ��³C£�°�­�� ¥ ª ´ � ª §�� �¯­�½À­�*�­ ¢

« ± © §�®�³u§�¸�� ± ª 
e��®�±,®�¥¯¼ « ­ © ± ·�­�¦	³�¥ SLn(p
f ) ¢ ¦2± ·�� ª ­6®�§¹·P¼�± ª ¥ ¦!¼ « ±�� ��±�²1£�§ « §�¾���¥ « ­�� ��­�¾�­ p º�®�§,¾�±���± « ³�¥
 ª ¥ ¦2¥¯®��,Â¹§¹·�§�®�®�±�¶¹±4¼ « ±�� ��±�¶¹±e¼�± «�¨ ·�¾�§ m ­�Â *�­�¾ ª §
��­�®�¶¹¥ « §À¶ « ��¼�¼�³ SLn(p

f )
·�¥¯²�� � © ��¥ �4� © ±�¸�± ·�®�±�º © � ª ¥ ¢·���
 �,­�£6� « ¥¯£�� ª ��°�§ ¨ £�?	§'& © ³C°�¥ �,°�­�� ª § pf ¼�±,¦2± ·�� ª 
 m

¼�± « ± � ·�§�¥ ��¦	� ª ¡���­�¼ ª ­�¾�§���­ © ®���
<¶ « ��¼�¼��a¼�± ª�¨¼�± «�¨ ·�¾�§ m % 
 ��±���� ª ± © ­�¥ © ³C¼�± ª ® ¨ ¥ ��� ¨ º © °�§�� ��®�±�� ��­�º�· ª�¨ m = 3
&���¸1&

m = 5
� © & n = 2
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ÃPÄ	Å�Æ'Ç�È�É6Ç�Ê�Ä	Ë�È�Ì#Í�¾�±�®�¥¯°�®�§ ¨ ¶ « ��¼�¼�§�º�¼�±�°���­�¼ « ±�� ��§ ¨ ¶ « ��¼�¼�§�º�¶ ª § © ®�³C²�½4§�¾���± « º�¼ « ±�� ��±�²6�¯¼�¥ ¾�� « º�¶ « §�½¼ « ±�� ��³C£�°�­�� ¥ ª º « §��¯¼�±�Â¯®�§ © §�¥ ¦2±�� ��¡�º�¦2± ·�� ª�¨�« ®�±�¥À¼ « ¥ ·�� ��§ ©�ª ¥¯®�­�¥�´

jn{7��Îa�#qeme�

T[à�ñ�ì2Ø�Ù	Ö2Øúå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ_Ü�Ñ	ñ�á	á_×Úà�Ò�×�Ö2Ó�Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö>Û�ÕÚÖ'æ_Ò�Ñ	Ö2ÝVÔ,Ø�Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö'æfÓ�×�Û�ó2Ó�Õ�× 5 á2Û�Ñ#í�ð �
å�Û�×
��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×�Ööá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á è Ô,Û�ù!Ù2Û�Ó�Õ�Ø�óôå'â�Ò�Ó�Ó�Û�× Ó�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ù	Ï6æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× è Ñ7Ò�à�â2Ö	ì	Ù	Ï6æ π �Ó�×�Û�ó2Ó�Õ�× è Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù2Ø�ó�Ù2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï6æwæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ2Û�×GÖwÕ�ç7ðÀç 8Ðí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íw×#Ò�ï�Ù	Ï�ÔÚÙ7Ò�á	Ñ7Ò�×�â7Ø�Ù	Ö2Ø�ÔÚ×Õ�Ø�Û�Ñ	Ö	Ö<å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ�Ü�Ñ	ñ�á	á è Ö2Ô,Ø�÷Mù!Ö2Ô�Þ�Û�Ü�Ò�Õ�ñ�÷ÚÖ2Ó�Õ�Û�Ñ	Ö	÷nç�$Mâ�Ò�Ó�Ó�Ö2ÝgÖ	å'Ò�ò	Ö	í<å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ�á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æÜ�Ñ	ñ�á	á�×�ÛõÔ4Ù2Û�Ü�Û�ÔiÓ�×�Û�ð2Ö	Õ ��Õ�Û<Ö	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ö2Ø^å�Ó�â2ñ�ì7Ò�÷ 	2�����n� 	���� � �(�e� Ü�Ñ	ñ�á	á è Õ�ç�Ø�ç1Ü�Ñ	ñ�á	á A Ó�Û
Ó�×�Û�ó2Ó�Õ�×�Û�Ô

Inn(P ) 6 A 6 Aut(P ) è Ü�ð7Ø P é Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ7Ò�íõå�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�íõÙ2Ø�Ò�Þ�Ø�â7Ø�×#ÒVá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ò�íõÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò'çh[ñ�Ó�Õ�ã
G é å�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�í�Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò'ç^QÐÙ2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Ûuá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â7Ø�ó�ì	Ö2Ó�â�Ò |G| Þ�ñ�ð7Ø�ÔÚÙ7Ò�à�Ï��×#Ò�Õ�ã 	���� � �(�À� � 	7� � �P����� Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï G

Ö¿Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Õ�ãwì2Ø�Ñ2Ø�à
π(G)

ç�� 	7� � �P����� ï!Ø<Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï GÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íwÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û
ω(G)

á2Û�Ñ#í�ð2å�Û�×GØ�Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×2ç[X�á2Ø�å	Õ�Ñ
ω(G)

Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í	Ø�Õ � ���	� 	������
� �(�e�ö��� � � � 5 � ���	��
7���1�2��� � ���
� �^����� � � 8 Γ(G) Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï G è ×uå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ô}Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�×�Ø�Ñ	ê!Ö	ÙØ�Ó�Õ�ã

π(G)
Ö ð2×�Ø<×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï

p
Ö
q
Ó�Ô,Ø�ï�Ù	Ï>Õ�Û�Ü�ð�ÒuÖ Õ�Û�â2ã�å�ÛÐÕ�Û�Ü�ð�Ò è å�Û�Ü�ð�Ò pq ∈ ω(G)

çäbCÑ7Ò�Ý
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Γ(G)
Ô,Û�ï�Ù2Û^Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Õ�ãnå'Ò�åõá2Û�ð7Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò

ω(G) è Ó�Û�Ó�Õ�Û�í'ùnØ�Ø�Ö	àPá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	óð2×�ñ#æäÑ7Ò�à�â2Ö	ì	Ù	Ï6æGá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æuì	Ö2Ó�Ø�â è ×�æ#Û�ð2í'ù!Ö'æG× ω(G) çhgÛ�Ù	í'Õ�Ö2Ø[Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò^á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æäì	Ö2Ó�Ø�âu×�Û�à�Ù	Ö	å'â7Û�á	Ñ	ÖGÖ2Ó�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Ù	Ö	ÖuÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æGå�Û�Ü�Û�Ô,Û�â7Û�Ü�Ö	ì2Ø��
Ó�å	Ö'æ�×�Û�á	Ñ2Û�Ó�Û�× è Ó�×�í'à�Ò�Ù	Ù	Ï6æ¿Ónò2Ø�â7Û�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù	Ï�Ô4Öúá	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	í	Ô4Öúå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ Ü�Ñ	ñ�á	á è Ö¿Û�å'Ò��à�Ò�â7Û�Ó�ã<×�Ø�Ó�ã�ÔaÒ�á'â7Û�ð7Û�Õ�×�Û�Ñ	Ù	Ï�Ô1ç

QwÒ�â7Û�Ö	à�×�Ø�Ó�Õ�Ø�ÙôÝ^Ò�å	Õ è ì	Õ�ÛÐÜ�Ñ7Ò�Ý Γ(G) è ×wÛ�Õ�â2Ö	ì	Ö2ØäÛ�Õ�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò ω(G) è Ô,Û�ï!Ø�Õ Þ�Ï1Õ�ãwÛ�ð2Ù2Û��à�Ù7Ò�ì	Ù2ÛõÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�ÙÐá2ÛnÕ�Ò�Þ�â2Ö	ò2Øgæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ2Û�×õÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
G
ç


7���	� � ���P�g���n���n�7���2� � �n� ∆(G)
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

G
Ø�Ó�Õ�ã�Ü�Ñ7Ò�Ý_Ó[Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ôÿ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù

G \Z(G) èð2×�ØM×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï
x è y å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û�Ó�Ô,Ø�ï�Ù	ÏþÕ�Û�Ü�ð�Ò!ÖkÕ�Û�â2ã�å�ÛnÕ�Û�Ü�ð�Ò è å�Û�Ü�ð�Ò xy = yx

ç4bCÑ7Ò�ÝgÏÚå�Û�Ô,Ô4ñ �
Õ�Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ó�Õ�Öw×�á2Ø�Ñ	×�Ï�Ø!Þ�Ï6â2ÖÐÖ2Ó�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Ù	Ï 
 Ñ7Ò�ñ ��Ñ2Û�ÔîÖ�SnÒ�ñ�â7Ø�Ñ2Û�Ôÿ×�û � )�)�Ü�ç�ð	â2íuÕ�Û�Ü�Û è ì	Õ�Û�Þ�Ïð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�ãöÝgñ�Ù'ð�Ò�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�â2ã�Ù	Ï1óÿÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ¿ð	â2íúå'â�Ò�Ó�Ó�Ö2ÝgÖ	å'Ò�ò	Ö	Öiå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æôá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æôÜ�Ñ	ñ�á	áÿÛ
å�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�Ó�Õ�ÖÐÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×#ÒnÖ	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ	Ï6æäÕ�Ö	á2Û�×nå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æäá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æäÜ�Ñ	ñ�á	áGÓMà�Ò�ð�Ò�Ù	Ù	Ï�Ôúò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò��
â2Ö	à�Ò�Õ�Û�Ñ2Û�ÔüÖ	Ù	×�Û�â2÷Mò	Ö	Ö�ç�XßÕ�Ø�æ�á2Û�Ñ ��Õ�Ö¿Ü�Ñ7Ò�ÝgÏ>í'×�â2í'÷MÕ�Ó�í á2Û�á	ñ�â2í'Ñ	Ù	Ï�Ôüá	Ñ2Ø�ð7Ô,Ø�Õ�Û�Ô}Ö	à�ñ�ì2Ø��
Ù	Ö	í�×kÕ�Ø�Û�Ñ	Ö	Ö�Ü�Ñ	ñ�á	á�çV]gØ�Ó�â7Û�ï�Ù2Ûäð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�ã è ì	Õ�ÛäØ�Ó�â2Öwå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ø�Ù2Ø�Ò�Þ�Ø�â7Ø�×�Ï_Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï G

Ö
H èá2Û�Ñ#í�ð2å	Öúò2Ø�Ù	Õ�Ñ2Û�×wå�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æôÓ�Û�×�á7Ò�ð�Ò�÷MÕ è Ö2Ô,Ø�÷MÕwÖ	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ	Ï�ØkÜ�Ñ7Ò�ÝgÏ å�Û�Ô,Ô4ñ�Õ�Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è Õ�Û

Γ(G) = Γ(H)
ç

h[Ñ	Ö	×�Ø�ð7Ø�Ù	Ù	Ï�ØMÝ^Ò�å	Õ�Ïôá2Û�å'Ò�à�Ï1×#Ò�÷MÕ è ì	Õ�ÛgÜ�Ñ7Ò�Ý Γ(G) è Ù7Ò�Ñ#í�ð2ñ<Ó�ÛgÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ2Û�Ô ω(G) è í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íÝgñ�Ù'ð�Ò�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�â2ã�Ù	Ï�ÔiÒ�Ñ	Ö2ÝVÔ,Ø�Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö2ÔîÖ	Ù	×#Ò�Ñ	Ö7Ò�Ù	Õ�Û�ÔÿÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
G
ç

T[Ù	Õ�Ø�Ñ2Ø�ÓPÔ4Ù2Û�Ü�Ö'æ�Ö2Ó�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â7Ø�ók×�Ï1à�Ï1×#Ò�÷MÕ^Ñ7Ò�à�â2Ö	ì	Ù	Ï�ØPá	Ñ2Û�Þ�â7Ø�Ô4ÏÿÑ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�Ö éæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö	à�Ò�ò	Ö	Ö<Ü�Ñ	ñ�á	á	Ïúá2ÛMÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ô4ñnÙ7Ò�Þ�Û�Ñ	ñ!Ø�Ø�á7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ2Û�×VÓ�Õ�Û�ì	Ù2Û�Ó�Õ�ã�÷îð7ÛMÖ	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à'�
ÔaÒ'ç<h[Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ7Ò�Ô4ÖöÕ�Ò�å	Ö'æ�á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�Ô í'×�â2í'÷MÕ�Ó�í�á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�Ô4Ï>Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�Öúå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ Ü�Ñ	ñ�á	á
á2ÛgÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñ!Ö'â2Ö�á2ÛMÜ�Ñ7Ò�Ýgñ^á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6ænì	Ö2Ó�Ø�âÀç $gÛ�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�ínÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

G
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í ��� � 	2�����2������� �g���

	2� � 	7� � �P��� 5DÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û 	2� � ���	�,��	���� � �(�e�G��� � � � 8 è Ø�Ó�â2Ökð	â2íõâ2÷[Þ�Û�óGå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�óGÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
H
Ñ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×�Û

ω(H) = ω(G)
5DÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û

Γ(G) = Γ(H)
8�×�â7Ø�ì2Ø�Õ<Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô

H ∼= G
ç

$ Ù7Ò�Ó�Õ�Û�í'ùnØ�Ô4ñõ×�Ñ2Ø�Ô,Ø�Ù	Öäá2ÛVá	Ñ2Û�Þ�â7Ø�Ô,ØMÑ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�Öuá2Û^Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñ<å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æká	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ
Ü�Ñ	ñ�á	á�ð7Û�Ó�Õ�Ö	Ü�Ù	ñ�ÕV×�á2Ø�ì7Ò�Õ�â2í'÷Mù!Ö	óká	Ñ2Û�Ü�Ñ2Ø�Ó�Ó�ç,NeÒ�å è Û�Ù7Ò[á	Ñ7Ò�å	Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	ÖkÓ�×�Ø�ð7Ø�Ù7ÒgåõÓ�â2ñ�ì7Ò�÷iá2Û�ì	Õ�Öá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGÜ�Ñ	ñ�á	á�ç

UCÒ�ð�Ò�ì7ÒMÑ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�Öõå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6ænÜ�Ñ	ñ�á	á�á2ÛMÜ�Ñ7Ò�ÝgñVá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ!ì	Ö2Ó�Ø�â<í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�ínì7Ò�Ó�Õ�Ù	Ï�Ô
Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô Û�Þ�ùnØ�ó�à�Ò�ð�Ò�ì	ÖõÖ	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ö	í�å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ<Ü�Ñ	ñ�á	á<á2ÛgÓ�×�Û�ó2Ó�Õ�×#Ò�Ô Ö'ænÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�×gá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ�ì	Ö2Ó�Ø�âÀç
L Ñ7Ò�Ô4å'Ò�æ ��Õ�Û�ó�Û�Þ�ùnØ�ówà�Ò�ð�Ò�ì	Ö�á	Ñ2Ø�ïnð7Ø!×�Ó�Ø�Ü�ÛkÙ7Ò�ênØ!×�Ù	Ö2ÔaÒ�Ù	Ö2Øná	Ñ	Ö	×�â7Ø�å'Ò�Ø�ÕÐÞ�Û�â7Ø�Ø!á2Û�ð2Ñ2Û�Þ�Ù2Û�Ø
Ö	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ö2Ø!å'â�Ò�Ó�Ó�Ò<å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æwÜ�Ñ	ñ�á	áwÓ^Ù2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�ÔiÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�Ôÿá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æÐì	Ö2Ó�Ø�âÀç $gÛ�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ø!á2Û�ì	Õ�Ö
á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�ØkÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏýÓõÙ2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�Ô}Ü�Ñ7Ò�ÝVÛ�Ôüá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ¿ì	Ö2Ó�Ø�âîÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ïý×ÐÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ò�æöcMÖ'â2ã�í	Ô,Ó�Ò & û * èÒ�×�Õ�Û�Ñ7Ò6& �+* è T[Ö��È Ñ	Ö�Ö�d[ÔaÒ�å	Ö & (+*ÀÖuZgñ�ì	Ö'ð7Û>& " * ç�L6Ø�Ó�ã�ÔaÒ�á2Û�â7Ø�à�Ù	Ï1óÐå	Ñ	Ö	Õ�Ø�Ñ	Ö	ówÓ�Ô,Ø�ï�Ù2Û�Ó�Õ�Ö�×�Ø�Ñ �ê!Ö	Ù�×VÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò�æná	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ�ì	Ö2Ó�Ø�âkå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ<á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ�Ü�Ñ	ñ�á	á<Ù7Ò�ó'ð7Ø�Ùõ×gÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ò�æõK!ç�L[ç�L1Ò�Ó�Ö'â2ã�Ø�×#Ò
Öu`�ç2h�ç2L�ð7Û�×�Ö	Ù7Ò
& ) è � * çLßð�Ò�Ù	Ù2Û�óöÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ø<ð�Ò�ÙúÛ�Þ�à�Û�Ñ¿Ù2Ø�ð�Ò�×�Ù2Û�á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï6æúÒ�×�Õ�Û�Ñ2Û�Ô}Ó�Û�×�Ô,Ø�Ó�Õ�Ù2ÛwÓ�ÛÐÓ�×�Û�Ö2Ô4Ööñ�ì2Ø��
Ù	Ö	å'Ò�Ô4ÖwÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Û�×uÛ�Õ�Ù2Û�Ó�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Ûäå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ�Ü�Ñ	ñ�á	á è Ü�Ñ7Ò�Ý á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æÐì	Ö2Ó�Ø�âwå�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æ�Ö2Ô,Ø�Ø�Õ
Ù2Ø�Þ�Û�â2ã�ênÛ�Øgì	Ö2Ó�â7Û<×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù�ç�OPÙGá	Ñ2Û�ð7Û�â2ïnÒ�Ø�ÕGÛ�Þ�à�Û�Ñ�Ò�×�Õ�Û�Ñ7Ò
& � *ÀÙ7Ò!Õ�ñkï!ØgÕ�Ø�Ô4ñ�ç]VÒ�ê!ÖkÛ�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	íäÖõÕ�Ø�Ñ2Ô4Ö	Ù2Û�â7Û�Ü�Ö	ík×!Û�Ó�Ù2Û�×�Ù2Û�ÔúÓ�Õ�Ò�Ù'ð�Ò�Ñ	Õ�Ù	Ï è Ö'æõÔ,Û�ï�Ù2Û^Ù7Ò�ó	Õ�Ök× & � ��û��+* ç$gÛ�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�íGÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

G
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í

n
� 	������g�����2��� è Ø�Ó�â2Ö |π(G)| = n

ç

?7B^vGz7qe���eq����
n �
� �em�PMr��eq�����
��Ày �����ëÎ�� �

n 6 6

LüÑ7Ò�Ô4å'Ò�æwà�Ò�ð�Ò�ì	Ö á2Û�ð2Ñ2Û�Þ�Ù2Û�Ü�ÛuÖ	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ö	íwå'â�Ò�Ó�Ó�Òkå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ�Ü�Ñ	ñ�á	á�Ó!Ù2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�ÔþÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�Ô
á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æiì	Ö2Ó�Ø�âþ×öÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ò�æ Ò�×�Õ�Û�Ñ7Ò¿ÖÚT�ç�L[ç  MÑ7Ò�Ô4ò2Û�×#Ò 5DÓ�Ô1ç & û�û ��û " * 8õÞ�Ï6â2ÖÚá	Ñ2Û�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ï Ö2Ó��
Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Ù	Ö	íÚå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æÚÜ�Ñ	ñ�á	á è Ü�Ñ7Ò�Ý á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æÚì	Ö2Ó�Ø�âþå�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æÚÙ2Ø�Ó�×�í'à�Ø�ÙþÖÚÖ2Ô,Ø�Ø�Õ (¿Ö'â2Ö "
×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	ÏVç1LÚÙ2Ø�ð�Ò�×�Ù	Ö'æÐÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ò�æ'& û�) ��û � *4Ù7Ò�Ô4Ö�Þ�Ï6â7Û<ñ�Õ�Û�ì	Ù2Ø�Ù2ÛkÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö2Ø^Ü�â�Ò�×�Ù	Ï6æ�Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ2Û�×
" �¤á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï6æuå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æuÜ�Ñ	ñ�á	áuÓgÙ2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�ÔôÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�Ôôá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGì	Ö2Ó�Ø�âÀç
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L>ð�Ò�â2ã�Ù2Ø�ó	ênØ�ÔfÖ2Ó�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Ù	Ö2Øuå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ
n
�¤á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï6æôÜ�Ñ	ñ�á	áôð	â2íúÙ2Ø�Þ�Û�â2ã�ê!Ö'æ

n
Þ�Ï6â7Û

á	Ñ2Û�ð7Û�â2ï!Ø�Ù2Û	çab�â�Ò�×�Ù2Û�ó!ò2Ø�â2ã�÷ôà�ð7Ø�Ó�ãPí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í^Û�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö2Ø�Ü�â�Ò�×�Ù	Ï6æ!Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ2Û�×På�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ^Ù2Ø�Ñ7Ò�à'�
Ñ2Ø�ê!Ö2Ô4Ï6æGÙ2Øgá2Û�ì	Õ�Öuá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGÜ�Ñ	ñ�á	áuÓgÙ2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�ÔîÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�ÔôbCÑ	÷MÙ2Þ�Ø�Ñ	Ü�Ò é $gØ�Ü�Ø�â2íCç

L}Ñ7Ò�Þ�Û�Õ�Ò�æ & û �'è � �+*�Ò�×�Õ�Û�Ñ2Û�Ô Þ�Ï6â2Ö Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ïfå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ø<á2Û�ì	Õ�Ö�á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�Ø	)��¤á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï�ØÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏÿÖõÖ'æ�Ü�Ñ7Ò�ÝgÏÿá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ<ì	Ö2Ó�Ø�âÀç,Lôì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù7Ò^Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù�Ò�í<Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ è å�Û�Õ�Û�Ñ	ñ�÷Ô4Ï á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ôî×<Ö2Ó�á	Ñ7Ò�×�â7Ø�Ù	Ù2Û�ÔîÖuñ�Õ�Û�ì	Ù2Ø�Ù	Ù2Û�Ôô×�Ö'ð7Ø�ç
O��#z��e�LPMr ?7B6; - $@����$��+��0 - ����� 0#" - �����+�!��"2 	0	0��

G
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P
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5 .
0#"��2����"�$ - �

� - � ���n�w� - ����� - � - � ��� * � - � ���n
�/10 - �	$��������/� - ��$ - �2
!���@�¯�2 �?-A!�@�õ @��
'�¯"	�^�À��$	�	�21

(1)
��"2 	0	0��

P
�2
 - � - "2�P$�� - ��$ - � �2
 ��"2 	0	0

A11
*

A12
*

L2(q)
�����

q ∈
{26, 28, 29, 53, 54, 73, 74, 112, 172, 192} * L3(9)

*
L3(27)

*
L4(q)

�����
q ∈ {4, 5, 7} * L5(2)

*

L5(3)
*
L6(2)

*
U3(q)

�����
q ∈ {16, 17, 25, 81} * U4(q)

�����
q ∈ {4, 5, 7, 9} * U5(3)

*
U6(2)

*
S4(q)�����

q ∈ {8, 16, 17, 25, 49} * S6(3)
*
S8(2)

*
O7(3)

*
O+

8 (3)
*
O−

8 (2)
*
G2(q)

�����
q ∈ {4, 5, 7, 8} *

M22
*
J3
*
HS

*
He

�	�	�
M cL;

(2) G ∼= L2(2
p)
* � �À�

p > 11 D
0#" - ��� - �!���@��� - � |π(22p − 1)| = 4;

(3) G ∼= Aut(L2(2
p))
* � �À�

p > 7
*
2p − 1

�
(2p + 1)/3 D

"���
��	����$	/[�M0#" - ����/[�n���@�����
G

(4) G ∼= Aut(L2(3
p))
�	�	�

O2(Aut(L2(3
p)))

* � �À�
p > 5 D

0#" - ��� - �����@��� - � |π((3p−1)/2)| =
|π((3p + 1)/4)| = 1;

(5) G ∼= L2(p)
�	�	�

PGL2(p)
* � �À�

p > 29 D
0#" - ��� - �!���@��� - � |π(p2 − 1)| = 4;

(6) G ∼= L2(p
r)
�	�	�

PGL2(p
r)
* � �À�

p ∈ {3, 5, 7, 17} * r D 0#" - ��� - �u���@��� -�*
3 < r 6= p

�

|π(p2r − 1)| = 4;

(7) U3(2
p) 6 G 6 PGU3(2

p) : 2
* � �À�

p > 5
�
2p − 1 D

0#" - ����/[�!���@�����^� |π((2p + 1)/3)| =
|π((22p − 2p + 1)/3)| = 1;

(8)
��"2 	0	0��

P
�2
 - � - "2�P$��

Lε
3(p)

* � �À�
ε ∈ {+,−} * p D 0#" - ��� - �����@��� -�*

17 6= p > 11
*

|π(p2 − 1)| = 3
� ∣∣π(p2+εp+1

(3,p−ε1) )
∣∣ = 1;

(9) G ∼= S4(p)
�	�	�

PGSp4(p)
* � �À�

p > 11 D
0#" - ��� - �^���@��� -�* |π(p2 − 1)| = 3

�
p2 +1 = 2r�	�	�

2r2
�����ä$@��� - � - " - � - $@��������$ - � - 0#" - ��� - � - ���@�����

r;

(10) G ∼= Sz(2p)
* � �À�

p > 7
�
2p − 1 D

0#" - ����/[�n���@�����!� |π(22p + 1)| = 3;

(11) G ∼= Aut(Sz(8))
5

L_å'Ò�ì2Ø�Ó�Õ�×�ØäÓ�â7Ø�ð7Ó�Õ�×�Ö	í¿Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï ûõÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2ÛÐñ�Õ�Û�ì	Ù2Ø�ÙöÓ�á	Ö2Ó�Û�åöå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ¿á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ
5
�

á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï6æõÜ�Ñ	ñ�á	á è á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï1ók× & �'û è ���+* ç4ReØ�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Ï Ó�Õ�Ò�Õ�ã�ÖH& � �+*�á2Û�å'Ò�à�Ï1×#Ò�÷MÕnÕ�Ò�å	ï!Ø è ì	Õ�Ûå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Øká	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�Ø
5
�¤á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï�ØkÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï è å	Ñ2Û�Ô,Ø<Ü�Ñ	ñ�á	á L4(q)

ð	â2í
q ∈ {4, 7} Ö U4(q)

ð	â2í

q ∈ {4, 5, 7, 9} è Ö2Ô,Ø�÷MÕ<Ù2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï1óÐÜ�Ñ7Ò�Ý_á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGì	Ö2Ó�Ø�âÀçTgÓ�á2Û�â2ã�à�ñ�íôÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Ï Ñ7Ò�Þ�Û�Õ & û�û *�ÖF& û��+*�Öú×�Ï1ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ö	íô× Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô,Øäå�Û�Ô4á	ã�÷MÕ�Ø�Ñ	Ù2Û�óÚÒ�â �
Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï ³�¢¥ª & ��(+* è L[çCK!ç $gÛ�â2á7Ò�å�Û�×#ÒGÖ¿Ò�×�Õ�Û�Ñ¿× & � " *aá2Û�â2ñ�ì	Ö'â2ÖöÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö2Ø�Ü�â�Ò�×�Ù	Ï6æ¿Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ2Û�×å�Û�Ô,Ô4ñ�Õ�Ò�Ù	Õ�Û�×kå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æuÙ2Ø�Ñ7Ò�à�Ñ2Ø�ê!Ö2Ô4Ï6æ )��¤á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï6æuÜ�Ñ	ñ�á	á

G
Ó[Ù2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�ÔîÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�Ô

Γ(G)×õÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø è å�Û�Ü�ð�Ò G/F (G) é á2Û�ì	Õ�Öuá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ò�í
n
�¤á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù7Ò�íGÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò!ð	â2í

n 6 4
ç

]gØ�ð�Ò�×�Ù2ÛäL[ç2K!ç�$gÛ�â2á7Ò�å�Û�×#ÒõÖwÒ�×�Õ�Û�Ñ�× & ��)+*4Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö'â2Öwå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ø!á2Û�ì	Õ�ÖÐá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�Ø � �¤á	Ñ	Ö �
ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï�ØVÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï ÖGÖ'æäÜ�Ñ7Ò�ÝgÏ á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGì	Ö2Ó�Ø�âÀçaLiì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù7ÒõÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù�Ò�íäÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ èå�Û�Õ�Û�Ñ	ñ�÷_Ô4Ï á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ôî×<Ö2Ó�á	Ñ7Ò�×�â7Ø�Ù	Ù2Û�ÔîÖuñ�Õ�Û�ì	Ù2Ø�Ù	Ù2Û�Ôô×�Ö'ð7Ø�ç
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(1)
��"2 	0	0��

P
�2
 - � - "2�P$�� - ��$ - �>�2
���"2 	0	0

An
�����

n ∈ {13, 14, 15, 16} * L2(q)
�����

q ∈ {210, 216, 36, 38, 310, 55, 114, 173, 174} * L3(q)
�����

q ∈ {24, 27, 29, 52, 72} * L4(q)
�����

q ∈ {23, 32, 17} * L5(7)
*
L6(3)

*
L7(2)

*
U3(q)

�����
q ∈ {29, 33, 53, 54, 72, 73, 172} * U4(q)

�����

q ∈ {23, 24, 52} * U5(q)
�����

q ∈ {4, 5, 9} * U6(3)
*
U7(2)

*
O7(q)

�����
q ∈ {5, 7} * O9(3)

*
PSp4(q)�����

q ∈ {25, 33, 34, 35, 112, 172} * PSp6(q)
�����

q ∈ {4, 5, 7} * PSp8(3)
*
O+

8 (q)
�����

q ∈ {4, 5, 7} *



� � - $@����$	/M�6��"2 	0	0����w��$@� ��- ����0!�2�î0#" - ����/��Ú��0@���@��" - � *���� ��)

O−
8 (3)

*
O+

10(2)
*
O−

10(2)
* 3D4(q)

�����
q ∈ {4, 5} * G2(q)

�����
q ∈ {32, 17} * 2G2(3

3)
*
F4(2)

*
Suz

*

Ru
*
Co2

*
Co3

*
M23

*
M24

*
J1
*
Fi22

*
HN ;

(2) G ∼= Aut(L2(2
r))
* � �À�

r > 11 D
0#" - ��� - �n���@��� -�*

r /∈ π(P )
� |π(22r − 1)| = 4;

(3) G ∼= L2(2
r)
* � �À�

r > 37 D
0#" - ��� - �!���@��� -�*

r /∈ π(P )
� |π(22r − 1)| = 5;

(4) G ∼= L2(2
2r)

�	�	�
Or(Aut(L2(2

2r)))
* � �À�

r > 7
�
2r − 1 D

0#" - ����/[�[$@��������$	/[�<���@����� *

r /∈ π(G)
* |π( 2r+1

3 )| = 1
� |π(22r + 1)| = 2;

(5) G ∼= L2(2
r2)
* � �À�

r > 7 D
0#" - ��� - �n���@��� -�*

r /∈ π(G)
* |π(2r2 − 1)| = 2

� |π(2r2 + 1)| =
|π(22r − 1)| = 3;

(6) P ∼= L2(3
2r)

�
G 6 Or(Aut(P ))

* � �À�
r > 13 D

0#" - ��� - �n���@��� -�*
r /∈ π(P )

* |π( 3r−1
2 )| =

|π(3r+1
4 )| = 1

� |π( 32r+1
2 )| = 2;

(7) P ∼= L2(3
r2)

�	�	�
Or(Aut(P ))

* � �À�
r D

0#" - ��� - �ô���@��� -�*
r /∈ π(P )

* |π( 3r+1
4 )| =

|π(3r−1
2 )| = 1

� |π(32r2 − 1)| = 5;

(8) P ∼= L2(p)
* � �À�

p > 131 D
0#" - ��� - �n���@��� - � |π(p2 − 1)| = 5;

(9) P ∼= L2(p
2)
* � �À�

p > 29 D
0#" - ��� - �n���@��� -�* |π(p2 − 1)| = 4

� |π(p2 + 1)| = 2;

(10) P ∼= L2(p
2)
* � �À�

p > 13 D
0#" - ��� - �!���@��� - � |π(p2 − 1)| = |π(p2 + 1)| = 3;

(11) G ∼= L2(p
r) : r

�	�	�
Aut(L2(p

r))
* � �À�

p ∈ {3, 5, 7, 17} � r D
0#" - ����/[�ö���@����� *

r 6∈ π(P )
*
pr ≡ ε1 (mod 4)

�����
ε ∈ {+, −} * � |π(pr − ε1)| = |π( pr+ε1

2 )| = 2;

(12) G ∼= L2(p
r)
�	�	�

PGL2(p
r)))

* � �À�
p
�
r D

$@��������$	/[�<0#" - ����/[�u���@����� *
r 6∈ π(P )

�

|π(p2r − 1)| = 5;

(13) P ∼= Lε
3(2

r)
�
G 6 Or(Aut(P ))

* � �À�
ε ∈ {+, −} * r � 2r − 1 D

0#" - ����/[�!���@����� *
r > 50#"��

ε = +
�
r > 19

0#"��
ε = − * r /∈ π(P )

* |π( 2r+1
3 )| = 1

� |π( 22r+ε2r+1
(3, 2r−ε1) )| = 2;

(14) G ∼= Lε
3(3

r)
�	�	�

Lε
3(3

r) : 2
* � �À�

ε ∈ {+, −} * r D 0#" - ��� - �����@��� -�*
r > 7

0#"��
ε = +

�

r > 5
0#"��

ε = − * r /∈ π(P )
* |π( 3r−1

2 )| = |π( 3r+1
4 )| = 1

� |π(32r + ε3r + 1)| = 2;

(15) P ∼= Lε
3(p)

* � �À�
p > 41 D

0#" - ��� - �þ���@��� -�*
ε ∈ {+, −} * |π(p2 − 1)| = 4

�

|π(p2+εp+1
(3, p−ε1) )| = 1;

(16) P ∼= Lε
3(p)

* � �À�
p D

0#" - ��� - �k���@��� -�*
ε ∈ {+, −} * p > 11

0#"��
ε = +

�
p > 31

0#"��

ε = − * |π(p2 − 1)| = 3
� |π( p2+εp+1

(3, p−ε1) )| = 2;

(17) P ∼= U3(2
r)
�
P : r 6 G

* � �À�
r > 5

�
2r − 1 D

0#" - ����/[� ���@����� *
r /∈ π(G)

�

|π(2r+1
3 )| = |π( 22r−2r+1

3 )| = 1;

(18) P ∼= Lε
4(p)

* � �À�
ε ∈ {+, −} * p D 0#" - ��� - �k���@��� -�*

p > 19
�����

ε = +
�
p > 11

�����

ε = − * |π(p2 − 1)| = 3
� |π( p2+εp+1

(3, p−ε1) )| = |π(p2+1
2 )| = 1;

(19) G ∼= PSp4(2
r)
* � �À�

r > 5
�
2r − 1 D

0#" - ����/[�u���@����� *
r /∈ π(G)

* |π( 2r+1
3 )| = 1

�

|π(22r + 1)| = 2;

(20) G ∼= PSp4(3
r)
�	�	�

PGp4(3
r)
* � �À�

r > 5 D
0#" - ��� - �ä���@��� -�*

r /∈ π(G)
* |π( 3r−1

2 )| =
|π(3r+1

4 )| = 1
� |π(32r + 1)| = 3;

(21) P ∼= PSp4(p)
* � �À�

p > 29 D
0#" - ��� - �n���@��� -�* |π(p2 − 1)| = 4

� |π( p2+1
2 )| = 1;

(22) P ∼= PSp4(p)
* � �À�

p > 13 D
0#" - ��� - �n���@��� -�* |π(p2 − 1)| = 3

� |π( p2+1
2 )| = 2;

(23) G ∼= G2(p)
* � �À�

p > 13 D
0#" - ��� - �ä���@��� -�* |π(p2 − 1)| = 3

� |π( p2+εp+1
(3,p−ε1) )| = 1

�����

ε ∈ {+,−};
(24) G ∼= Sz(2r)

* � �À�
r > 13 D

0#" - ��� - �P���@��� -�*
r /∈ π(P )

* |π(2r−1)| = 1
� |π(22r+1)| = 4;

(25) G ∼= Sz(2r)
* � �À�

r > 11 D
0#" - ��� - �P���@��� -�*

r /∈ π(P )
* |π(2r−1)| = 2

� |π(22r+1)| = 3;

(26) G ∼= Aut(Sz(2r))
* � �À�

r > 7
�
2r − 1 D

0#" - ����/[�!���@����� * � |π(22r + 1)| = 3
5

Lßå'Ò�ì2Ø�Ó�Õ�×�ØäÓ�â7Ø�ð7Ó�Õ�×�Ö	í¿Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï �uÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Ûuñ�Õ�Û�ì	Ù2Ø�ÙúÓ�á	Ö2Ó�Û�å¿å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æ¿á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ
6
�

á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï6ækÜ�Ñ	ñ�á	á è á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï1ó	:^ïnÒ�Ý^Ò�Ñ	à�Ò�ð7ØMÖkT[Ñ7Ò�Ù2ÔaÒ�Ù2Ø�ênØ�Ôö× & �'û * ç,L ��Õ�Û�óõï!ØMÖ'æõÓ�Õ�Ò�Õ�ã�Ø
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Þ�Ï6â�Ò<á2Û�Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù7ÒkÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù�Ò�íÐá	Ñ2Û�Þ�â7Ø�ÔaÒ ('ç û�� � �����u�	���	�@� ������0@��$@���
q
0#" - ����/M�ö���@�����ú���@��� -

q2 − 1
�2�������^$@� ��- �@���P0������k"���
��	����$	/M�G0#" - ����/M�õ�À���	�@�����@�����

øVÒ�Ó�Õ�Ù	Ï1ónÓ�â2ñ�ì7Ò�ó ��Õ�Û�ó^á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�Ô4Ï è å�Û�Ü�ð�Ò |π(q2−1)| 6 2 è æ#Û�Ñ2Û�ênÛ�Ö	à�×�Ø�Ó�Õ�Ø�Ù
5DÓ�Ô1ç è Ù7Ò�á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ èÓ�Õ�Ò�Õ�ã�÷fb�Ø�Ñ	ò2Û�Ü�Ò6& � � * 8 � |π(q2 − 1)| 6 2
Õ�Û�Ü�ð�Ò�ÖGÕ�Û�â2ã�å�Û<Õ�Û�Ü�ð�Ò è å�Û�Ü�ð�Ò q ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 17} çXaâ2ñ�ì7Ò�Ö è å�Û�Ü�ð�Òkì	Ö2Ó�â7Û |π(q2 − 1)| Ñ7Ò�×�Ù2Û
( è "kÖ )<Ñ7Ò�Ó�Ó�Ô,Û�Õ�Ñ2Ø�Ù	ÏfÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2ÛÐÒ�×�Õ�Û�Ñ2Û�ÔÖîT�çaL[ç� MÑ7Ò�Ô4ò2Û�×�Ï�Ô & û�û è û��+* è Ò�×�Õ�Û�Ñ2Û�Ô & � �+*�ÖÿL[ç,K!ç $gÛ�â2á7Ò�å�Û�×�Û�óÿÖiÒ�×�Õ�Û�Ñ2Û�Ô & ��)+* çîNeÒ�å	Ö2Ô

Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù7Ò<å'â�Ò�Ó�Ó�Ö2ÝgÖ	å'Ò�ò	Ö	íwÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù2Ø�ó q á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ�ì	Ö2Ó�Ø�âwÕ�Ò�å	Ö'æ è ì	Õ�Û |π(q2 − 1)| 6 5
ç

:nÒ�â2ã�Ù2Ø�ó	ênØ�Ø�ñ�Õ�Û�ì	Ù2Ø�Ù	Ö2Ø ��Õ�Û�ó�å'â�Ò�Ó�Ó�Ö2ÝgÖ	å'Ò�ò	Ö	Ö á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö	ÕÐå�ð2Ö2Û�Ý^Ò�Ù	Õ�Û�×�Ï�Ôþñ�Ñ7Ò�×�Ù2Ø�Ù	Ö	í	Ô è Ñ2Ø��ênØ�Ù	Ö2Ø!å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æwÕ�Ñ	ñ�ð2Ù2ÛõÖ�ð	â2í�Ó�Û�×�Ñ2Ø�Ô,Ø�Ù	Ù2Û�ó Õ�Ø�Û�Ñ	Ö	Öwì	Ö2Ó�Ø�âÀçg]VÒ�á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ è ñ�ï!Ø!×�Û�á	Ñ2Û�Ó!å�Û�Ù2Ø�ì �Ù2Û�Ó�Õ�ÖGÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×#Ò�Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù2Ø�ó
q
á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6ækì	Ö2Ó�Ø�âuÕ�Ò�å	Ö'æ è ì	Õ�Û |π(q2 − 1)| = 3 è Ñ7Ò�×�Ù2Û�Ó�Ö'â7Ø�Ùäð7ÛnÓ�Ö'æá2Û�ÑÐÛ�Õ�å	Ñ	Ï1Õ�Û�Ô4ñG×�Û�á	Ñ2Û�Ó�ñ �_Ö¿û�('ç � )nÖ	à�� $gÛ�ñ�Ñ2Û�×�Ó�å�Û�ó�Õ�Ø�Õ�Ñ7Ò�ð2Ö��>& � � * ç

J@B^vGz7qe���eq���� 
��Ày ����� � �#r#Îar	qeq��#PMm ��{7z�����o'{7r%PMm 
��er��ur
� �ez ��o �n~ �em������þm ��PM���úq����Ð{7z � �ez � �

LfÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ø!& � � *�Ò�×�Õ�Û�Ñ2Û�Ô}ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù2Û è ì	Õ�Û�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï E7(2)
Ö
E7(3)

Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�÷MÕ�Ó�íôá2ÛÐÜ�Ñ7Ò�Ýgñ
á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ ì	Ö2Ó�Ø�âÀç $VÒ�åöÓ�â7Ø�ð7Ó�Õ�×�Ö2Ø è à�Ò�×�Ø�Ñ	ênØ�Ù2Ûuá2Û�â7Û�ï�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�ØkÑ2Ø�ênØ�Ù	Ö2Ø�á2Û�Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ù2Û�óú×ÐÛ�Þ��à�Û�Ñ2Ø!& � � *Pá	Ñ2Û�Þ�â7Ø�Ô4Ï L[ç4:kç,QwÒ�à�ñ�Ñ2Û�×#ÒwÛwÕ�Û�Ô è ì	Õ�Û�â2÷[Þ�Ò�íúå�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�íôá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ò�íôÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò è Ü�Ñ7Ò�Ýá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æwì	Ö2Ó�Ø�â�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó Ö2Ô,Ø�Ø�ÕGá2Ûkå	Ñ7Ò�ó	Ù2Ø�ó Ô,Ø�Ñ2Ø!Õ�Ñ	Ö�å�Û�Ô4á2Û�Ù2Ø�Ù	Õ�Ï>Ó�×�í'à�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è â2Ö2Þ�ÛkÑ7Ò�Ó�á2Û��à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�ÔaÒ á2ÛöÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñ è â2Ö2Þ�Û Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò A6

çþLëÙ2Ø�ð�Ò�×�Ù2Ø�óiÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ø & ( �+*gÒ�×�Õ�Û�Ñ2Û�Ôfð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù2Û èì	Õ�Û<Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò 2E6(2)
Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�Ø�Õ�Ó�íÐá2Û<Ü�Ñ7Ò�Ýgñká	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æuì	Ö2Ó�Ø�âÀç6UCÒ�Ô,Ø�Õ�Ö2Ô è ì	Õ�Û<Ü�Ñ7Ò�ÝgÏ á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æì	Ö2Ó�Ø�âÐÜ�Ñ	ñ�á	á 2E6(2) è E7(2)

Ö
E7(3)

Ó�Û�Ó�Õ�Û�í'ÕkÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2ÛõÖ	à � è û��nÖ û�)!×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù�çL�Ï1à�Ï1×#Ò�Ø�ÕÐÖ	Ù	Õ�Ø�Ñ2Ø�Ó�á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�ÔaÒuÛäÑ2Ø�Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�ÖôÒ�Þ�Ó�Õ�Ñ7Ò�å	Õ�Ù2Û�Ü�Ûuå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�Ü�ÛÐÜ�Ñ7Ò�Ý^Òk×G×�Ö'ð7Ø
Ü�Ñ7Ò�Ý^Òwá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æîì	Ö2Ó�Ø�âiÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óiå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�óiÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏVçÚR4Ò�Þ�Û�Õ è á2Û�Ó�×�í'ùnØ�Ù	Ù	Ï6æ ��Õ�Û�óîá	Ñ2Û�Þ�â7Ø��Ô,Ø[Ó�Û�×�Ó�Ø�ÔöÙ2Ø[Ô4Ù2Û�Ü�Û	çaLîÙ2Ø�Û�á	ñ'Þ�â2Ö	å�Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�ó�Þ�Ò�å'Ò�â�Ò�×�Ñ2Ó�å�Û�óÐÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ø[T�ç']�ç	� Ò�Ñ	å�Û�×#Ò è Ó�Õ�ñ�ð7Ø�Ù	Õ�ÒL[ç�:kç�QwÒ�à�ñ�Ñ2Û�×#Ò è Þ�Ï6â7ÛPð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù2Û è ì	Õ�ÛMò2Ø�á	ã[Ñ2Ø�Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Õ�Ó�í<å'Ò�ånÜ�Ñ7Ò�ÝÚá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6ænì	Ö2Ó�Ø�â�Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�óäÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏiÕ�Û�Ü�ð�Ò^ÖõÕ�Û�â2ã�å�Û!Õ�Û�Ü�ð�Ò è å�Û�Ü�ð�Ò!Ø�Ø1ð	â2Ö	Ù7ÒVÙ2ØPá	Ñ2Ø�×�Û�Ó¹æ#Û�ð2Ö	Õ�"2ç4T[Ù	Õ�Ø�Ñ2Ø�Ó�Ù2Û è ì	Õ�ÛÒ�Ù7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù7Ò�í¿á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�ÔaÒuÑ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�â�Ò�Ó�ã�NÀÛ�Ù	Ü é L�ã�Ø�Õ�Û�Ô & ('û *�ð	â2í Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò è å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï1óúÓ�Õ�Ñ2Û��Ö	Õ�Ó�íuá2Û�å�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�ó�Ü�Ñ	ñ�á	á2Ø

G
á2Û<Ó�â7Ø�ð2ñ�÷MùnØ�Ô4ñäá	Ñ7Ò�×�Ö'â2ñ ��Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�ÔÚØ�Ü�Û�×�Ø�Ñ	ê!Ö	ÙÐí'×�â2í'÷MÕ�Ó�í

á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2ÖöÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù2Ø�ó¿Ù2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï6æ æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ2Û�×�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
G è Öwð2×�Ø�×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù	Ï p

Ö
qÓ�Ô,Ø�ï�Ù	Ï_×kÙ2Ø�ÔÿÕ�Û�Ü�ð�ÒkÖ�Õ�Û�â2ã�å�ÛkÕ�Û�Ü�ð�Ò è å�Û�Ü�ð�Ò pq ð7Ø�â2Ö	ÕGÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	ãäÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�ÛäÙ2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô,Û�Ü�Ûæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ7Ò�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

G
ç

$gÛ�Ù2Ø�ì	Ù2Û è ×MÛ�Þ�ùnØ�ÔÐÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ó�ÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù7Ò�í^á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�ÔaÒPÖ2Ô,Ø�Ø�Õ[Û�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�Ø6Ñ2Ø�ênØ�Ù	Ö2Ø�ç]VÒ�á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ è Ö	à'& û �@(+*�â7Ø�Ü�å�Û¿Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ è ì	Õ�Û�Ü�Ñ7Ò�Ý è Ó�Û�Ó�Õ�Û�í'ù!Ö	óÿÖ	àuá	í'Õ�Öîá2Û�á7Ò�Ñ	Ù2Û Ù2ØuÓ�Ô,Ø�ï�Ù	Ï6æ×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù�57)��¤å�Û�å'â2Ö	å'Ò�8MÙ2Ø^Ô,Û�ï!Ø�ÕuÞ�Ï1Õ�ãkÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�Ôÿá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æÐì	Ö2Ó�Ø�âwå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�ó�Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏVç[O�ð2Ù7Ò�å�Ûk×
Ñ7Ò�Þ�Û�Õ�ØVK!ç'Z<ç2b'Ò�×�Ñ	Ö'â2÷Må'Ò è Ò�×�Õ�Û�Ñ7Ò è ]�ç2L[ç	QwÒ�Ó�â7Û�×�Û�óuÖÐT�ç	L[ç@ MÑ7Ò�Ô4ò2Û�×#Ò & (��+*ÀÞ�Ï6â7Û�á2Û�å'Ò�à�Ò�Ù2Û èì	Õ�Û^ð	â2íõâ2÷[Þ�Û�Ü�Û!Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò è Ö2Ô,Ø�÷MùnØ�Ü�Û!Ù2Ø[Þ�Û�â7Ø�ØMá	í'Õ�Öä×�Ø�Ñ	ê!Ö	Ù è å	Ñ2Û�Ô,Ø )��¤å�Û�å'â2Ö	å	Ö è ��Õ�Ò^á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�ÔaÒÖ2Ô,Ø�Ø�Õ<á2Û�â7Û�ï�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�Ø!Ñ2Ø�ênØ�Ù	Ö2Ø�ç

Zg÷Mì	Ö'ð7Û�& (��+*PÛ�á	Ö2Ó�Ò�â�Òwå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�ØGá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�ØGÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
G
Õ�Ò�å	Ö2Ø è ì	Õ�Û�Ó�×�í'à�Ù	Ï�Øäå�Û�Ô4á2Û�Ù2Ø�Ù	Õ�ÏÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò

Γ(G)
í'×�â2í'÷MÕ�Ó�íið7Ø�Ñ2Ø�×�ã�í	Ô4Ö è Õ�ç�Ø�çýÓ�×�í'à�Ù	Ï�Ô4Ö Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò�Ô4Ö è Ù2Ø�Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�ù!Ö2Ô4Ö}ò	Ö	å'â2ÏVç$[Ñ2Û�Ô,Ø!Õ�Û�Ü�Û è × ��Õ�Û�ówÑ7Ò�Þ�Û�Õ�ØnÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù2ÛäÓ�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö2Ønå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�ó�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï è Ü�Ñ7Ò�Ý á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ�ì	Ö2Ó�Ø�â�å�Û��

Õ�Û�Ñ2Û�ó¿í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í�ð7Ø�Ñ2Ø�×�Û�Ô1çäO!ç�K!ç�K�â7Ø�å�Ó�Ø�Ø�×#ÒGÖöÒ�×�Õ�Û�Ñ Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�÷MÕwÞ�Û�â7Ø�Ø<Û�Þ�ù!ñ�÷ à�Ò�ð�Ò�ì	ñ
Û�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	í Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö	íwå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�ó¿Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

G
Õ�Ò�å�Û�ó è ì	Õ�ÛäÜ�Ñ7Ò�Ý Γ(G)

Ù2Ø�Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	ÕÐÕ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	Ö �
å�Û�× 57(��¤ò	Ö	å'â7Û�×L8�çkLßÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø è å�Û�Ü�ð�ÒGÖ2Ó�Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�ÔaÒ�í¿Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò G á2Û�ì	Õ�Ö á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ò è ×GÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ø>& ( " *�Ô4Ïá2Û�â2ñ�ì	Ö'â2Ö�Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö	óGÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�ç

O��#z��e�LPMr<=CBC,P 2�����
G D

� - $@����$��+�ô0 - �����î0#" - �����+����"2 	0	0�� �#I - � - �@���
P
5 � ���	� ��"����

Γ(G)
$@�V� - �À�¯"	���@�k��"À�  �� - ����$	�	� - 
 * � - 
�/10 - �	$��������/� - ��$ - �2
n���@�¯�2 �?-A!�@�õ @��
'�¯"	�^�À��$	�	�21



� � - $@����$	/M�6��"2 	0	0����w��$@� ��- ����0!�2�î0#" - ����/��Ú��0@���@��" - � *���� � �
(1)

��"2 	0	0��
P
�2
 - � - "2�P$�� - ��$ - �ë�2
 ��"2 	0	0

An
�����

n ∈ {5, 6, 7} * L2(q)
�����

q ∈
{7, 23, 34, 11, 13, 17, 52 , 72, 29} * L3(q)

�����
q ∈ {3, 4, 5, 17} * U3(q)

�����
q ∈ {3, 7} * L4(3)

*
U4(q)�����

q ∈ {2, 3} * G2(3)
* 2F4(2)

′ * M11
*
M22 G

(2)
��"2 	0	0��

G
�2
 - � - "2�P$�� - ��$ - �ô�2
 ��"2 	0	0

A8
*
L2(q)

�����
q ∈ {24, 26} * L3(q)

�����
q ∈

{7, 8, 9} * L3(7) : 2
*
L3(9) : 2

*
U3(q)

�����
q ∈ {4, 5, 8} * U3(5) : 2

*
U3(8) : 3

*
U5(2)

* 2G2(27) G
(3) P ∼= L2(q)

�����
q ∈ {53, 172} � PGL2(q) 66 G G

(4) P ∼= L2(q)
* � �À�

q ∈ {2p, 3p} * p D $@��������$ - ��0#" - ��� - �M���@��� - � |π(q−1)| 6 2 > |π(q+1)| G
(5) G ∼= L2(p)

* � �À�
p > 17 D

0#" - ��� - �n���@��� - � |π(p− 1)| 6 2 > |π(p+ 1)| G
(6) G ∼= PGL2(p)

* � �À�
p > 17 D

0#" - ��� - �n���@��� -�*À- ���	����$ - � - �k���@����� �V�¯"@���n� � �¯"À����$	$��
� |π(p2 − 1)| = 3 G

(7) G ∼= L2(q)
* � �À�

q = pr
*
p ∈ {3, 5, 7, 17} * r D

0#" - ��� - �ô���@��� -�*
r
$@�G�À���	�@� |G| *

q ≡ ε1(mod 4)
�����

ε ∈ {+,−} * |π(q − ε1)| = π((q + ε1)/2)| = 2 G
(8) G ∼= U3(q)

* � �À�
q = 2p

*
p > 5

*
q−1

�
(q+1)/3 D

0#" - ����/[�P���@����� * |π((q2−q+1)/3)| = 1�
p
$@�6�À���	�@� |G| G
(9) P ∼= Lε

3(p)
* � �À�

ε ∈ {+,−} * p > 11 D
0#" - ��� - �ä���@��� -�*�- ���	����$ - � - �Ð���@����� �V�¯"@���k�

� �¯"À����$	$�� *
(p− ε1)3 = 3

* |π(p2 − 1)| = 3
� |π((p2 + εp+ 1)/3)| = 1 G

(10) P ∼= Sz(2f )
* � �À�õ�	� ��-

f = 9
* �	� ��-

f D
$@��������$ - �õ0#" - ��� - �w���@��� - �

max{|π(q −
1)|, |π(q −√

2q + 1)|, |π(q +√
2q + 1)|} 6 2 G

(11) G ∼= 2G2(q)
* � �À�

q = 3p
*
p > 5 D

0#" - ��� - �<���@��� -�* $@���À�����@Aõ��� |G| * |π((q − 1)/2)| =
|π((q + 1)/4)| = 1

� |π(q −√
3q + 1)| 6 2 > |π(q +√

3q + 1)| 5
T[àVÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï (nÖ & û �@(+*�â7Ø�Ü�å�Û<×�Ï1×�Û�ð2Ö	Õ�Ó�í
� �,��Î���o'{7me�2B-,P 2�����

G D
� - $@����$��+�¿0 - �����ö0#" - �����+� ��"2 	0	0��G�'��"����

Γ(G)
$@�k� - �À�¯"	���@�

��"À�  �� - ����$	�	� - 
 5[+�- � ���

(1)
�	���^���+����
��	
�$��+�G� - �40 - $@��$@������"����g�

Γ(G)
�'
����������/�õ�À�¯"À��
 - �

G
(2)

�����	�6��"2 	0	0��
G
0#" - ����� * � - ��"����

Γ(G)
$@����
��	
���$

G
(3) |π(G)| 6 8

�õ"���
'��$@����
 - � - ���������������/� * �����	�
G ∼= Aut(Sz(29))

5
UCÒ�Ô,Ø�Õ�Ö2Ô è ì	Õ�ÛÐÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒH(ÐÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�ñ�Õ�Û�ì	Ù	í	Ø�Õ�á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï1óô× & (�(+*1Ó�á	Ö2Ó�Û�åúå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGÜ�Ñ	ñ�á	áGÕ�Ò�å	Ö'æ è ì	Õ�Û�Ó�×�í'à�Ù	Ï�Øgå�Û�Ô4á2Û�Ù2Ø�Ù	Õ�Ï}Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò Γ(G) í'×�â2í'÷MÕ�Ó�íäð7Ø�Ñ2Ø�×�ã�í	Ô4Ö�ç�:!Û�å'Ò��à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ÛÐÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï (GÖ2Ó�á2Û�â2ã�à�ñ�Ø�Õ�Ñ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�ÏëÛuå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æöá2Û�ì	Õ�Ö¿á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ

n
�¤á	Ñ	Ö2ÔaÒ�Ñ	Ù	Ï6æ

Ü�Ñ	ñ�á	áGð	â2í
n 6 6

5DÓ�Ô1ç & û�û è û�� è � � è ��)+* 8�çZg÷Mì	Ö'ð7ÛúÖþQ�Û�Ü�æ�Ò�ð	ð�Ò�Ô,Ý^Ò�Ñ & (�)+*VÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö'â2Ö å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ø á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�ØwÙ2Ø�Ò�Þ�Ø�â7Ø�×�Ï Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï Ó
Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò�Ô4Öuá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGì	Ö2Ó�Ø�â è ×�Ó�ØVÓ�×�í'à�Ù	Ï�Øgå�Û�Ô4á2Û�Ù2Ø�Ù	Õ�Ï}å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æuí'×�â2í'÷MÕ�Ó�íGá2Û�â2Ù	Ï�Ô4ÖÐÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò�Ô4Ö5 å'â2Ö	å'Ò�Ô4ÖB8�çaK!ç�L[ç�L1Ò�Ó�Ö'â2ã�Ø�×!Öõ`�ç#h�ç�L�ð7Û�×�Ö	Ù & )+*�ñ�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù	Ö'â2ÖkÛ�ê!Ö2Þ�å	ÖõÖõÙ2Ø�Õ�Û�ì	Ù2Û�Ó�Õ�Ö è ð7Û�á	ñ�ùnØ�Ù �Ù	Ï�ØV×���Õ�Û�ó�Ó�Õ�Ò�Õ�ã�Ø�ç�Qöç2Reç�U�Ö	Ù2Û�×�ã�Ø�×#ÒõÖÐL[ç@:kç7QwÒ�à�ñ�Ñ2Û�× & ( � *4Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö'â2Ö�å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ø!á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�ØÙ2Ø�Ò�Þ�Ø�â7Ø�×�ÏüÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï è Ü�Ñ7Ò�ÝgÏ á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æuì	Ö2Ó�Ø�âÐå�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æÐÓ�Û�×�á7Ò�ð�Ò�÷MÕäÓ[Ü�Ñ7Ò�Ý^Ò�Ô4ÖÐá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGì	Ö2Ó�Ø�âÜ�Ñ	ñ�á	áwS^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò�Ö'â2Ö ��� ÝgÑ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Û�×�Ï6æGÜ�Ñ	ñ�á	á�ç

LôÑ7Ò�Þ�Û�Õ�ØMQöç�Reç'U�Ö	Ù2Û�×�ã�Ø�×�Û�óäÖäÒ�×�Õ�Û�Ñ7Ò	& ( � *�å'â�Ò�Ó�Ó�Ö2ÝgÖ	ò	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	ÏÚå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�ØMá2Û�ì	Õ�Öká	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�Ø
Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏþÓPÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò�Ô4Öäá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6ækì	Ö2Ó�Ø�â è ×�Ó�ØMÓ�×�í'à�Ù	Ï�Ø[å�Û�Ô4á2Û�Ù2Ø�Ù	Õ�Ïþå�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æäí'×�â2í'÷MÕ�Ó�íkå'â2Ö	å'Ò�Ô4Ö�çhgÛ�â2ñ�ì2Ø�ÙÐÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö	óuÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�ç

O��#z��e�LPMriH�B ,P 2�����
G D

� - $@����$��+�¿0 - �����¿0#" - �����+� * $ - $@�!0#" - �����+� * ��"2 	0	0�� 5 �P���õ��
��	

.$	/[�M� - �40 - $@��$@��/<��"����g�

Γ(G)
�'
����@?^���/�u�	�	�	�	���4�ö� - � ������� - ����� - � - � ��� * � - � ������"����

Γ(G)$@����
��	
���$u�
G
�2
 - � - "2�P$�� ��"2 	0	0@�P�2
n���@�¯�2 �?-Aõ��� - ��0	�@���	�@1

(1) S6
*
M10

*
PGL2(9)

*
S8
*
S12

*
Aut(L2(8))

*
Aut(L3(3))

*
L3(4) : 21

*
L3(8) : 2

*
L3(8) : 3

*

Aut(L3(8))
*
Aut(U3(3))

*
U3(9) : 2

*
Aut(U3(9))

*
Aut(U5(2))

*
Aut(3D4(2))

*
Aut(Sz(32)) G

(2) L2(2
m))〈f〉 * � �À� f D 0 - �@��
 - �w��
'� - � - "2�P�2
�� ��"2 	0	0	/ L2(2

m)
� |f | = 2k > 1 G

(3) PGL2(p)
* � �À�

p > 3 D
0#" - ��� - �!���@��� - �V�¯"@���!�	�	� � �¯"À����$	$��

G



� � ; - $#�	"������'��
 � 5�365

(4) L2(p
m)〈df〉 * � �À� p D $@��������$ - �n0#" - ��� - �G���@��� -�*

m
������$ -�*

d
�
f D

�����+� - $�������$	/1�ú�
�	$	
 - ��?^���	
�$	/1�Ð0 - �@��
 - ����
'� - � - "2�P�2
��4/ ��"2 	0	0	/

L2(p
m)

� -�- ��
'��������
'��$	$ -
G

(5) L3(2
m)〈x〉 * � �À� m > 5

*
(2m − 1)3 6= 3

* |x| = 2 · 3k * x2 D 0 - �@��
 - �Ú��
'� - � - "2�P�2
�� *
�
x3

k D
��"���� - 
�/1�w��
'� - � - "2�P�2
��4/ ��"2 	0	0	/

L3(2
m) G

(6) L3(p) : 2
* � �À�

p > 127 D
0#" - ��� - �!���@��� - � �¯"À����$	$��n�

(p− 1)3 > 9 G
(7) U3(2

m)〈f〉 * � �À� (2m+1)3 6= 3
*
f D

0 - �@��
 - �<��
'� - � - "2�P�2
��>��"2 	0	0	/
U3(2

m)
� |f | = 2l ·3k�����

l > 0 G
(8) U3(p) : 2

* � �À�
p > 17 D

0#" - ��� - �n���@��� - �V�¯"@���!�
(p+ 1)3 > 9 G

(9) G2(3
m))〈f〉 * � �À� f D 0 - �@��
 - �w��
'� - � - "2�P�2
�� ��"2 	0	0	/ G2(3

m)
�
∅ 6= π(|f |) ⊆ {2, 3} G

(10) PSp4(q)〈f〉)
* � �À�

f D
0 - �@��
 - ����
'� - � - "2�P�2
�����"2 	0	0	/

PSp4(q)
� |f | = 2k > 1 G

(11) PSp4(q))〈df〉
* � �À�

d
�
f D

�����+� - $�������$	/1�ý�f0 - �@��
 - �ë��
'� - � - "2�P�2
��4/ ��"2 	0	0	/

PSp4(q)
� -�- ��
'��������
'��$	$ - � |f | = 2k > 1

5
:!Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�Û�Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï "^Ö2Ó�á2Û�â2ã�à�ñ�Ø�Õ�Ñ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�ÏþZg÷Mì	Ö'ð7Û & " *CÛVå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æká2Û�ì	Õ�Öäá	Ñ2Û��

Ó�Õ�Ï6æGÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò�æGÓgÙ2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�Ô4ÖÐÜ�Ñ7Ò�Ý^Ò�Ô4ÖGá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æGì	Ö2Ó�Ø�âÀç
h[ñ�Ó�Õ�ã

G é å�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�íúÜ�Ñ	ñ�á	á7ÒÐÖ
V é G

� Ô,Û�ð2ñ�â2ã�Ù7Ò�ðôÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï�Ô_á2Û�â7Ø�Ô1ç¿b�Û�×�Û�Ñ#í'Õ è ì	Õ�ÛÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï1ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	ÕîÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
G
ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ � �����������2� 5 Ö'â2Ö �����ú�7�'	2���������þ� �e�Ú�n���'� � 8

Ù7Ò
V è Ø�Ó�â2ÖôÛ�ÙöÙ2ØkÖ2Ô,Ø�Ø�ÕwÙ2Ø�Ù	ñ�â7Ø�×�Ï6æöÙ2Ø�á2Û�ð2×�Ö	ï�Ù	Ï6æô×�Ø�å	Õ�Û�Ñ2Û�×�× V ç 
 Û�â2ã�ênÛ�óúÖ	Ù	Õ�Ø�Ñ2Ø�Óä×�Ï��à�Ï1×#Ò�Ø�Õ<á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�ÔaÒ ��	2� � ���2� � �7�'	����7�����������e� G �D�g�������7��� � �����V�7� � ���n��� �,� � �7� �V���2� 	���� � �n� ���

	2��� � � � �k� � G ����� � �����#��� � �����������2� ç6ReØ�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Ï_á2Û���Õ�Û�óÐá	Ñ2Û�Þ�â7Ø�Ô,Ø!Ù7Ò�æ#Û�ð2í'ÕäÔ4Ù2Û�Ü�Û�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù �
Ù	Ï�Øká	Ñ	Ö'â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	í è ×�ì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è á	Ñ	ÖöÖ2Ó�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Ù	Ö	ÖôÑ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�Öîå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æúá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æÜ�Ñ	ñ�á	á�á2ÛäÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñ�Ö'â2Ö�á2ÛkÜ�Ñ7Ò�ÝgñÐá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æwì	Ö2Ó�Ø�â è ÒkÕ�Ò�å	ï!Ø�á	Ñ	ÖwÖ	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ö	Ö¿Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö	íwå�Û�Ù2Ø�ì �Ù	Ï6æwÜ�Ñ	ñ�á	á ÓnÙ2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�ÔþÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�ÔÚá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ�ì	Ö2Ó�Ø�â 5DÓ�Ô1ç è Ù7Ò�á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ è Û�Þ�à�Û�Ñ	Ï & ��è � � *aÖ�Ñ7Ò�Þ�Û�Õ�ñT�çL:kç7X�ñ�á	Ñ	ñ�Ù2Ø�Ù	å�Û<ÖuK!ç	`�ç7UCÒ�â7Ø�Ó�Ó�å�Û�Ü�Û & ( � * 8�çh[ñ�Ó�Õ�ã

p é á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�ØÐì	Ö2Ó�â7Û è q = pl è Fq é
á2Û�â7ØÐÖ	à

q
��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× è P é Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ7Ò�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö

à�Ò�Ô4å	Ù	ñ�Õ�Û�Ø^á2Û�â7Øgæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö2Ó�Õ�Ö	å	Ö
p
Ö
G = SLn(q) é

Ó�á2Ø�ò	Ö7Ò�â2ã�Ù7Ò�íuâ2Ö	Ù2Ø�ó	Ù7Ò�íÐÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò<Ó�Õ�Ø�á2Ø��
Ù	Ö

n > 2
Ù7Ò�ðúá2Û�â7Ø�Ô

Fq
ç�� � � �2�����7�2� ��� ��� Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï G

5DÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û
G/Z(G) = Ln(q)

8
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íöâ2÷[Þ�Ò�íöØ�Øõò	Ö	å'â2Ö	ì2Ø�Ó�å'Ò�íúá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒÐá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

(qn − 1)/(q − 1)
5DÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û

(qn − 1)/(q − 1)(n, q − 1)
8	5DÓ�Ô1çÀÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ñ ¬"¬�ç � ç (GÖ	àH& � * 8�çÐKP×�Õ�Û�Ñ2Û�Ô}Þ�Ï6â�Òuá2Û�Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù7Ò�à�Ò�ð�Ò�ì7Ò

� �2� �1� � �,� � � �2�2���7�'	����7�����������e� G �D�g�������7���Ð�2���(	2���7� � P �
�����g�7� �7���2�P����� ��� �,� � �7� �V���2� �����

�����2�2� ��� 	���� � �n� ����	2��� � � � � m � � �2� � �2���7�2� ��� ��� � ��� 	 	 �
G
����� � �����#��� � �����������2� ç^TgÔ,Ø�Ù	Ù2Û

Õ�Ò�åäð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�÷MÕnÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï�Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�ÏþÖ	àMò	Ö	å'â�Ò�U�Ö	Ù	Ü�Ø�Ñ7Ò^Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
G
Ù7Ò!Ø�ØMØ�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ô

Ô,Û�ð2ñ�â7Ø!Ù7Ò�ðwá2Û�â7Ø�Ô
P
ç[UCÒ�Ô,Ø�Õ�Ö2ÔiÕ�Ò�å	ï!Ø è ì	Õ�ÛkØ�Ó�â2Ö H é å�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�í�Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒõÓ^Ù2Ø�Ó�×�í'à�Ù	Ï�ÔiÜ�Ñ7Ò��

ÝVÛ�Ô á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ¿ì	Ö2Ó�Ø�âúÕ�Ò�å'Ò�í è ì	Õ�Û F (H) 6= 1 è H = H/F (G) ∼= Ln(q)
Ö
n > 3 è Õ�ÛGð7Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö2Ø5DÓ�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ö2Ø�Ô 8PÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

H
Ù7Ò

F (H)
Ö	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ	ñ�Ø�ÕkÙ7Ò�å'Ò�ïnð7Û�ÔiÜ�â�Ò�×�Ù2Û�ÔiÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñ2ØVÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

H è×�æ#Û�ð2í'ùnØ�Ôú×
F (H) è Õ�Û�ì	Ù	Ï1óäÙ2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï1ó H � Ô,Û�ð2ñ�â2ã>5 Ù7Ò�ðGÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï�Ôúá2Û�â7Ø�Ôöá	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ü�Ûná2Û��

Ñ#í�ð2å'Ò�8 è Ù7Ògå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ôö×�Ó�Ø�Ù2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï�Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�ÏiÖ	àPò	Ö	å'â�Ò!U�Ö	Ù	Ü�Ø�Ñ7ÒVÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï H
ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�÷MÕ

Ó�×�Û�Þ�Û�ð2Ù2Û & � * ç�hgÛ���Õ�Û�Ô4ñ¿ñ�Õ�Û�ì	Ù2Ø�Ù	Ö2ØGÓ�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö	íöÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï H
×�Û�Ô4Ù2Û�Ü�Û�Ô_Ó�×�Û�ð2Ö	Õ�Ó�íúåúÖ	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ö	÷

Õ�Ò�å	Ö'æ
H
� Ô,Û�ð2ñ�â7Ø�ó�ç

KP×�Õ�Û�Ñ è K!ç�K!ç6OMÓ�Ö	Ù2Û�×�Ó�å'Ò�íÚÖÚT�ç :kç1X�ñ�á	Ñ	ñ�Ù2Ø�Ù	å�Ûú×öÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ø & " �+*[Ñ2Ø�ê!Ö'â2Ö ��Õ�ñÿÓ�â7Û�ï�Ù	ñ�÷à�Ò�ð�Ò�ì	ñu×kÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö'æuÕ�Ñ2Ø�æÐÓ�â2ñ�ì7Ò�í�æ �1Ò�81×�Ï1ì2Ø�Õõì	Ö2Ó�â�Ò
pf
á2ÛkÔ,Û�ð2ñ�â2÷

m
á2Û�Ñ2Û�ïnð�Ò�Ø�ÕGÔ4ñ�â2ã�Õ�Ö �

á'â2Ö	å'Ò�Õ�Ö	×�Ù	ñ�÷ÿÜ�Ñ	ñ�á	á	ñgá2Û�â2íVá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò
m
5 ��Õ�Û�ñ�Ó�â7Û�×�Ö2Ø�×�Ï1á2Û�â2Ù	í	Ø�Õ�Ó�í è ×Pì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è ð	â2í m = 3

8 3
Þ�8
m = 5

3 ×L8
n = 2

ç � Õ�ÛkÛ�Þ�Û�Þ�ù�Ò�Ø�Õ è ×õì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è Ñ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Ï_b�ç% MÖ	Ü�Ô,Ø�Ù7Ò 5DÓ�Ô1ç6Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ñ � ç �
Ö	à & "2û * 8�Ö�c�ç�X�Õ�÷gÒ�Ñ	Õ�Ò�5DÓ�Ô1ç�& " � è á	Ñ2Ø�ð	â7Û�ï!Ø�Ù	Ö2Ø-('ç �+* 8 è å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï�Ø�Þ�Ï6â2Ö�á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ïô×VÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø è å�Û�Ü�ð�Ò
m = 3

Ö
n = 2

ç,Reç�cMÖ'â7Ó�Û�ÙH& "�(+*@Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö'âäÙ2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï�Ø[á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	íä×gæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö2Ó�Õ�Ö	å�Ø
��å	×#Ò�à�Ö	á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï6æ!Ü�Ñ	ñ�á	á �fØ�×#Ò�â	â7Ø�Ù7Ò�ðnå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ô4Öná2Û�â2í	Ô4Ö!æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö2Ó�Õ�Ö	å	Ö � è Ü�ð7Ø�Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï1ó��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò#(VÙ2ØMÖ2Ô,Ø�Ø�Õ�Ó�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ü�Û�à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	í�û è Õ�ç'Ø�çeð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ�×�Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷MùnØ�ÔÔ,Û�ð2ñ�â7Ø^Þ�Ø�àgÙ2Ø�á2Û�ð2×�Ö	ï�Ù	Ï6æÐÕ�Û�ì2Ø�å�çaK!ç	`�ç7UCÒ�â7Ø�Ó�Ó�å	Ö	ó è L[ç'ZVØ�Ô4á	å�Ø�ÙÐÖuh�ç�SVâ2í'ó	ênÔaÒ�Ù	Ù 5DÓ�Ô1ç4& "�" èÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ñ �'ç û * 8eÛ�á	Ö2Ó�Ò�â2ÖkÒ�Þ�Ó�Û�â2÷MÕ�Ù2ÛgÙ2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï�ØPá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ïîá2Û�â2Ù2Û�ó�â2Ö	Ù2Ø�ó	Ù2Û�óõÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏôÙ7Ò�ð
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The aim of this note is to prove that each positive polynomial p in N variables with
coefficients in a unital Archimedean f -ring K is representable as a sum of squares of rational
functions over the complete ring of quotients of K provided that p is positive on the real
closure of K. For an ordered field K this is Artin’s famous theorem which answers Hilbert’s
17th problem affirmatively.

Recall some basic notions of the theory of rings; see J. Lambek [11]. Everywhere below
K is a commutative unital ring. The complete ring of quotients of a commutative ring K is
denoted by Q(K). We call K rationally complete if Q(K) ' K canonically or, equivalently,
every irreducible fraction has domain K. Given a subset A of a commutative ring K, define
the annihilator of A as A∗ := {k ∈ K : kA = {0}}. The ideals of the form A∗ are called
annihilator ideals. Thus J is an annihilator ideal if and only if J = A∗ for some subset A
of K, and this is equivalent to saying that J ∗∗ := (J∗)∗ = J . A commutative ring K is
called semiprime if its prime radical is 0, that is if it has no nonzero nilpotent elements.
The annihilator ideals in a commutative semiprime ring K form a complete Boolean algebra
A(K), with intersection as infimum and annihilator as complementation. IfK is commutative,
semiprime, and rationally complete, then every annihilator of K is a direct summand and
P(K) ' A(K) with P(K) being the Boolean algebra of idempotents of K. The lateral (or
orthogonal) completion of a commutative semiprime ring K is the least subring K ′ ⊂ Q(K)
such that for all families (x)ξ∈Ξ in K and (eξ)ξ∈Ξ in P(Q(K)) with eξeη = 0 (ξ 6= η) there
exists x ∈ K ′ such that eξx = eξxξ for all ξ ∈ Ξ.

The ring K is called formally real if a21+ · · ·+a2n ∈ J implies a1, . . . , an ∈ J for every finite
collection a1, . . . , an ∈ K and every J ∈ A(K) or, in terminology of J. Bochnak, M. Coste,
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and M.-F. Roy [3, Definition 4.1.3], every annihilator ideal in K is real. A semiprime regular
ring K is real if and only if a21 + · · ·+ a2n = 0 implies a1 = · · · = an = 0 for all a1, . . . , an ∈ K
and n ∈ N, since every principal annihilator ideal is a direct summand.

Consider commutative unital rings K and L. Say that L extends K if K is a subring
of L and the mapping J 7→ J ∩K is one-to-one from A(L) onto A(K). Say also that L is
locally algebraic over K whenever L extends K and, given x ∈ L and a nonzero I ∈ A(K),
there exist a nonzero J ∈ A(K), natural n ∈ N, and a0, . . . , an ∈ K such that J ⊂ I
and a0 + a1x + · · · + anx

n ∈ J∗. In the case of of semiprime regular rings L is locally
algebraic over K if and only if P(K) = P(L) and, given x ∈ L, for every nonzero d ∈ P(K)
there exist a nonzero e ∈ P(K), natural n ∈ N, and a0, . . . , an ∈ K such that e 6 d and
e(a0 + a1x+ · · ·+ anx

n) = 0.
An f -ring is a lattice-ordered ring K such that y ∧ z = 0 implies xy ∧ z = yx ∧ z = 0

for all x, y, z ∈ K+. A band (or polar) in K is each set of the form A⊥ := {k ∈ K : (∀ a ∈
A) |k| ∧ |a| = 0} with ∅ 6= A ⊂ K. The set of all bands B(K) in a semiprime Archimedean
f -ring K coincides with A(K) and hence is a complete Boolean algebra, since A∗ = A⊥ for
every A ⊂ K. In this note we consider only Archimedean f -rings. See more details in [2].

For a unital f -ring K the complete ring of quotients Q(A) can be uniquely made an f -
ring with K a sublattice of Q(A). This result is due to F. W. Anderson [1]; see also [8, § 10].
Moreover, the Boolean algebras P(Q(K)) and A(K) are isomorphic.

A real closure of a unital f -ringK is a rationally complete f -ringK satisfying the following
conditions: 1) Q(K) is a subring and sublattice of K with K extending Q(K), 2) K is locally
algebraic over Q(A), and 3) if K ′ is rationally complete f -ring containing K as a subring and
sublattice and locally algebraic over Q(K) then K ′ = K. Say that K is real closed whenever
K = K. See the general concept of real closed rings in [15]. The main result is stated next.

Theorem. Let K be an Archimedean unital f -ring and let K be its real closure,

so that the embeddings K ⊂ Q(K) ⊂ K hold. If a polynomial p ∈ K[x1, . . . , xN ] is

positive, that is p(a1, . . . , aN ) > 0 for all (a1, . . . , aN ) ∈ K
N
, then the representation

q2p =
∑m

j=1 kjp
2
j holds for some non-zero-divisors 0 < k1, . . . , km ∈ Q(K) and some polynomi-

als p1, . . . , pm, q ∈ Q(K)[x1, . . . , xN ] with eq(a1, . . . , aN ) = 0 equivalent to ep(a1, . . . , aN ) = 0
for all e ∈ P(Q(K)) and a1, . . . , aN ∈ K.

Remark 1. Our proof uses Boolean valued analysis which signifies the technique of
studying properties of an arbitrary mathematical object by means of comparison between
its representations in two different set-theoretic models, the von Neumann universe V and
a specially-trimmed Boolean-valued universe V(B). Comparative analysis is carried out by
means of some interplay between V and V(B) which rests on the functors of canonical em-

bedding (or standard name) X 7→ X∧ ∈ V(B) (X ∈ V), descent X 7→ X ↓ ∈ V (X ∈ V(B)),
and ascent Y 7→ Y ↑ ∈ V(B) (Y ⊂ V(B)). Accordingly, our proof is merely an interpretation of
Artin’s theorem within V(B), thus demonstrating how does a Boolean valued transfer principle
work in real algebra (as presented in [3] and [14]).

Remark 2. In particular, each Archimedean unital f -ring K has a real closure unique
up to K-isomorphism. This is a Boolean valued interpretation of Artin–Schreier Theorem
for ordered fields; see [14, Theorem 1.3.14] and [13, Theorem 28.7].

Remark 3. For every 0 6= a ∈ Q(K) there exists a least element ea ∈ P(Q(K)) with
eaa = a. Moreover, a is a non-zero-divisor of Q(eaK) and a−1 exists in Q(eaK). Now, given
p, q ∈ Q(K)[x1, . . . , xN ], we can define (p/q)(a1, . . . , aN ) := p(a1, . . . , aN )q(a1, . . . , aN )−1 if
q(a1, . . . , aN ) 6= 0, while (p/q)(a1, . . . , aN ) := 0, whenever q(a1, . . . , aN ) = 0. Say that p/q is a
rational function over Q(K) and denote by Q(K)(x1, . . . , xN ) the set of all rational functions
over Q(K). Thus the above representation can be written as p =

∑m
j=1 kj(p

2
j/q

2).
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Throughout the sequel B is a complete Boolean algebra with unit � and zero O, while
V(B) is the corresponding Boolean valued model of set theory and [[ϕ]] ∈ B is the Boolean
truth value of a set theoretic formula ϕ. All necessary information concerning Boolean values
analysis can be found in [9] and [10].

We need the following important result due to E. I. Gordon [6]. Let K be a commutative
semiprime ring and B the Boolean algebra of its annihilator ideals. Then there exist K ,F ∈
V(B) such that [[K is an integral domain and F is the quotient field of K ]] = � , K ↓ is the
lateral completion of K and F↓ is the complete ring of quotients of K. In this event K is
called the Boolean valued representation of K. Details can be found in [9, Theorem 8.3.5].

Lemma 1. Let K be a commutative semiprime ring and K be its Boolean valued rep-

resentation in V(B) with B = A(K). If L is a subring of K and L := L↑ ∈ V(B) then

(1) [[L is a subring of K ]] = � ⇐⇒ K extends L.

(2) [[K is algebraic over L ]] = � ⇐⇒ K is locally algebraic over L.

(3) [[K is algebraic closure of L ]] = � ⇐⇒ K is algebraic closure of L.

C This fact can be derived from Gordon’s result [6] by straightforward calculation of
Boolean truth values; cp. [9, Section 8.3]. B

Lemma 2. Let K, K , L, and K be the same as in Lemma 1 and, moreover, K is an

Archimedean f -ring extending L, while L is a sublattice of K. Then [[K and L are totally

ordered integral domains with K extending L ]] = � and K is a real algebraic closure of L if

and only if [[K is a field, a real algebraic closure of L ]] = � .
C The claim can be proved combining the above mentioned result by Anderson and Lem-

ma 1 in the manner similar to that of [9, Theorem 8.5.6] taking into account the fact that an
ordered field K admits a unique real closure up to K -isomorphism; see [3, Theorem 1.3.2]. B

Lemma 3. Let K be a totally ordered integral domain, K ′ be its field of quotients and K

is a real closure of K ′. If a polynomial p ∈ K [x1, . . . , xN ] is positive, i. e. p(a1, . . . , aN ) > 0

for all (a1, . . . , aN ) ∈ K
N
, then q2p = k1p

2
1 + · · · + kmp

2
m for some 0 < k1, . . . , km ∈ K ′,

p1, . . . , pm, q ∈ K ′[x1, . . . , xN ] with q(x1, . . . , xN ) = 0 if and only if p(x1, . . . , xN ) = 0.

C This is an improved version of Artin’s theorem; see [3, Theorem 6.1.3], [12, Theo-
rem 1.4.4], [13, Theorem 28.11], and [14, Theorem 2.1.12]. B

Lemma 4. Let K be an Archimedean unital f -algebra, B = P(K), and let K ∈ V(B) be

its Boolean valued representation. If [[ρ ∈ K [x1, . . . , xN ]]] = � and [[deg(ρ) 6 d∧]] for some

d ∈ N then ρ↓ ∈ K ′[x1, . . . , xN ] with K ′ := K ↓.
C Assume that [[ρ ∈ K [x1, . . . , xN ] ]] = � and fix u1, . . . , uN ∈ K. Define Nd := {1, . . . , d}

and identify N with {0, 1, . . . , N − 1}. Observe that (N∧
d)

N∧
= (NN

d )∧. There exist two

mappings α,κ : (N∧
d)

N∧ → K such that

ρ(u1, . . . , uN ) =
∑

ν∈(NN
d )∧

α(ν)κ(ν), κ(ν) =
∏

j∈N∧

u
ν(j)
j .

Let a := α↓ and k↓ stand for the modified descents of α and κ, respectively, so that a, k :
NN
d → K ′ and [[a(ν) = α(ν∧)]] = � , [[k(ν) = κ(ν∧)]] = � for all ν ∈ NN

d , see [9, 5.7.7] and [10,

§ 1.5]. Define p ∈ K ′[x1, . . . , xN ] as p(x1, . . . , xN ) :=
∑

ν∈NN
d
aνx

ν(1)
1 · . . . · xν(N)

N , aν := a(ν),

and observe that for all u1, . . . , uN ∈ K ′ we have
[[
ρ(u1, . . . , uN ) =

∑

ν∈NN
d

aν
∏

j∈N

u
ν(j)
j = p(u1, . . . , uN )

]]
= � .

It follows that ρ↓ = p. B
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C Proof of the Theorem. Let K ∈ V(B) be the Boolean valued representation of
K with B = A(K). Then K is an integral domain within V(B). By the Boolean valued
transfer principle and the maximum principle, within V(B) there exist the field of quotients
K ′ of K and the real closure K of K ′. We may assume that Q(K) = K ′↓ by the above
mentioned Gordon’s result and K = K ↓ by Lemma 2. Take a polynomial p ∈ K[x1, . . . , xN ]

and assume that p(a1, . . . , aN ) > 0 for all (a1, . . . , aN ) ∈ K
N
. Putting π := p↑, one can prove

by direct calculation of Boolean truth values that π ∈ K [x1, . . . , xN ] and π(a1, . . . , aN ) > 0

for all (a1, . . . , aN ) ∈ K
N

within V(B). By the transfer principle, Lemma 3 holds true within
V(B) and by the maximum principle there exist m ∈ N∧, π1, . . . , πm, ρ ∈ K ′[x1, . . . , xN ] such
that ρ2π = π21 + · · · + π2m and ρ(x1, . . . , xN ) = 0 if and only if π(x1, . . . , xN ) = 0 for all
x1, . . . , xN ∈ K ′. Moreover, the number of squares m 6 2∧N∧

(see [13, Theorem (Pfister)

29.3]) and the degrees of π2
j for every j and ρ2 bounded by D = 22

2α

, α := deg(π)4
N∧

(see [12, Theorem 1.4.4]). Observe now that m 6 (2∧)A
∧

= (2A)∧ for any finite set A,
since (Pfin(A))

∧ = Pfin(A
∧), see [9, Proposition 5.1.9]. Thus, we have (2N )∧ = 2N

∧
and

α 6
(
deg(p)4

N )∧
. (We identify 2 with 2∧ and 4 with 4∧.) It follows the existence of l ∈ N

with D 6 l∧. Denote q := ρ↓ and p := πj↓ (j := 1, . . . ,m). Then q2p =
∑2N

j=1 kjp
2
j and

πj, q ∈ Q(K)[x1, . . . , xN ] by Lemma 4. B

Let R be the field of reals within V(B). ThenR := R↓ ∈ V (with the descended operations
and order; see [9]) is a universally complete vector lattice, i. e. the externalization R of the
internal Boolean valued reals R is a universally complete vector lattice. This remarkable
result discovered by E. I. Gordon [5] tells us that each theorem on the reals (in the framework
of Zermelo–Fraenkel set theory) has its counterpart for the corresponding universally complete
vector lattices. In particular, R admits a unique f -ring multiplication for which a given order
unit, a positive element � ∈ R with { � }⊥ = {0}, is a ring unit.

Corollary 1. The vector lattice R is a real closed f -ring and each positive polynomial

in R[x1, . . . , xN ] is a sum of squares of rational functions in R(x1, . . . , xN ).

Two important particular cases of R were independently studied by G. Takeuti, who
observed that the vector lattice of cosets of (almost everywhere equal ) measurable function
and a commutative algebra of (unbounded) self-adjoint operators in Hilbert space can be
considered as instances of Boolean valued reals [16, 17].

Corollary 2. Let (Ω,Σ, µ) be a Maharam measure space and let L0 := L0(Ω,Σ, µ) be

the f -ring of all cosets of real measurable functions on Ω. Then any positive polynomial in

L0[x1, . . . , xN ] is a sum of squares of rational functions in L0(x1, . . . , xN ).

C A vector lattice L0(Ω,Σ, µ) is a universally complete f -algebra (with identically one
function as a ring unit) if and only if the measure space (Ω,Σ, µ) is Maharam (= localiz-
able). B

Given a complete Boolean algebra B of projections in a Hilbert space H, denote by S(B)
the space of all selfadjoint operators on H whose spectral decompositions are in B; i. e.,
A ∈ S(B) if and only if A =

∫
R λ dEλ with Eλ ∈ B for all λ ∈ R, see [17]. For A,B ∈ S(B)

put A 6 B if and only if (Ax, x) 6 (Bx, x) for all x ∈ D(A) ∩ D(B).

Corollary 3. Let H be a complex Hilbert space and B a complete Boolean algebra of

projections on H. Then any positive polynomial in S(B)[x1, . . . , xN ] is a sum of squares of

rational functions in S(B)(x1, . . . , xN ).

C S(B) is a universally complete f -algebra (and hence a unital f -ring) [17, Ch. 1, § 3]. B
Remark 4. Corollary 2 can be considered (and also proved) as a measurable version of the
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‘continuous’ solution of Hilbert’s 17th problem obtained by C. N. Delzell and re-discovered
by L. González-Vega and H. Lombardi, see [4] and [14, Theorem 4.3.4].
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K�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	ñ �fØ�×#Ò�â	â7Ø�Ù7Ò�ð á2Û�â7Ø�Ô
K è Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	ñ�÷ëÓ�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô,Û�ó�å�Û�Ñ	Ù2Ø�ó

Φ è æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö �à�ñ�÷MÕ<Þ�Ò�à�Ö2Ó�Û�Ô �fØ�×#Ò�â	â7Ø è Ó�Û�Ó�Õ�Û�í'ù!Ö2ÔîÖ	à ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× er (r ∈ Φ)
ÖÐÞ�Ò�à�Ï á2Û�ð�Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï<$VÒ�Ñ	Õ�Ò�Ù7Ò

& û è � "2ç " * çuhgÛ�ð�Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	ñ NΦ(K)
ÓõÞ�Ò�à�Û�ó {er : r ∈ Φ+} Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô �2��� ���P�@��� ����� ���2��� ç#:Vâ2í

Õ�Ö	á7Ò
An−1

Ø�Ø�Û�Õ�Û�ïnð7Ø�Ó�Õ�×�â2í'÷MÕVÓ�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�óõÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ2Û�ó!ZgÖ�Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï
NT (n,K)

Ù	Ö'â2ã�Õ�Ñ2Ø��
ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	Ï6æ

(n×n) � ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òäÙ7Ò�ð K è Õ�ç�Ø�ç4ÓPÞ�Ò�à�Û�ókÖ	àMÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6ækØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò {eij : 1 6 j < i 6 n} ç [Û�Ñ2Û�ênÛMÖ	à�×�Ø�Ó�Õ�Ù2Û è ì	Õ�ÛgÛ�Õ�Û�Þ�Ñ7Ò�ï!Ø�Ù	Ö2Ø α→ e+α
5
e é Ø�ð2Ö	Ù	Ö	ì	Ù7Ò�í<ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�8�ð�Ò�Ø�Õ[Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ôá	Ñ	Ö2Ó�Û�Ø�ð2Ö	Ù2Ø�Ù	Ù2Û�óöÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

(NT (n,K), ◦) è α ◦ β = α + β + αβ è Ù7ÒGñ�Ù	Ö	Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	ñ�÷ýÜ�Ñ	ñ�á	á	ñ

UT (n,K)
ç

L & � *4×�Ï1í'×�Ö'â2Ö2Ó�ãGÕ�Ø�Ó�Ù	Ï�Ø�Ó�×�í'à�Ö Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�× è ÒõÕ�Ò�å	ï!Ø�Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï6æwá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á�Ü�Ñ	ñ�á �á	Ï
UT (n,K)

ÖÚÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×îå�Û�â2ã�ò7ÒöZgÖ
NT (n,K)

Ù7Ò�ðþâ2÷[Þ�Ï�Ô�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö7Ò�Õ�Ö	×�Ù	Ï�Ôëå�Û�â2ã�ò2Û�Ô
KÓ�Ø�ð2Ö	Ù	Ö	ò2Ø�ó�ç�L & (+*�Û�Ù	Ö Ö	à�ñ�ì7Ò�â2Ö2Ó�ãGð	â2í�Þ�Û�â7Ø�Ø�Û�Þ�ùnØ�óöÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

R = NT (Γ,K)
ÝgÖ	Ù	Ö	Õ�Ò�Ñ	Ù	Ï6æ

Ù	Ö'â2ã�Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	Ï6æ
Γ
� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò ‖aij‖i,j∈Γ

Ù7Ò�ð
K
Óká	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù2Û�óÿò2Ø�á	ã�÷ 5Iâ2Ö	Ù2Ø�ó	Ù2Û�ñ�á2Û�Ñ#í�ð7Û��

ì2Ø�Ù	Ù	Ï�ÔôÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ô 8
Γ
Ö	Ù'ð7Ø�å�Ó�Û�×<ÖGÛ�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö2Ø�Ôúá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

<
ç 
 Ò�à�ñõà�ð7Ø�Ó�ãnð�Ò�÷MÕ

Γ
� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï

eij (i, j ∈ Γ è j < i)
ÓVÛ�Þ�Ï1ì	Ù	Ï�Ô4ÖÐá	Ñ7Ò�×�Ö'â�Ò�Ô4Ö�Ó�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	íuÖuñ'Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ù	Ö	íÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æÐØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò è ×ì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è euveij = euj

á	Ñ	Ö
v = i è ÒõÛ�Ó�Õ�Ò�â2ã�Ù	Ï�Øná	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	íwÑ7Ò�×�Ù	ÏßÙ	ñ�â2÷nçPhgÛ�Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ù7Ò�íÒ�Ó�Ó�Û�ò	Ö7Ò�Õ�Ö	×�Ù7Ò�í�Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ7Ò^â7Û�å'Ò�â2ã�Ù2Û<Ù	Ö'â2ã�á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù7Ò�íuÖäá2Û���Õ�Û�Ô4ñäÑ7Ò�ð2Ö	å'Ò�â2ã�Ù7Ò�í è Õ�ç	Ø�ç,á	Ñ	Ö2Ó�Û�Ø�ð2Ö �Ù2Ø�Ù	Ù7Ò�í�á2Û�â2ñ�Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

(R, ◦) Ø�Ó�Õ�ãäÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò 3 á2Û�Ó�â7Ø�ð2Ù	í'í�Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7ÒkÝgÖ	Ù	Ö	Õ�Ò�Ñ	Ù2Û�ó�ñ�Ù	Ö	Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã �Ù2Û�óuÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø
UT (Γ,K)

çahgÛ�ð7Û�Þ�Ù	Ï�Ø!Û�Þ�ù!Ö2Ø[å�Û�Ù2Ó�Õ�Ñ	ñ�å	ò	Ö	Ö�Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�âwK!ç	T�ç2QwÒ�â2ã�ò2Ø�×>& " * ç
L<& �+*ÀÖ & (+*Àñ�Ó�Õ�Ò�Ù2Û�×�â7Ø�Ù2ÛõÓ�â7Ø�ð2ñ�÷MùnØ�ØVÓ�Õ�Ñ	ñ�å	Õ�ñ�Ñ	Ù2Û�ØVÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ö2Ø�ç
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O��#z��e�LPMrî?7BD?7B����À�����	/ü� - ����I�� � �
Λ(R)

* ����� - I	�	�#" - 
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R = NT (Γ,K)

*
��� - ����� -<- $	���������<$ - "@��������$	/[�M0 - �B��"2 	0	0	/ü0#"��@� - �¯���	$@��$	$ - � ��"2 	0	0	/

G(R) = (R, ◦) 5bCÑ	ñ�á	á	ÏüÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�×
AutR = AutΛ(R)∩AutG(R) è AutΛ(R) Ö AutG(R)

Û�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ï
× & � *�á	Ñ	Ö

3 < |Γ| < ∞ Ö¿× & ( *C5 ×�à�Ò�Ö2Ô,Û�Ó�×�í'à�Ò�Ù2ÛwÓõÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï�Ô4ÖiÒ�Þ�Ø�â7Ø�×�Ï�Ô4ÖúÖ'ð7Ø�Ò�â�Ò�Ô4ÖB8 èå�Û�Ü�ð�Ò
K é å�Û�â2ã�ò2Û¿Þ�Ø�àGð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â7Ø�óiÙ	ñ�â2íCçîLýì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö � �����	�ÿ
!I@��0	�

Γ
$@���Ð0@�¯"�
 - � - �	�	�

0 - ���@�¯��$@��� - E��@������$@��� * � - ��"2 	0	0	/Ú��
'� - � - "2�P�2
�� - 

AutΛ(R)

�
AutG(R)

� - 
�0������+?^�^�
AutR�u
'���[��
'� - � - "2�P�2
��4/f������$#����"À��$	/ ç

h[Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â�×�×�Ï�Þ�Û�Ñ2Øgò2Ø�á	Ö
Γ
á2Û�à�×�Û�â2í	Ø�Õ�â7Ø�Ü�å�Û<á2Û�â2ñ�ì7Ò�Õ�ã<á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ	Ï}Ò�â2Ü�Ø�Þ�ÑuÖGÜ�Ñ	ñ�á	áÐÓVÒ�Ù2Û��

ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï�Ô4Ö�Ó�×�Û�ó2Ó�Õ�×#Ò�Ô4Öëá2Û}Ó�Ñ7Ò�×�Ù2Ø�Ù	Ö	÷ Ó�Û}Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô å�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�óëò2Ø�á	Ö
Γ
ç L6Ó�í'å'Ò�íýÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò

G(NT (Γ,K))
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í¿â7Û�å'Ò�â2ã�Ù2Û�Ù	Ö'â2ã�á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù2Û�óôÜ�Ñ	ñ�á	á2Û�ó è Òuá	Ñ	Ö K = GF (p)

Õ�Ò�å	ï!Øõâ7Û��
å'Ò�â2ã�Ù2ÛVå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�ó

p
�¤Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�ç,LöÕ�Ûgï!Ø1×�Ñ2Ø�Ô4í è Û�Ù7Ò[Ö2Ô,Ø�Ø�ÕVÕ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï1óõò2Ø�Ù	Õ�Ñ è Ø�Ó�â2Ö�×Vò2Ø�á	Ö ΓÙ2Ø�ÕVá2Ø�Ñ	×�Û�Ü�ÛgÖ'â2Ö<á2Û�Ó�â7Ø�ð2Ù2Ø�Ü�Û ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò è Ö<Ó�Û�×�á7Ò�ð�Ò�Ø�Õ!Ó6å�Û�Ô,Ô4ñ�Õ�Ò�Ù	Õ�Û�Ô ð	â2í!â2÷[Þ�Û�ó<á'â7Û�Õ�Ù2Û�ó<ò2Ø��á	Ö

Γ
3 ð	â2í!ò2Ø�á	ÖnÑ7Ò�ò	Ö2Û�Ù7Ò�â2ã�Ù	Ï6ænì	Ö2Ó�Ø�âõÛ�Õ�Ñ2Ø�à�å'Ò

[0, 1]
Ö
K = GF (p)

��Õ�Û[Û�Õ�Ô,Ø�ì7Ò�Ø�ÕgT�ç�:kç�K�ð7Û & ) *
Ö è Ò�Ù7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Û è :kç�QwÒ�å'â ��ó	Ù
& � *	Ó�Õ�Ñ2Û�Ö	Õ[á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ!æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö2Ó�Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö<á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�ónâ7Û�å'Ò�â2ã�Ù2Û[Ù	Ö'â2ã �á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù2Û�óÐÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏVç :^Ñ	ñ�Ü�Ö2Øgá	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ	Ïüñ�å'Ò�à�Ò�âÐ×Ðû ��� "�Ü�ç�� ç	T�ç2Q�Ø�Ñ	à�â2í'å�Û�× & � * çcMÙ	Ö	á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù	Ï1óüÑ7Ò�ð2Ö	å'Ò�â

U = UΦ(K)
á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï 
 Û�Ñ2Ø�â2íÚÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï �fØ�×#Ò�â	â7Ø�Õ�Ö	á7Ò

ΦÙ7Ò�ð
K
ÓPá2Û�Ô,Û�ù!ã�÷üå'Ò�Ù2Û�Ù	Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�óÐÝVÛ�Ñ2Ô4Ï ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×�×Q& � *@á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ùu×

NΦ(K)
á	Ñ	Ö2Ó�Û�Ø�ð2Ö �

Ù2Ø�Ù	Ù2Û�ó�Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó�ç1R4Ò�à�×�Ö	Õ�Ö2Ø!Ô,Ø�Õ�Û�ð7Û�×H& � *Àá2Û�à�×�Û�â2Ö'â7ÛkÛ�á	Ö2Ó�Ò�Õ�ãGÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4Ï}ñ�Ù	Ö	á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù	Ï6æ
á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á

U
Ü�Ñ	ñ�á	á�â2Ö2Ø�×#Ò[Õ�Ö	á7Ò�5 ×�å'â2÷Mì7Ò�í<Ó�å	Ñ	ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï�Ø1Õ�Ö	á	Ï-8eÙ7Ò�ðõá2Û�â7Ø�Ô è à�Ò�×�Ø�Ñ	ê!Ö	×VÑ2Ø�ênØ�Ù	Ö2Øá	Ñ2Û�Þ�â7Ø�Ô4Ï}Û�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	í

AutU
3 ð	â2íGå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�Ü�Û<á2Û�â2í

K
��Õ�Û é á	Ñ2Û�Þ�â7Ø�ÔaÒuû�ç )nÖ	àVÛ�Þ�à�Û�Ñ7Ò6& � * çX�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ó�Õ�ã�Û�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	óGÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�×^ð	â2í<Ñ2Ø�ênØ�Ù	Ö	í<Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Õ�Ö	å�Û�� Ô,Û�ð7Ø�â2ã�Ù	Ï6æä×�Û�á	Ñ2Û��

Ó�Û�×ôÛ�Õ�Ô,Ø�ì7Ò�â�Ò�Ó�ãô× & û�� *[Ö<& û�û * ç_h[Ñ	Ö2Ô,Ø�Ù	Ö2Ô,Û�Ó�Õ�ãîÔ,Ø�Õ�Û�ð7Û�×F& � *g×úÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	í�æþÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�×
å�Û�â7Ø�ò ZgÖ

NΦ(K)
á2Û�å'Ò�à�Ò�Ù7ÒäÕ�Ò�ÔÚï!Ø!ð	â2í�Õ�Ö	á7Ò

D4
3 ð2Ñ	ñ�Ü�Ö2ØnÓ�â2ñ�ì7Ò�Ö�Ö	à�ñ�ì7Ò�â2Ö2Ó�ãG×!& û�� *,Ö�& û�(+* ç

Liò2Ø�â7Û�Ô è ×�Û�á	Ñ2Û�ÓVÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	í AutNΦ(K)
Û�Ó�Õ�Ò�Ø�Õ�Ó�íuÙ2Ø�Ñ2Ø�ênØ�Ù	Ù	Ï�Ô 5DÓ�Ô1ç4ð�Ò�â7Ø�Ø � ��8�ç

K�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï_ZgÖ
NΦ(K)

å'â�Ò�Ó�Ó�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö'æ�Õ�Ö	á2Û�×
Bn è Dn

Ö
Cn

á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ï>×!& � *aÓ�á2Ø�ò	Ö7Ò�â2ã �
Ù	Ï�Ô4ÖÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ô4Ö�ÓVÞ�Ò�à�Ö2Ó�Û�ÔôÖ	à^ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æuØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò

eiv è
Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û è

−i < v < i 6 n, 1 6 |v| < i 6 n, −i 6 v < i 6 n, v 6= 0.
5 û+8

� Õ�ÛuØ�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2ÛÐá	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö	Õ & û "�*aå¿ÝgÖ	Ù	Ö	Õ�Ò�Ñ	Ù	Ï�ÔüÛ�Þ�Û�Þ�ùnØ�Ù	Ö	í	ÔüÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ NΦ(K)
Õ�Ö	á7Ò

BΓ è CΓÖ
DΓ

Ü�Ñ	ñ�á	á
U
å'â�Ò�Ó�Ó�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö'æöÕ�Ö	á2Û�× è ×�Û�á	Ñ2Û�Ó�Ò�Ô}á2Ø�Ñ2Ø�Ù2Ø�Ó�Ø�Ù	Ö	íöÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï û<ÖöÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	íôÒ�×�Õ�Û��

Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�×2ç>KP×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4Ï ÝgÖ	Ù	Ö	Õ�Ò�Ñ	Ù	Ï6æÚÜ�Ñ	ñ�á	á
U
5 ×�å'â2÷Mì7Ò�íþÓ�å	Ñ	ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï�Ø+8õÙ7Ò�ð á2Û�â7Ø�Ô

Ö	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ï & û�) * ç
L � (�á2Û�å'Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í è ì	Õ�Û�×�Ó�ØVÙ	Ö'â2ã�Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	Ï�Ø Γ � ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï}Ù7Ò�ð K Û�Þ�Ñ7Ò�à�ñ�÷MÕ<Ñ7Ò�ð2Ö	å'Ò�â2ã �

Ù2Û�Ø�å�Û�â2ã�ò2Û
GNT (Γ, (K) è å�Û�Ü�ð�Ò Γ = Z(+) é ò2Ø�á	ã[ò2Ø�â2Ï6æ^ì	Ö2Ó�Ø�â > 0

çM5DKPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Û è á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ôå�Û�â2ã�ò2Û�Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	Ï6æ
Γ
� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò�ç 8�]gØ�ÝgÖ	Ù	Ö	Õ�Ò�Ñ	Ù	Ï�ØVÛ�Þ�Û�Þ�ùnØ�Ù	Ö	íäñ�Ù	Ö	Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	Ï6æäÖäÕ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã �

Ù	Ï6æGÜ�Ñ	ñ�á	áÐÖ	à�ñ�ì7Ò�Ø�ÕkReç@Xaâ7Û�×�Ö	å 5 & û � *ÀÖGð2Ñ�ç 8�ç�h[Ñ	Ö2Ó�Û�Ø�ð2Ö	Ù2Ø�Ù	Ù7Ò�í�Ü�Ñ	ñ�á	á7Ònå�Û�â2ã�ò7Ò
GNT (Γ, (K))Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7ÒnÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø

UT∞(K)
Ö	à#& û � *�ÖGåÐØ�Ø[Ö2Ó�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Ù	Ö	÷_Õ�Ò�å	ï!ØVá	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ù	Ö2Ô4ÏßÔ,Ø�Õ�Û�ð2Ï & (+* ç

L � "_ñ�Ó�Õ�Ò�Ù7Ò�×�â2Ö	×#Ò�Ø�Õ�Ó�í å'Ò�Ù2Û�Ù	Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö	ó Þ�Ò�à�Ö2ÓÚá	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù2Û�Ü�Ûfâ2Ö2Ø�×#Ò}Ö'ð7Ø�Ò�â�ÒfÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

NT (n,K)
Ù7Ò�ðká2Û�â7Ø�Ô

K
ÖõÖ2Ó�Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ�Ó�íkð	â2í<â2Ö2Ø�×#ÒVÕ�Ö	á7Ò

An
à�Ò�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ù7Ò�ík×Q& û � *@à�Ò�ð�Ò�ì7Ò!ÛVå�Û�Ô �Þ�Ö	Ù7Ò�Õ�Û�Ñ	Ù2Û�Ôî×�Ï1Ñ7Ò�ï!Ø�Ù	Ö	Ö�ì	Ö2Ó�â�Òn×�Ó�Ø�æGÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×kÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

NΦ(GF (q))
å'â�Ò�Ó�Ó�Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�Ü�ÛkÕ�Ö	á7Ò'ç

J@B^tõ{7o'zBPMz����um��LP	� qem4���'o@�e��y 
�z����7q��n~úrL� 
������ÿp4�,r�� ��m �e� ��pCz 
�z¿o'm��er

T[à�×�Ø�Ó�Õ�Ù2ÛH& û * è ì	Õ�Û<â2÷[Þ�Û�ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ γ ∈ U = UΦ(K)
Û�ð2Ù2Û�à�Ù7Ò�ì	Ù2ÛGà�Ò�á	Ö2Ó�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íwá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø��

ð7Ø�Ù	Ö2Ø�Ôiå�Û�Ñ	Ù2Ø�×�Ï6æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×
xr(γr) (r ∈ Φ+),

Ñ7Ò�Ó�á2Û�â7Û�ï!Ø�Ù	Ù	Ï6æ Ó�Û�Ü�â�Ò�Ó�Ù2ÛGÝgÖ	å�Ó�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ô4ñ
5 á	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù2Û�84ñ�á2Û�Ñ#í�ð7Û�ì2Ø�Ù	Ö	÷Úå�Û�Ñ	Ù2Ø�ó�ç �6��� � �������2�7���2�2��� � ��� 	 	2� 〈NΦ(K), ◦〉 ÖnÖ	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô



�[�	������"À�  �� - ����$	/[�[0 - ��������� � "�/f������� � "��ý��
����	�@�M�G�@� -���-�� Aõ��$	��� ( �
π
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

UΦ(K)
Ù7ÒnÙ2Ø�Ø[á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô è å'Ò�åuÖu×6& � * è á2Û�â�Ò�Ü�Ò�í

π(γ) =
∑

r∈Φ+

γrer (γ ∈ UΦ(K)),

α ◦ β = π(π−1(α)π−1(β)) (α, β ∈ NΦ(K)).

L ��Õ�Û�Ô á7Ò�Ñ7Ò�Ü�Ñ7Ò�ÝVØúÔ,Ø�Õ�Û�ð2Ï & � *�á2Ø�Ñ2Ø�Ù2Û�Ó�í'Õ�Ó�í_åßÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	÷ Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�×þå�Û�â7Ø�ò_ZgÖ

NΦ(K)
ç

$ Û�Ó�Ù2Û�×�Ù	Ï�Ô Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�ÔaÒ�Ô 5 Ö'æÐá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	íwÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô � �n���2�������n� �À�g�w�����n���g�����
�,� ���g���g� 8^å�Û�â2ã�ò7Ò�ZgÖ

NΦ(K)
Öôñ�Ù	Ö	á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù	Ï6æîÜ�Ñ	ñ�á	á

U
Û�Õ�Ù2Û�Ó�Ö2Ôfò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï�Ø 5 Õ�Û�ïnð7Ø��

Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�Ø6á2Û[Ô,Û�ð2ñ�â2÷iò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�84Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4Ï è ×�Ù	ñ�Õ�Ñ2Ø�Ù	Ù	Ö2Ø6Ö!ð2Ö7Ò�Ü�Û�Ù7Ò�â2ã�Ù	Ï�ØMÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4Ï& û è�� � ç û *ÀÖ�Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4Ï è Ö	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï�Ø!Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�ÔaÒ�Ô4ÖwÛ�Ó�Ù2Û�×�Ù2Û�Ü�Û�å�Û�â2ã�ò7Ò K çbCÑ7Ò�Ý $gÛ�å�Ó�Õ�Ø�Ñ7ÒôÓ�Ö2Ó�Õ�Ø�Ôýå�Û�Ñ	Ù2Ø�óþÕ�Ö	á7Ò
An

Ö
Dn

ð7Û�á	ñ�Ó�å'Ò�Ø�ÕÿÓ�Ö2Ô,Ô,Ø�Õ�Ñ	Ö	÷ ���¤Ü�Ûöá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò'ç
L Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø�å�Û�â2ã�ò7Ò

K
Ó6Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�Ô�á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò �PØ�ónÓ�Û�á2Û�Ó�Õ�Ò�×�â2í'÷MÕgÜ�Ñ7Ò�ÝVÛ�×�Ï1ó�Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô

τ
á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò �nå�Û�â2ã�ò7Ò�ZgÖ

NΦ(K)
Öuá	Ñ	Ö2Ó�Û�Ø�ð2Ö	Ù2Ø�Ù	Ù2Û�ó�Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏVçaTgÓ�á2Û�â2ã�à�ñ�Ø�ÔîÕ�Ò�å	ï!Ø

�������
	��
����
�������������������� KP×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�ÔþÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï_Ö'â2Ö å�Û�â2ã�ò7ÒGZgÖ�Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�÷MÕ ��� 	7� � �7���2�
�P����� ��� �À� ×�Ï�Ó�Û�Õ�Ï

m è Ø�Ó�â2ÖöÛ�Ù¿í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í ×�Ù2Ø�ê!Ù	Ö2Ô á2ÛÐÔ,Û�ð2ñ�â2÷ (m − 1)
�¤Ü�ÛÐÜ�Ö	á2Ø�Ñ	ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7ÒuÖ

Õ�Û�ïnð7Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�Ôÿá2Û<Ô,Û�ð2ñ�â2÷
m
�¤Ü�ÛnÜ�Ö	á2Ø�Ñ	ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò'ç

UCÒ�Ô,Ø�Õ�Ö2Ô è ì	Õ�ÛG×�Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ7Ò�æ ZgÖ NΦ(K)
å'â�Ò�Ó�Ó�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö'æ¿Õ�Ö	á2Û�×

Bn è Dn
Ö
Cn

Þ�Ò�à�ÒäÖ	àõÔaÒ�Õ �
Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æiØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò

eiv
ÓuÖ	Ù'ð7Ø�å�Ó�Ò�Ô4Ö 5 û+8 è Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û è á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù7Ò × & � *[á2Ø�Ñ2Ø�Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö2Ø�ÔÖ	Ù'ð7Ø�å�Ó�Û�×uÖ	à ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×ÐÞ�Ò�à�Ï �fØ�×#Ò�â	â7Ø�çnhgÛ�â2ã�à�ñ�í	Ó�ãuÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô,Û�ó �fØ�×#Ò�â	â7Ø<ÛäÞ�Ò�à�Ö2Ó�Ø è á2Û�â2ñ�ì7Ò��Ø�Ô & � è â7Ø�Ô,ÔaÒ �+* ç�Ð�LP PMrôJ@BIJ@B �	$����	�¿����"2 	�@�� #"�$	/M�u� - $@������$@� � ��
��@�����ý��
����	�@�g� - ��$ - 
�/ � "������������ * ��� -

eij ∗ ejv = eiv
� * �#" - ���V� - � -�* 
�/10 - �	$��@?^���/�����@�¯�2 �?-A!�@��"���
'��$@����
�� 5

Φ = Bn, Dn : ejv ∗ ei,−v = ei,−j (i > j >| v |> 0);

Φ = Cn : ejm ∗ ei,−m = eim ∗ ej,−m = ei,−j (i > j > m > 1);

Φ = Bn : ei0 ∗ ej0 = 2ei,−j , Φ = Cn : eij ∗ ei,−j = 2ei,−i (i > j > 1).
$VÒ�ïnð2Ï1ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ<Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	ÏÚZgÖ

NΦ(K)
à�Ò�á	Ö2Ó�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íä×!×�Ö'ð7Ø ∑

aiveiv
Öká	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

Φ+ � ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò2Ø�ó ‖aiv‖
Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷MùnØ�Ü�Û�Õ�Ö	á7Ò'ç�NeÒ�å è B+

n

� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7ÒnÖ2Ô,Ø�Ø�Õ<×�Ö'ð

a10
a2,−1 a20 a21
. . . . . . . . .

an,−n+1 . . . an,−1 an0 an1 . . . an,n−1
ç

TgÓ�å'â2÷Mì7Ò�íGÙ	ñ�â7Ø�×�Û�óÐÓ�Õ�Û�â7Þ�Ø�ò è á2Û�â2ñ�ì	Ö2Ô D+
n

� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ�ç
C+
n

� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ö2Ô,Ø�Ø�Õ<×�Ö'ð

a1,−1

a2,−2 a2,−1 a21
. . . . . . . . .

an,−n . . . an,−2 an,−1 an1 . . . ann−1
ç

h[ñ�Ó�Õ�ã
Tiv

ð	â2íöå'Ò�ïnð7Û�óôÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù2Û�óôá2Û�à�Ö	ò	Ö	Ö
(iv)

Ø�Ó�Õ�ã�Ö'ð7Ø�Ò�âô×
NΦ(K) è Ó�Û�Ó�Õ�Û�í'ù!Ö	óúÖ	à×�Ó�Ø�æôÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òÿÓäÙ	ñ�â7Ø�×�Ï�Ô4ÖÿÓ�Õ�Ñ2Û�å'Ò�Ô4ÖÚÓäÙ2Û�Ô,Ø�Ñ7Ò�Ô4Ö

< i
ÖîÓ�Õ�Û�â7Þ�ò7Ò�Ô4ÖiÓäÙ2Û�Ô,Ø�Ñ7Ò�Ô4Ö

> v
çôhgÛ

Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö	÷ è T1v é
Ó�Û�×�Û�å	ñ�á	Ù2Û�Ó�Õ�ãkÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò�Ó[Ù	ñ�â7Ø�×�Ï�Ô4ÖÐÓ�Õ�Û�â7Þ�ò7Ò�Ô4ÖwÓ[Ù2Û�Ô,Ø�Ñ7Ò�Ô4Ö

> v
ç
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hgÛ�â2ã�à�ñ�í	Ó�ã�á	Ñ2Ø�ð2Ï6ð2ñ�ùnØ�ókâ7Ø�Ô,Ô,Û�ó è Ö	Ù'ð2ñ�å	ò	Ö2Ø�óäá2Û i Ù7Ò�æ#Û�ð2Ö2Ôúì'â7Ø�Ù	Ï Zi
Ü�Ö	á2Ø�Ñ	ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù2Û��

Ü�ÛuÖ'â2Ö ×�Ø�Ñ�æ'Ù2Ø�Ü�Û è ÒäÕ�Ò�å	ï!ØõÙ	Ö	ï�Ù2Ø�Ü�ÛÐò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï6æ Ñ#í�ð7Û�×�å�Û�â2ã�ò7ÒuZgÖ NΦ(K) è á	Ñ	Ö	ì2Ø�Ôþð	â2íâ2÷[Þ�Û�Ü�Û^Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö7Ò�Õ�Ö	×�Ù2ÛVå�Û�Ô,Ô4ñ�Õ�Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ü�ÛVå�Û�â2ã�ò7Ò
K
Ó1Ø�ð2Ö	Ù	Ö	ò2Ø�ó�ç,L6Ó�Ø1Û�Ù	Ö è ÒMÕ�Ò�å	ï!Ø�Ö'æ!ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò��â2Ö	à�Ò�Õ�Û�Ñ	Ïôí'×�â2í'÷MÕ�Ó�í^æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö2Ó�Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö2Ô4ÖkÖ'ð7Ø�Ò�â�Ò�Ô4Ö�ç4T[à�×�Ø�Ó�Õ�Ù2Û è ì	Õ�ÛMá	Ñ	Ö 2K = K

×�Ø�Ñ�æ'Ù	Ö	ó
Ö^Ù	Ö	ï�Ù	Ö	ó!ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï�Ø�Ñ#í�ð2Ïöå�Û�â2ã�ò7Ò�ZgÖ

NΦ(K)
Ó�Û�×�á7Ò�ð�Ò�÷MÕ[Ó�ÛPÓ�Õ�Ò�Ù'ð�Ò�Ñ	Õ�Ù	Ï�Ô�ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï�Ô

Ñ#í�ð7Û�Ô
L1 = NΦ(K) ⊃ L2 ⊃ . . . è Ü�ð7Ø Li é

Ó�ñ'Ô,ÔaÒn×�Ó�Ø�æ
Ker

ð	â2íGå�Û�Ñ	Ù2Ø�óu×�Ï�Ó�Û�Õ�Ï
> i
ç

hgÛ�ð2Ñ2Û�Þ�Ù2Ø�Ø^Ñ7Ò�Ó�Ó�Ô,Û�Õ�Ñ	Ö2ÔîÕ�Ö	á
Cn
ç,KPÙ	Ù	ñ�â2í'Õ�Û�Ñu×

K
��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò

t
Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôÿì2Ø�Ñ2Ø�à

Ann(t)
ç

�Ð�LP PMrúJ@B =CB�:����ä� - ����I�� � �
NCn(K) (n > 3)


'�¯"�$	/Ú"���
'��$@����
��@1

C(Tij) = T1,−j−1 (−i 6 j < i < n),

C(Tnj) = T1,−j−1 +Ann(2) · Tnn−1 (−n 6 j < n);

Zi = L2n−i +Ann(2) · L2n−i−1 (1 6 i < 2n− 1), Z2n−1 = L1.
;�" - ���V� - � -�* 
'���P�#�À�����	/

Tij
* −n < j < i < n

* �'
����@?^���/�Q�'��"����@���¯"��@�������������	�2�4� 5
:nÒ�â7Ø�Ønà�Ò�Ô,Ø�ì7Ò�Ø�Ô è ì	Õ�ÛäÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñ �¤å�Û�â2ã�ò2Û NCn(K)/T2,−2

Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ2Ûkå�Û�â2ã�ò	ñ�ZgÖ
NAn(K) èÕ�Ò�å�ì	Õ�ÛõØ�Ü�ÛkÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4Ï_Û�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ï}×>& � * ç1NÀØ�ÔÿÓ�Ò�Ô4Ï�Ô è Û�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö2Ø AutNCn(K)
Ñ2Ø�ð2ñ�ò	Ö	Ñ	ñ �

Ø�Õ�Ó�íGåuÜ�Ö	á2Ø�Ñ	ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï�ÔÚÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�ÔaÒ�Ô è å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï�ØVÕ�Ò�å	ï!Ø!Û�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ï í'×�Ù2Û	ç
O��#z��e�LPMr¿J@B H & û�(+* B ,P 2�����

K D
����� - I	�������	
�$ - � - �,�À @�������	
�$ - �M� - ����I - �M�¯���	$	��I@��� 5 �P�/�

.�	�	����
'� - � - "2�P�2
��ô� - ����I�� � �
NΦ(K)

���2�40	�@���@����������� - � - ���	0��
Cn (n > 4)

��������0#" - �2
�
'�¯�À�
.$	�@�V������$#����"À��$ - � - �
���	0@�¯"BI@��$@��"�������$ - � - 
�/[� - ��/

6 5
��
'� - � - "2�P�2
�� - 
 5

]gØ�ñ�â2ñ�ì	ê�Ò�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�ãuÛ�ò2Ø�Ù	å	Öw×kÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô,Ø!ð�Ò�Ø�Õká	Ñ	Ö�â2÷[Þ�Û�Ô
t ∈ Ann(2)

Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö	ó�Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ �
ÝgÖ	à�ÔîÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

NCn(K) è Õ�Û�ïnð7Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï1ówÙ7Ò!×�Ó�Ø�æuÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æuØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò7Ò�æ è å	Ñ2Û�Ô,Ø

enn−1 → enn−1 + ten−2,−n+3, enn−2 → enn−2 + ten−1,−n+3,

enn−3 → enn−3 + ten−1,−n+2.

5 ��8

KP×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4ÏfÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	ÏßZgÖ
NCn(K)

Þ�Ï6â2ÖwÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ï_Ñ7Ò�Ù2Ø�Ø & û�� *eá	Ñ	Ö�ñ�Ó�â7Û�×�Ö	Ö
2K = KÖ

Ann(3) = 0
3 ×�Ï�Ó�Û�Õ�Ò�Ü�Ö	á2Ø�Ñ	ò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï6æwÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�×õ× ��Õ�Ö'æGÓ�â2ñ�ì7Ò�í�æ

6 3
ç

OMÓ�Õ�Ò�÷MÕ�Ó�í<Ù2Ø�Ö	à�ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï�Ô4ÖkÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô4Ïî×�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ù	Ï6æ�×�& û "�*2ÝgÖ	Ù	Ö	Õ�Ò�Ñ	Ù	Ï6æ<Û�Þ�Û�Þ�ùnØ�Ù	Ö	ó<å�Û��
â7Ø�ò^ZgÖ

NΦ(K)
Õ�Ö	á2Û�×

BΓ è CΓ
Ö
DΓ

Ó,á	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù2Û�ónò2Ø�á	ã�÷
Γ
ç :Vâ2íVÖ'æVÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	í ��ÝVÝVØ�å	Õ�Ö	×�Ù2Û

Ö2Ó�á2Û�â2ã�à�Û�×#Ò�Õ�ãäÔ,Ø�Õ�Û�ð2Ï & (+*�Ö'& û�)+* è Ó�Ô1ç4Õ�Ò�å	ï!Ø	& û � * è & û " è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒuû��+* è & û � *�Ö'& � �+* ç

=CB �G� �umeqemeo�r��eq����Ðz��7z���
��#qem��
`aÓ�â2Öþ×îÒ�Ó�Ó�Û�ò	Ö7Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ôëå�Û�â2ã�ò2Ø

R = (R; +, ·) à�Ò�Ô,Ø�Ù	Ö	Õ�ãîñ'Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ù	Ö2Øwâ2Ö2Ø�×�Ï�Ô α ∗ β =
αβ − βα è Õ�Û�á2Û�â2ñ�ì7Ò�÷MÕõÒ�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ø!å�Û�â2ã�ò2Û�ZgÖ Λ(R) = (R; +, ∗) çKMÓ�Ó�Û�ò	Ö7Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Øwå�Û�â2ã�ò2Û

R
×�Ó�Ø�Ü�ð�Ò¿í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íÿá2Û�â2ñ�Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�óþÓ�Ø�ð2Ö	Ù	Ö	ò2Ø�ó

0
Û�Õ�Ù2Û�Ó�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û

á	Ñ	Ö2Ó�Û�Ø�ð2Ö	Ù2Ø�Ù	Ù2Û�Ü�Ûwñ'Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ù	Ö	í
α ◦ β = α + β + αβ

ç>$gÛ�â2ã�ò2Û
R
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í ������� � ��� ��� �À� èØ�Ó�â2Ö

(R, ◦) é Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò è Õ�ç	Ø�ç,á	Ñ	ÖGâ2÷[Þ�Û�Ô α ∈ R
Ö2Ô,Ø�Ø�Ô

α+ α′ + αα′ = α′ + α+ α′α = 0

ð	â2íGÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
α′ ∈ R è Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô,Û�Ü�Û � �������2���������n� �À� å

α
ç

h[ñ�Ó�Õ�ã
K é Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö7Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Øúå�Û�â2ã�ò2ÛþÓöØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò2Ø�óßÖ

Γ é á	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù2Û�Øöâ2Ö	Ù2Ø�ó	Ù2Ûiñ�á2Û��
Ñ#í�ð7Û�ì2Ø�Ù	Ù2Û�Ø Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�ÛîÖ'â2ÖÚò2Ø�á	ã2ç d[Ó�Ù2Û è ì	Õ�ÛúÓ�Û�×�Û�å	ñ�á	Ù2Û�Ó�Õ�ã GNT (Γ,K)

×�Ó�Ø�æ
Γ
� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò

α = ‖aij‖i,j∈Γ
ÓGñ�Ó�â7Û�×�Ö2Ø�ÔfÙ	Ö'â2ã�Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�Ö 5 Õ�çaØ�ç

aij = 0
á	Ñ	Ö

i 6 j
8nØ�Ó�Õ�ãúÒ�ð	ð2Ö	Õ�Ö	× �

Ù7Ò�íÐÜ�Ñ	ñ�á	á7ÒõÛ�Õ�Ù2Û�Ó�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2ÛäÛ�Þ�Ï1ì	Ù2Û�Ü�ÛäÓ�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	íwÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò�çMh[Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø
Γ
� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òw×kÛ�Þ�ùnØ�Ô
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Ó�â2ñ�ì7Ò�ØGÙ2ØuÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù2Û è Õ�Ò�åîå'Ò�åÿ× å�Û�â2ã�ò2ØuÙ2ØuÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ï Ó�ñ'Ô,Ô4Ï ÓuÞ�Ø�Ó�å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ô>ì	Ö2Ó�â7Û�Ô
Ù2Ø�Ù	ñ�â7Ø�×�Ï6æuÓ�â�Ò�Ü�Ò�Ø�Ô4Ï6æCç

O�ð2Ù7Ò�å�Û è ×�Ó�â2ñ�ì7Ò�ØMò2Ø�á	Ö Γ = Z{+} := {1, 2, 3, . . . } Ù7Ò�Õ�ñ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï6æäì	Ö2Ó�Ø�âuÛ�Þ�Ï1ì	Ù2Û�ØMñ'Ô4Ù2Û�ï!Ø��Ù	Ö2ØMÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òäå�Û�Ñ	Ñ2Ø�å	Õ�Ù2ÛnÖká2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ôöå�Û�â2ã�ò2Û
GNT (Γ,K) ⊃ NT (Γ,K)

ç 
 Û�â7Ø�ØMÕ�Û�Ü�Û è Ó�á	Ñ7Ò�×�Ø�ð �â2Ö	×#Ò
�Ð�LP PMr>=CBD?7B@; - ����I -

R = GNT (Z{+},K) D
"������	�	������$ - �6��$@� �'
����������/�<$	�	���

.
� - ����I - � 5

C
LÚå�Û�â2ã�ò2Ø

GNT (Z{+},K)
ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï ‖aij‖

Ógñ�Ó�â7Û�×�Ö2Ø�Ô
aij = 0

á	Ñ	Ö
i− j < k

Û�Þ�Ñ7Ò�à�ñ�÷MÕ
Ö'ð7Ø�Ò�â

Lk
ç,hgÛ�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ôôñ'Þ�Ï1×#Ò�÷Mù!Ö	óuò2Ø�Ù	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï1óÐÑ#í�ð

L1 = GNT (Z{+},K) ⊃ L2 ⊃ · · · ⊃ Lk ⊃ . . . , ∩∞
k=1Lk = 0, Lk ∗ Lm ⊆ Lk+m.

L6Ó�ØuÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñ �¯Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï
L1/Lk (k = 1, 2, 3, . . . )

í'×�â2í'÷MÕ�Ó�íôÙ	Ö'â2ã�á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù	Ï�Ô4ÖÚÖ è Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò��Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è Ñ7Ò�ð2Ö	å'Ò�â2ã�Ù	Ï�Ô4Ö�ç<L�Ï�Þ�Ø�Ñ2Ø�Ô α = ‖aij‖ ∈ L1
ç^ø[Õ�Û�Þ�Ï_á2Û�Ó�Õ�Ñ2Û�Ö	Õ�ãÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

γ = ‖cij‖ èå	×#Ò�à�Ö2Û�Þ�Ñ7Ò�Õ�Ù	ñ�÷ßå
α è ð7Û�Ó�Õ�Ò�Õ�Û�ì	Ù2ÛõÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�ãõØ�Ø k �¤ñ�÷ ð2Ö7Ò�Ü�Û�Ù7Ò�â2ã {cij : i− j = k} ð	â2íäå'Ò�ï(�ð7Û�Ü�Û<Ù2Û�Ô,Ø�Ñ7Ò

k = 1, 2, . . .
h[ñ�Ó�Õ�ã

cij = −aij
á	Ñ	Ö

i− j = 1
Öuá	Ñ	Öuâ2÷[Þ�Û�Ô

k > 1
á2Ø�Ñ	×�Ï�Ø

k − 1ð2Ö7Ò�Ü�Û�Ù7Ò�â7Ø�ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
γ
×�Ï�Þ�Ñ7Ò�Ù	ÏüÕ�Ò�å è ì	Õ�Û

γ =

k−1∑

m=1

(−α)m = −α+ α2 − α3 + · · ·+ (−α)k mod Lk+1, k = 1, 2, . . .

NeÒ�åîå'Ò�åî×�Ï�Þ�Û�Ñôð2Ö7Ò�Ü�Û�Ù7Ò�â7Ø�óÿá	Ñ	Öô×�Û�à�Ñ7Ò�Ó�Õ�Ò�Ù	Ö	Ö
k
Ù2ØäÖ	à�Ô,Ø�Ù	í	Ø�Õ�ð2Ö7Ò�Ü�Û�Ù7Ò�â2ÖiÓGÔ,Ø�Ù	ã�ê!Ö2Ô4Ö

Ù2Û�Ô,Ø�Ñ7Ò�Ô4Ö è Õ�Ûõñ�å'Ò�à�Ò�Ù	Ù	Ï1ó¿Ò�â2Ü�Û�Ñ	Ö	Õ�ÔÚá2Û�Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö	í�ð�Ò�Ø�ÕGÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ γ = ‖cij‖ ∈ L1
ç#5 $gÛ�Ñ	Ñ2Ø�å	Õ �

Ù2Û�Ó�Õ�ã!à�Ò�á	Ö2Ó�Ö ∑k−1
m=1(−α)m

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ÏþÓ�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ!Õ�Ò�å	ï!Ø[Ö	àMÕ�Û�Ü�Û è â2÷[Þ�Û�óäØ�Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	ÕnØ�Ó�Õ�ã�Ó�ñ'Ô,ÔaÒÓ[å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ôÿì	Ö2Ó�â7Û�ÔôÙ2Ø�Ù	ñ�â7Ø�×�Ï6æuÓ�â�Ò�Ü�Ò�Ø�Ô4Ï6æCç 8
Xîð2Ñ	ñ�Ü�Û�óÐÓ�Õ�Û�Ñ2Û�Ù	Ï è á	Ñ	ÖGâ2÷[Þ�Û�Ô k = 1, 2, . . .

Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ �¯Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï
L1/Lk+1

Ù	Ö'â2ã�á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù	ÏüÖ

α ◦ γ = γ ◦ α = 0 mod Lk+1.
NeÒ�å	Ö2ÔüÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è γ é å	×#Ò�à�Ö2Û�Þ�Ñ7Ò�Õ�Ù	Ï1ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�å

α è å�Û�â2ã�ò2Û

L1 é
Ñ7Ò�ð2Ö	å'Ò�â2ã�Ù2Û�Ø^Ö è Ù7Ò�á	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ è Ø�Ü�Û ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ ∑∞

k=1 ek+1k
Ù2Ø[í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íuÙ	Ö'â2ã�á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù	Ï�Ô1ç

B

OPá	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö2ØiÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×
Tiv (i, v ∈ Z{+} è i > v)

Ö	à � � å�Û�Ñ	Ñ2Ø�å	Õ�Ù2Û}Öfð	â2í Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

NT (Z{+},K)
çaKPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2ÛõÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í	Ø�ÔîÖ'ð7Ø�Ò�â2Ï

GNij
Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

GNT (Z{+},K)
ç

h[ñ�Ó�Õ�ã
H
ÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï1ó Ò�Þ�Ø�â7Ø�×õÖ'ð7Ø�Ò�âwå�Û�â2ã�ò7Ò<ZgÖ

GNT (Z{+},K)
Ö
m é Ù7Ò�Ö2Ô,Ø�Ù	ã�ê!Ö	ó

Ù2Û�Ô,Ø�ÑúÙ2Ø�Ù	ñ�â7Ø�×�Û�óôÓ�Õ�Ñ2Û�å	Ööð	â2í¿×�Ó�Ø�æúÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òúÖ	à
H è Ó�å'Ò�ï!Ø�Ô è ÓkÙ2Ø�Ù	ñ�â7Ø�×�Û�ó (m, j)

�¤á	Ñ2Û�Ø�å	ò	Ö2Ø�ó
Hmj

çahgÛ�â2ã�à�ñ�í	Ó�ã<×�å'â2÷Mì2Ø�Ù	Ö	í	Ô4Ö

(Kesm ∗H) ∗Kejv = (KHmjK)esv ⊂ H ⊆ C((KHmjK)esv), 1 6 v < j < m < s,

ð	â2íkå�Û�â2ã�ò7Ò
K
Þ�Ø�àMð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â7Ø�óuÙ	ñ�â2íkÙ7Ò�æ#Û�ð2Ö2Ô

H ⊆ GN1m−1 ∩GNT (Z{+},KHmjK)
Ö è Þ�Û�â7Ø�ØÕ�Û�Ü�Û è H ⊆ GNmm−1

ç,hgÛõÒ�Ù7Ò�â7Û�Ü�Ö	ÖÐÓ#& (+* è á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô
O��#z��e�LPMrH=CBIJ@B ,P 2�����

K D
� - ����I - � ��
6�À���	�@�����@���k$� ���� 5 ���À�����	/

GNi+1,i
*
i = 1, 2, 3, . . . ,�@�����¯"�0	/1
��+?^��
'���[�����2���2��������$	/[�n� � ���@��
�/ß�#�À�����	/}
õ� - ����I����

R = GNT (Z{+},K)
�
Λ(R)

*
�<�����	�<�M
'���M�����2���2��������$	/[�^� � ���@��
�/ü$ - "@��������$	/[�M0 - �B��"2 	0	0	/ü0#"��@� - �¯���	$@��$	$ - � ��"2 	0	0	/ 5

hgÛ�å'Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í è ì	Õ�Ûn×!ñ�Ó�â7Û�×�Ö	í�æäÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ÏþÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�× AutΛ(R)
Ö
AutG(R)Ó�Û�×�á7Ò�ð�Ò�÷MÕöÓ

AutR
Öÿ×�Ó�í'å	Ö	óÚÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô>í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íîá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø�ÔýÓ�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ö	íiÛ�Þ�Ñ7Ò��

Õ�Ö2Ô,Û�óôÕ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù2Û�ó
Z{+} � ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò2Ø�óîÙ7Ò�Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô è Ö	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï1óÚÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Û�ÔÛ�Ó�Ù2Û�×�Ù2Û�Ü�Û<å�Û�â2ã�ò7Ò

K
ç,Reç�Xaâ7Û�×�Ö	å'& û � *�Ö2Ó�Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�â�Ò

AutG(R)
×<Ó�â2ñ�ì7Ò�Øgá2Û�â2í |K| > 2

ç



" � � ��
2�� 	�Ð� 5@�ú5 * � �@����
�"��	$ � 5 � 5 * J - �B?M$�� � 5 : 5 * K[/ ����$	� - 
ä� 5 � 5

H�B^vGr	qez7qem �e� ��pem � �7r �#m��Q�,me�#{7r�mCÎa�#rL�,r�rL� 
��������
NT (n,K)

L ��Õ�Û�Ô�á7Ò�Ñ7Ò�Ü�Ñ7Ò�ÝVØ�ñ�Ó�Õ�Ò�Ù7Ò�×�â2Ö	×#Ò�Ø�Õ�Ó�í>5 á2Ø�Ñ	×�Ï�ÔwÖ!Õ�Ñ2Ø�Õ�ã�Ö2Ô�Ò�×�Õ�Û�Ñ7Ò�Ô4ÖB8Àå'Ò�Ù2Û�Ù	Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö	óõÞ�Ò�à�Ö2Ó
á	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù2Û�Ü�Ûgâ2Ö2Ø�×#Ò[Ö'ð7Ø�Ò�â�ÒgÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

NT (n,K)
Ù7Ò�ð<á2Û�â7Ø�Ô

K
ÖnÖ2Ó�Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ�Ó�í�ð	â2í!â2Ö2Ø�×#ÒMÕ�Ö �

á7Ò
An

à�Ò�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ù7Ò�í<×	& û � *7à�Ò�ð�Ò�ì7Ò^Ûgå�Û�Ô,Þ�Ö	Ù7Ò�Õ�Û�Ñ	Ù2Û�Ôö×�Ï1Ñ7Ò�ï!Ø�Ù	Ö	Ökì	Ö2Ó�â�Òg×�Ó�Ø�ænâ2Ö2Ø�×�Ï6æ<Ö'ð7Ø�Ò�â7Û�×2çøVÒ�Ó�Õ�Ö	ì	Ù2Û�ØPñ�á2Û�Ñ#í�ð7Û�ì2Ø�Ù	Ö2ØMÙ7ÒgÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æõá2Û�à�Ö	ò	Ö	í�æ<×�×�Û�ð2Ö2Ô è á2Û�â�Ò�Ü�Ò�í (u, v) > (i, j) è Ø�Ó�â2Ö

1 6 v 6 j < i 6 u 6 n
ç,L�Ï6ð7Ø�â2Ö2ÔôÖ'ð7Ø�Ò�â2Ï

Tij = T (i, j) :=
∑

(u,v)>(i,j)

Keuv, Q(i, j) :=
∑

(u,v)>(i,j)

Keuv.

�������
	��
����
���� � ��� � �Ð�2� � � � ������� � � �2��� � ���'	7���2� n Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�÷MÕV×�Ó�í'å�Û�ØPÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û!ÔaÒ�Õ �Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æGá2Û�à�Ö	ò	Ö	óÐ×�Ö'ð�Ò

L = {(i1, j1), (i2, j2), . . . , (im, jm)},

j1 < j2 < . . . < jm, i1 < i2 < . . . < im 6 n, jt < it (1 6 t 6 m).
�Ð�2� � � � ������� � � �2��� Ù2Ø�á	ñ�Ó�Õ�Û�Ü�Û¿Ù2Ø�Ù	ñ�â7Ø�×�Û�Ü�Û¿á2Û�ð7Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×#Ò

H ⊆ NT (n,K)
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô

Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û
L = L (H)

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æuá2Û�à�Ö	ò	Ö	óuÕ�Ò�å�Û�Ø è ì	Õ�Û

H ⊆ T (L ) :=
∑

(i,j)∈L

T (i, j),

Ù2Û�á	Ñ	ÖGâ2÷[Þ�Û�óGà�Ò�Ô,Ø�Ù2Ø
T (i, j)

Ù7Ò
Q(i, j)

×õÓ�ñ'Ô,Ô,Ø[×�å'â2÷Mì2Ø�Ù	Ö2ØVÙ7Ò�Ñ	ñ�ê�Ò�Ø�Õ�Ó�íCç
ZgÖ2Ø�×�Ï Ö'ð7Ø�Ò�â2Ï å�Û�â2ã�ò7Ò

NT (n,K)
5 Õ�ç1Ø�çfÖ'ð7Ø�Ò�â2Ï Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ü�Ûÿå�Û�â2ã�ò7ÒöZgÖB8õÙ7Ò�ð

á2Û�â7Ø�ÔôÖ'â2ÖuÕ�Ø�â7Û�Ô
K
Û�á	Ö2Ó�Ï1×#Ò�Ø�ÕkÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù�Ò�í

O��#z��e�LPMrÿH�BIJ & � è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ � 5É¬ 8 * B ,P 2�����
K D

����� -�5 �!��$� ��@��
��+�ö���	���@���	
�$��+��0 - �B��"2 	0	0��

H
� - ����I��

NT (n,K)
�'
����������/����� - �	�@��
�/��ô�#�À����� - �þ� - � ���!��� - ����� - � - � ��� * � - � ���@1

Ò�8
Keij ⊆ H

�����ú��? ��- �î0 - 
���I	�	�
(i, j)

* �@�����+Aõ���î$����	�	�î0 - �Ú�@������$	��I@���
L (H) G

�@�
.�	��?n����$	�@�^� - �� @�ä� - ������
��������G�	��0 �õ ����	/ß�@������$	��I	/

L (H)
� * �#" - ���n� - � -�* 0 - 
���I	�	�

(s, k)
�

(k+1,m)

<� - �î���� ��#��� * � - � ���V0 - 
���I	�	�

(s, k+1)
�
(k,m)

- ��$ - 
�"À������$	$ - �'
����@?^���/�� ��������4�
GÞ�8 �����	�

(s, k+1)
�
(k,m) D

 ����	/Ú�@������$	��I	/
L (H)

* � - �	� ��-
H ⊇ Kek+1,m+Kesk

* �	� ��-
- � -�� "����<��$	�@�

ϕ : akm → as,k+1
* ‖auv‖ ∈ H

* �������M�2
 - � - "2�P�2
������	���@���	
�$ - � ��"2 	0	0	/
Hkm


'��� �

(k,m) .
� -�- "#���	$����G������"���I��2


H
$��

Hk+1,m
�
H ⊇ {xaek+1,m − aϕxesk : x ∈ K, a ∈ Hkm} G
G���� ��#��� * � - � ���

K D
0 - �@� *

ϕ : a→ ca
*
a ∈ Hkm

* �����ä$@��� - � - " - � -
c 6= 0

�2

K
5

�������
	��
����
���� � ��� � K�ð	ð2Ö	Õ�Ö	×�Ù	ñ�÷_á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ
S
á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×#Ò

Vm
Ó�Õ�Ñ2Û�åuð	â2Ö	Ù	Ï

m
Ù7Ò�ð

á2Û�â7Ø�Ô 5 Ö'â2Ö^Õ�Ø�â7Û�Ô 8
K
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô � ��� � �������2�2��� è Ø�Ó�â2Ö!á	Ñ	ÖVâ2÷[Þ�Û�Ô i è 1 6 i 6 m è × S Ó�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	ÕkÓ[Ù2Ø�Ù	ñ�â7Ø�×�Û�ó
i
� Û�óuå�Û�Û�Ñ�ð2Ö	Ù7Ò�Õ�Û�ó�ç

ø[Õ�Û�Þ�Ïÿà�Ò�ð�Ò�Õ�ã^á	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù	Ï1ókÖ'ð7Ø�Ò�â
H 6= 0

å�Û�â2ã�ò7Ò
NT (n,K)

Ù7Ò�ðõÕ�Ø�â7Û�Ô
K è à�Ò�ÝgÖ	å�Ó�Ö	Ñ	ñ �Ø�Ô

L (H)
ÖõÓ�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	ñ�÷Úá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ65 á2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�Û è å�Û�Ü�ð�Ò H é Ö'ð7Ø�Ò�âäÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï-8 S m � Û�ó

ð7Ø�å'Ò�Ñ	Õ�Û�×�Û�ówÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö�Ò�ð	ð2Ö	Õ�Ö	×�Ù2Û�ó�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï Õ�Ø�â�Ò
K
ç2:Vâ2í

Q(L ) :=
∑

(i,j)∈L
Q(i, j)

á2Û�â�Ò�Ü�Ò�Ø�Ô

H(L , S) = Q(L ) + {a1ei1,j1 + a2ei2,j2 + · · ·+ ameim,jm : (a1, a2, . . . , am) ∈ S}. 57(�8

X�Û�Ü�â�Ò�Ó�Ù2Û & ��( è Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ � * 5Ið	â2íÐÒ�â2Ü�Ø�Þ�ÑB86Ö & � " è Ó�â7Ø�ð7Ó�Õ�×�Ö2Ø "2ç �+*ÀÓ�á	Ñ7Ò�×�Ø�ð	â2Ö	×#Ò
O��#z��e�LPMr H�B H�B[�P�/�'�	�	�ô$@��$� ��@��
 - �ú�#�À�����ô� - ����I��

NT (n,K)
$����ÿ0 - �@���

K
- ��$ - 
�$�����$ -

0#"À�¯�À������
����������/�G�#�À����� - �ö
��#���
H(L , S)

0#"��k0 - ��� - �B�@Aõ���ú
�/ ��- "À���4$ - �<������
��
L
 ���� - 
k�����

.0@��$	�
n
�ä� -�� ����
'��$	$ - �u���	���@���	
�$ - �k0 - �B��"2 	0	0	/

S


Vm
5 ,�"�� E�� - ��"���
��	����$	/�� 0���"����

(L , S)� -�- ��
'��������
� �?^�g"���
��	����$	/[�M�#�À�����	/ 5



�[�	������"À�  �� - ����$	/[�[0 - ��������� � "�/f������� � "��ý��
����	�@�M�G�@� -���-�� Aõ��$	��� "�(

:Vâ2íGá2Û�Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö	íGÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×õ×6& ��( è�� � *À×�×�Ø�ð7Ø�Ù2Û�á2Û�Ù	í'Õ�Ö2Ø �g���P���2���2���ä�7� � �n�2� � � ç�������
	��
����
���� � ����� �Ð���P���2���2���k�7� � �n�2� �7��� ÓMñ�Ü�â�Ò�Ô4Ö
L
Ù7Ò�à�Û�×�Ø�Ôöâ2Ö	Ù	Ö	÷ 5DÛ�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Ô

Õ�Ò�å	ï!ØMì2Ø�Ñ2Ø�à
L
8 è á	Ñ2Û�æ#Û�ð2í'ù!ñ�÷ × n×n � ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò2Ø è å'Ò�åõ×^å	×#Ò�ð2Ñ7Ò�Õ�Ø[Ó n2 Õ�Û�ì	å'Ò�Ô4Ö è Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2ÔÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô��,á2Û

i1
� Ó�Õ�Ñ2Û�å�ØVÛ�ÕGû��¤Ü�Û�Ó�Õ�Û�â7Þ�ò7Ò!ð7Ûná2Û�à�Ö	ò	Ö	Ö

(i1, j1) è
Û�ÕnÙ2Ø�Ø[á2Û

j1
� Ô4ñkÓ�Õ�Û�â7Þ�ò	ñõð7Û

i2
�¤ó

Ó�Õ�Ñ2Û�å	ÖGÖäá2ÛnÙ2Ø�ókð7Û
(i2, j2)

ÖäÕ�ç�ðÀç è á2Û im
�¤óGÓ�Õ�Ñ2Û�å�ØVÛ�Õ

jm−1
�¤Ü�ÛnÓ�Õ�Û�â7Þ�ò7Ò^ð7Ûná2Û�à�Ö	ò	Ö	Ö

(im, jm) èÛ�Õ�Ù2Ø�Øgá2Û
jm

� Ô4ñäÓ�Õ�Û�â7Þ�ò	ñkð7Û
n
� Û�óuÓ�Õ�Ñ2Û�å	Ö�ç




0
0

(i1,j1)

ç ç ç �

(i2,j2)

ç ç ç
ç ç ç

L

ç ç ç
ç ç ç ç ç ç

ç ç ç
(im,jm) 0

0




:Vâ2íwÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ö	íwÖ'ð7Ø�Ò�â�Ò
H 6= 0

å�Û�â2ã�ò7Ò
NT (n,K)

ð7Û�Ó�Õ�Ò�Õ�Û�ì	Ù2ÛGñ�å'Ò�à�Ò�Õ�ãG×�à�Ò�Ö2Ô,Û�Ó�×�í'à�ã���â7Ø��
Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×õÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òÐÖ	à

H
×<ñ�Ü�â�Ò�ækâ7Ø�Ó�Õ�Ù	Ö	ò	Ï

L
ç2:Vâ2íäâ2Ö2Ø�×�Ï6æGÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�× ��Õ�Û�Ü�Û�Ù2Ø�ð7Û�Ó�Õ�Ò�Õ�Û�ì	Ù2Û	ç

cMå'Ò�ï!Ø�ÔßÓ�Ø�ó	ì7Ò�ÓäÒ�â2Ü�Û�Ñ	Ö	Õ�Ô}á2Û�Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö	íúÞ�Ò�à�Ö2Ó�Òu×Ðâ2Ö2Ø�×�Û�ÔüÖ'ð7Ø�Ò�â7Ø
H
Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

NT (n,K)ÓäÝgÖ	å�Ó�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï�Ô>Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ôfñ�Ü�â7Û�×
L = L (H)

Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö
n
ç¿cMÜ�Û�â

(k, v)
×
H
Ù7Ò�à�Û�×�Ø�Ô

� � � �����2� �À� è Ø�Ó�â2Ö Q(k, v) 6⊆ H
Ö�â2Ö2Þ�ÛÐ×

H
Ó�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕÐñ�Ü�Û�â

(s, k + 1)
Ö
Q(s, k + 1) 6⊆ H5DÓ�â2ñ�ì7Ò�ó

(k+1, k)
� � � � �����2�2��� 	2��� � � � �2��� 8 è â2Ö2Þ�ÛgÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õgñ�Ü�Û�â (v−1, j)

Ö
Q(v−1, j) 6⊆ H

ç
OPÕ�Ô,Ø�Õ�Ö2Ô è ì	Õ�ÛPÓ�â2ñ�ì7Ò�ó!Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö7Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ü�ÛMÖ'ð7Ø�Ò�â�Ò H Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

NT (n,K) è Õ�ç�Ø�ç�å�Û�Ü�ð�Ò Q(L ) ⊆
H è Ö	à�ñ�ì2Ø�Ùõ× "2ç �'ç4hgÛ���Õ�Û�Ô4ñ�ð�Ò�â7Ø�Ø Q(L ) 6⊆ H è Õ�Ò�åõì	Õ�ÛVá2ÛVÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô,Ø "2ç � è Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û n(H)

×�Ó�Ø�æ
Ù2Û�Ô,Ø�Ñ2Û�×

k
Ó
(k + 1, k)

� Ó�×�í'à�Ò�Ù	Ù2Û�ó á7Ò�Ñ2Û�óþñ�Ü�â7Û�×
(k, v(k))

Ö
(s(k), k + 1)

×
H
Ù2Ø�á	ñ�Ó�Õ�Û�ØwÖ

n(H) ⊆ {2, 3, . . . , n − 2} (n > 4)
çÚOMÞ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôfì2Ø�Ñ2Ø�à

Q∗(L )
á2Û�ð�Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	ñ è Þ�Ò�à�Ö2ÓGå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óÓ�Û�Ó�Õ�Ò�×�â2í'÷MÕ¿ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï�ØuØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò	Ï

euv ∈ H
Õ�Ò�å	Ö2Ø è ì	Õ�Û (u, v) > (i, j)

æ#Û�Õ�íôÞ�Ïëá	Ñ	ÖîÛ�ð2Ù2Û�Ô

(i, j) ∈ L
ç,T[àVÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ÏF"2ç �!â7Ø�Ü�å�Û<×�Ï1Õ�Ø�å'Ò�Ø�Õ

�Ð�LP PMrüH�B �CB ,P 2�����
H D

�	�@��
 �#�À�����Ú������� � "�/
NT (n,K)

�
Q(L ) 6⊆ H

5 +�- � ��� � ��
��
0 - ��������� � "�/

Q∗(L )
� - 0 - �	$��������/�n� - � ��
�/î


Q(L )∩H - ��$ - 
�$�����$ -n- 0#"À�¯�À���@��$	$	/��4�
E��@������$
.�����4�

βk = ek+1,v(k) − bkes(k),k ∈ Q∗(L ) + ek+1,k ∗H (k ∈ n(H)).
5 "L8

,�" - �2
�
 - ����$	/1�!E��@������$@�
α ∈ H

0#"À�¯�À������
����������/� - ��$ - 
�$�����$ - 0 - � - �2 ���?
Q(L ) ∩H 
<
��#�À�

α =
∑

k∈n(H)

akes(k),k +
∑

(u,v)∈L

auveuv.
57)�8

L�Ï�Þ�Ø�Ñ2Ø�Ôîñ�Ü�Û�â
(i1, j1)

×
H
ÓgÙ7Ò�Ö2Ô,Ø�Ù	ã�ê!Ö2ÔîÙ2Û�Ô,Ø�Ñ2Û�Ô

j1 > 1
3 ì2Ø�Ñ2Ø�à

H1
Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôÿá2Û�ð�Ò�â �

Ü�Ø�Þ�Ñ	ñúÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òô×
H
ÓkÙ	ñ�â7Ø�×�Û�ó

(i1, j1)
� Û�óôå�Û�Û�Ñ�ð2Ö	Ù7Ò�Õ�Û�ó�çôL�Ï�Þ�Ø�Ñ2Ø�Ô_á2Û�â7Ø�Ô,Ô,ØQ"2ç � Þ�Ò�à�Ö2Ó�Ù	Ï1ó

��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ
α1 = ei1j1 + α′

1 ∈ H
×�Ö'ð�Ò>57)�8�Õ�Ò�å è ì	Õ�Û α′

1 ∈ H1
ça`aÓ�â2ÖÐá2Ø�Ñ2Ø�Ó�Ø�ì2Ø�Ù	Ö2Ø

L ∩ L (H1)
Ù2Ø

á	ñ�Ó�Õ�Û�Ø è Õ�Ûäñ�Ü�Û�â (i2, j2)
Ö	à�Ù2Ø�Ü�Ûä×�Ï�Þ�Ø�Ñ2Ø�Ô ÓnÙ7Ò�Ö2Ô,Ø�Ù	ã�ê!Ö2Ô Ù2Û�Ô,Ø�Ñ2Û�Ô

j2 > j1
çnøgØ�Ñ2Ø�à

H2
Û�Þ�Û��

à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôüá2Û�ð�Ò�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	ñ ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òö×
H1

Ó�Ù	ñ�â7Ø�×�Û�ó
(i2, j2)

�¤å�Û�Û�Ñ�ð2Ö	Ù7Ò�Õ�Û�ó�çuL�Ï�Þ�Ø�Ñ2Ø�Ô á2ÛGâ7Ø�Ô,Ô,Ø#"2ç �
Þ�Ò�à�Ö2Ó�Ù	Ï1ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ

α2 = ei2j2 + α′
2 ∈ H1

×�Ö'ð�Ò657)�8�Õ�Ò�å è ì	Õ�Û α′
2 ∈ H2 è

ÖGÕ�ç4ðÀç
]VÒgå'Ò�å�Û�Ô �¤Õ�Û

t
� Û�Ô ê�Ò�Ü�ØPá2Û�â2ñ�ì	Ö2ÔöÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

αt = eitjt + . . .
Ö	à
Ht−1

Ó�ñ�Ü�â7Û�Ô
(it, jt) ∈ L ∩

L (Ht−1)
Õ�Ò�å	ñ�÷ è ì	Õ�Ûká2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�Û Ht

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò�Ö	à
Ht−1

Ó^Ù	ñ�â7Ø�×�Û�ó
(it, jt)

�¤å�Û�Û�Ñ�ð2Ö	Ù7Ò�Õ�Û�ó



"�" � ��
2�� 	�Ð� 5@�ú5 * � �@����
�"��	$ � 5 � 5 * J - �B?M$�� � 5 : 5 * K[/ ����$	� - 
ä� 5 � 5

â7Ø�ï�Ö	Õî×
Q(L ) ∩ H

çý]gØ�Õ�Ø�Ñ#í'í Û�Þ�ù!Ù2Û�Ó�Õ�Ö è Ó�ì	Ö	Õ�Ò�Ø�Ô è ì	Õ�Û j2
�¯Ò�íÚå�Û�Û�Ñ�ð2Ö	Ù7Ò�Õ�Òÿ×�Ø�å	Õ�Û�Ñ7Ò

α1Ù	ñ�â7Ø�×#Ò�í è . . . è jt
�¤Ï�Øgå�Û�Û�Ñ�ð2Ö	Ù7Ò�Õ�Ïß×�Ø�å	Õ�Û�Ñ2Û�×

α1, . . . , αt−1
Ù	ñ�â7Ø�×�Ï�Ø�ç�hgÛ�â7Ø�Ô,Ô,Ø "2ç � á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ôî×

H
��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ï

αi =
∑

k∈n(H)

ãikes(k),k +
∑

(u,v)∈L

aiuveuv, 1 6 i 6 t.
5 � 8

d[Ó�Ù2Û è ì	Õ�Û H + Q(L ) é Ö'ð7Ø�Ò�âôÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï
NT (n,K)

ç<hgÛGÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô,Ø#"2ç � è Û�Ù à�Ò�á	Ö2Ó�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í×!×�Ö'ð7Ø
H(L , S)

Ö	à�57(�8 è Ü�ð7Ø S é Ó�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�ØMá2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�Û
Vm è m = |L | Ö dimK S = t è

1 6 t 6 m
ç�$VÒ�ïnð7Û�Ô4ñ<Ö	àP×�Ø�å	Õ�Û�Ñ2Û�×

α1 è α2 è . . . è αt
×!Þ�Ò�à�Ø�Ö	àMÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6ækØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò

euv ((u, v) ∈
L )

Ó�ÝgÖ	å�Ó�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï�Ôöñ�á2Û�Ñ#í�ð7Û�ì2Ø�Ù	Ö2Ø�Ô è Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ù	Ï�ÔöÙ7Ò�ê!Ö2Ô á2Û�Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö2Ø�Ô è Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õå�Û�Û�Ñ�ð2Ö	Ù7Ò�Õ�Ù7Ò�íwÓ�Õ�Ñ2Û�å'ÒnÖ	à
Vm

5DÓ�Ô1ç4& �'û è�� �+* 8 �

[α1] = (1, a12, . . . , a
1
j2−1, 0, a

1
j2+1, . . . , a

1
jt−1, 0, a

1
jt+1, . . . , a

1
m),

[α2] = (0, . . . , 0, 1, a2j2+1, . . . , a
2
j3−1, 0, a

2
j3+1, . . . , a

2
jt−1, 0, a

2
jt+1, . . . , a

2
m),

. . . . . . . . . . . .

[αt] = (0, . . . , 0, 1, atjt+1, . . . , a
t
m−1, a

t
m).

NeÒ�å'Ò�í_Þ�Ò�à�Òi×
S
Ø�ð2Ö	Ù2Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù7ÒiÖß×<& �'û è � �+*<Û�Ù7ÒÿÙ7Ò�à�×#Ò�Ù7Òiå'Ò�Ù2Û�Ù	Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�ó Þ�Ò�à�Û�ó_Ó�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù �

Ù2Û�Ü�Û
t
� Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Ü�Ûúá2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×#Ò

S
ç X�Û�Ü�â�Ò�Ó�Ù2ÛF& �'û * è å'Ò�ïnð2Ï1ó Ö	à j2 − 2

å�Û���ÝVÝgÖ	ò	Ö2Ø�Ù	Õ�Û�×
a12, a

1
3, . . . , a

1
j2−1

Ù2Ø�à�Ò�×�Ö2Ó�Ö2Ô,Ûwá	Ñ2Û�Þ�Ø�Ü�Ò�Ø�Õ
K \ {0} çH$VÒ�ïnð�Ò�íöÖ	à j3 − j2 − 1

á7Ò�Ñ
(a1i , a

2
i )
á	Ñ	Ö

j2 < i < j3
Ù2Ø�à�Ò�×�Ö2Ó�Ö2Ô,Ûná	Ñ2Û�Þ�Ø�Ü�Ò�Ø�Õ<à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	íä×^ð7Ø�å'Ò�Ñ	Õ�Û�×�Û�Ôôå	×#Ò�ð2Ñ7Ò�Õ�Ø

(K,K) è å	Ñ2Û�Ô,Ø[Ù	ñ�â7Ø�×�Û��Ü�Û
(0, 0)

5 Ö	Ù7Ò�ì2ØVá2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�Û
S
Ù2ØVÞ�ñ�ð7Ø�ÕõÓ�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�Ô 8 è ÖuÕ�ç4ðÀçKPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Ûöñ�Ó�Õ�Ò�Ù7Ò�×�â2Ö	×#Ò�Ø�Ô ×�Û�à�Ô,Û�ï�Ù	Ï�Øwà�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	íÿ×�Ó�Ø�æîå�Û�Û�Ñ�ð2Ö	Ù7Ò�ÕîÓuÙ2Û�Ô,Ø�Ñ7Ò�Ô4Ö

6 jt
ç

]VÒ�å�Û�Ù2Ø�ò è á	Ñ	Ö�å'Ò�ïnð7Û�Ô i è jt < i 6 m,
à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö2ØnÙ7Ò�Þ�Û�Ñ7Ò

(a1i , a
2
i , . . . , a

t
i)
Ô,Û�ï!Ø�ÕuÞ�Ï1Õ�ãkâ2÷[Þ�Ï�Ô

Ö	à
t
�¤óäð7Ø�å'Ò�Ñ	Õ�Û�×�Û�ówÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö

(K,K, . . . ,K) è Ö2Ó�å'â2÷Mì7Ò�íGÙ	ñ�â7Ø�×�Û�Ø�ç
�V���2���2�2�'� �1� ���}�������õ�2�7�����õ�2��� ���2�ä� H è ñ�ì	Ö	Õ�Ï1×#Ò�íäâ7Ø�Ô,Ô4ñQ"2ç � è ð�Ò�÷MÕ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ï ai

Ö	à 5 � 8 èÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï�ØwØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò	Ï
euv ∈ H

Õ�Ò�å	Ö2Ø è ì	Õ�Û (u, v) > (i, j)
æ#Û�Õ�íiÞ�Ï á	Ñ	ÖiÛ�ð2Ù2Û�Ô

(i, j) ∈ LÖ |n(H)| ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× βk Ö	àH5 "L8�çuLfÓ�Ö'â2ñwâ7Ø�Ô,Ô4Ï "2ç � è ñ�å'Ò�à�Ò�Ù	Ù	Ï�Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ï euv
Ö
βk
á2Û�â2Ù2Û��

Ó�Õ�ã�÷ Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í'÷MÕ�Ó�íõ×�Ï�Þ�Û�Ñ2Û�Ô ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×
αi è

Ö è Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è Ù2Ø�×�â2Ö	í'÷MÕ^Ù7Ò[á2Ø�Ñ2Ø�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ö2Øâ2Ö2Ø�×�Ï6æGÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×2ç
UCÒ�Ô,Ø�Õ�Ö2Ô è ì	Õ�Û[â2÷[Þ�Ï�Ôwð2×�ñ'Ô (k+1, k)

� Ó�×�í'à�Ò�Ù	Ù	Ï�Ôöñ�Ü�â�Ò�Ô�×
H
Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷MÕgð2×#Ò[á	Ñ2Û�á2Û�Ñ �

ò	Ö2Û�Ù7Ò�â2ã�Ù	Ï6æõÓ�Õ�Û�â7Þ�ò7Òg×
(t×m)

� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò2Ø è Ó�Û�Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ù2Û�ókÖ	àPÓ�Õ�Ñ2Û�å [α1], . . . , [αt]
ç4Lúì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö èØ�Ó�â2Ö

j2
Ó�Õ�Û�â7Þ�Ø�òiá	Ñ2Û�á2Û�Ñ	ò	Ö2Û�Ù7Ò�â7Ø�Ùþå'Ò�å�Û�Ô4ñ � â2Ö2Þ�Û

l
� Û�Ô4ñîÓ�Õ�Û�â7Þ�ò	ñ è Õ�Û l > j2

Ö
ail = 0 è Õ�ç�Ø�çá	Ñ	Ö'æ#Û�ð2Ö2ÔÿåGñ'Ô,Ø�Ù	ã�ênØ�Ù	Ö	÷ßÙ7ÒnØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò	ñäì	Ö2Ó�â�Ò�á7Ò�Ñ7Ò�Ô,Ø�Õ�Ñ2Û�×���â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò

αi è 1 6 i 6 t è i 6= 2
ç

:Vâ2íÐå'Ò�ïnð7Û�Ü�Û ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
αi
Ö	à
5 � 8�â2÷[Þ�Û�ó�Ö	à |n(H)| å�Û���ÝVÝgÖ	ò	Ö2Ø�Ù	Õ�Û�× ãik

á	Ñ	Ö	Ù	Ö2ÔaÒ�Ø�ÕäÑ7Ò�à'�
â2Ö	ì	Ù	Ï�ØVà�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	íu×

K
ð	â2íäÑ7Ò�à�â2Ö	ì	Ù	Ï6æGâ2Ö2Ø�×�Ï6æGÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×2ç

NeÒ�å	Ö2Ô�Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è Ô4Ï á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�ÔëÛ�ð2Ù2Û�à�Ù7Ò�ì	Ù2ÛiÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ù	Ï1ó á	Ñ2Ø�ð2Ï6ð2ñ�ù!Ö2Ô4Ö ñ�Ó�â7Û�×�Ö	í	Ô4Ö
Þ�Ò�à�Ö2Ókâ2Ö2Ø�×#ÒÐÖ'ð7Ø�Ò�â�Ò

H è Ó�Û�Ó�Õ�Û�í'ù!Ö	óôÖ	àä×�Ó�Ø�æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× αi, βk
Öö×�Ó�Ø�æúÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï6æôØ�ð2Ö	Ù	Ö	ò

Ö'ð7Ø�Ò�â�Ò
Q∗(L )

ça`,Ü�Û�Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô � ���2���2�2�'� �1� ���f������� � ���_�2�7�����õ�2��� ���2� H çh[Ñ	Ö
K = GF (q)

× & �'û *eÙ7Ò�ó'ð7Ø�Ù2Ûõì	Ö2Ó�â7ÛkÓ�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï6æ
t
� Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï6æÐá2Û�ð2á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×GÖuð7Û�å'Ò��

à�Ò�Ù7Ò
O��#z��e�LPMr¿H�B E�B ø[Ö2Ó�â7Û

Λ(n, q)
Ù2Ø�Ù	ñ�â7Ø�×�Ï6æGÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×äÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ	Ï

NT (n, q)
Ñ7Ò�×�Ù2Û

1

n

n−1∑

m=1

(
n

m

)(
n

m+ 1

) m∑

t=1

∑

1=j1<j2<...<jt6m

(qt − 1)m−jt

(q − 1)t−jt
·
t−1∏

k=2

(
qk − 1

q − 1

)jk+1−jk−1

.

$VÒ�Ù2Û�Ù	Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö2Ø1Þ�Ò�à�Ö2Ó�Ïöâ2Ö2Ø�×�Ï6æ!Ö'ð7Ø�Ò�â7Û�×[á2Û�à�×�Û�â2í'÷MÕMà�Ò�á	Ö2Ó�Ò�Õ�ãgí'×�Ù2ÛPå�Û�Ô,Þ�Ö	Ù7Ò�Õ�Û�Ñ	Ù2Û�Ø1×�Ï1Ñ7Ò��
ï!Ø�Ù	Ö2ØMì	Ö2Ó�â�Ò

Ω(n, q)
×�Ó�Ø�æ<â2Ö2Ø�×�Ï6æõÖ'ð7Ø�Ò�â7Û�×!å�Û�â2ã�ò7Ò

NT (n,K)
ç,U�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	í

Ω(n, q)
ð	â2íõÔaÒ�â2Ï6æ

n 6 6
ñ�å'Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�ÕkÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù�Ò�íäÕ�Ò�Þ�â2Ö	ò7Ò'ç
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�@Ì���Ä����'Ì Y
�MÇ	��Ç�Æ��	Ê�Ä	Ç�
��'Ç[Ä��'Ç�È�É
�����2Ç�Ì�Ä	Ë�È

NT (n, q)

n Ω(n, q)

2 1

3 q + 3

4 3q2 + 4q + 7

5 q4 + 7q3 + 14q2 + 9q + 10

6 2q6 + 5q5 + 20q4 + 46q3 + 27q2 + 16q + 15

LÚÛ�Þ�ùnØ�ÔîÓ�â2ñ�ì7Ò�Øgí'×�Ù	ñ�÷ßÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2ñõì	Ö2Ó�â�Ò
Ω(n, q)

ð�Ò�Ø�Õ
O��#z��e�LPMr¿H�B �CB��4�@��� - �#�À����� - 
!�����õ����$	$ - �u�@������$	��I	/

L
"���
�$ -

n(L )∑

s=0

(q − 1)s
m−s∑

t=1

qst
∑

1=j1<j2<...<jt6m−s

(qt − 1)m−s−jt

(q − 1)t−jt
·
t−1∏

k=2

(
qk − 1

q − 1
)jk+1−jk−1,

5 � 8

� �À�
n(L ) D

���@��� - 
'��� �
(k + 1, k) .
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�/��� � �=# � ���/��� �	� � ����
�3F��������� /+K�6	1&=;1.*	-'/'"  #=; ,.%53 %'1.*	=\,	�2 6#*	K 
 6	K�*	�\1	�AK'%'" -�1.6	�!%J6W #K'>'$.*	1&K'-' W1	�

)5%'" 6�,�*
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An−1)
�!B �O*
�Y8�" � " 3��F,	�71	��,	� $&�!>�*�,

NT (n,K)
1	�;,	� �

%'" � 6#*	" ,.%'$&K%� ,�*
n × n
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 �! H>�� ,  #��� � 
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LiÑ7Ò�Þ�Û�Õ�ØgÑ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�÷MÕ�Ó�íuÕ�Û�â2ã�å�Û<å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�ØVÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏVç,h[ñ�Ó�Õ�ã
G é Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò'ç�OMÞ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ô

ì2Ø�Ñ2Ø�à
ω(G) � 	7� � �P� G è Õ�ç�Ø�ç4Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�ÛV×�Ó�Ø�æná2Û�Ñ#í�ð2å�Û�× ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× G ç4bCÑ	ñ�á	á	ÏÿÓ6Û�ð2Ö	Ù7Ò�å�Û�×�Ï�ÔÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ2Û�ÔÚÞ�ñ�ð7Ø�ÔÿÙ7Ò�à�Ï1×#Ò�Õ�ã � ��� � 	7� � �P����� ��� �À�g� çMhgÛ�Ó�å�Û�â2ã�å	ñ�Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û ω(G) à�Ò�Ô4å	Ù	ñ�Õ�Ûká2ÛÛ�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö	÷fð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö è Û�Ù2ÛäÛ�ð2Ù2Û�à�Ù7Ò�ì	Ù2ÛuÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í	Ø�Õ�Ó�í�â2÷[Þ�Ï�ÔÚÓ�×�Û�Ö2Ôiá2Û�ð7Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ô è à�Ò��Ô4Ï1å'Ò�Ù	Ö2ØGå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û á2Û�ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�ÖÿÓ�Û�×�á7Ò�ð�Ò�Ø�Õ¿Ó

ω(G)
çîOMÞ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôfì2Ø�Ñ2Ø�à

µ(G)
Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û

ÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï6æGá2Û^ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö���â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×<Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò
G
ç 
 Û�â7Ø�ØgÛ�Þ�ùnÛ è Ø�Ó�â2Ö M é â2÷[Þ�Û�Ø[å�Û�Ù2Ø�ì �Ù2Û�Ø1Ù2Ø�á	ñ�Ó�Õ�Û�ØMÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û^Ù7Ò�Õ�ñ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï6æõì	Ö2Ó�Ø�â è Õ�ÛVì2Ø�Ñ2Ø�à µ(M)

Þ�ñ�ð7Ø�Ô Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Õ�ãnÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û
ÔaÒ�å�Ó�Ö2ÔaÒ�â2ã�Ù	Ï6æÐá2Û!ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×

M
ç�d[Ó�Ù2Û è ì	Õ�Û µ(G) = µ(ω(G))

ç
X�å'Ò�ï!Ø�Ô è ì	Õ�Û G ��� � 	2�����2������� �g� 5DÞ�Û�â7Ø�Ø�Õ�Û�ì	Ù2Û è Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�ÔaÒPá2ÛMÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñV×På'â�Ò�Ó�Ó�Ø�å�Û�Ù2Ø�ì �Ù	Ï6æGÜ�Ñ	ñ�á	áB8 è Ø�Ó�â2Öuâ2÷[Þ�Ò�íGå�Û�Ù2Ø�ì	Ù7Ò�íÐÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù7Ò�í G è Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò G ç6bCÑ	ñ�á	á7Ò G�7� ��� � 	2�����2������� �g� 	2� � 	7� � �P��� è Ø�Ó�â2ÖäÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ�Þ�Ø�Ó�å�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�Ô4Ù2Û�Ü�Û!á2Û�á7Ò�Ñ	Ù2Û!Ù2Ø�Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ	Ï6æÜ�Ñ	ñ�á	á è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï6æ G ç�� � � � �,�n�7� � G

Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íîâ2÷[Þ�Ò�íôÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò
H è Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�ù�Ò�íÙ2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù	ñ�÷ á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

N
5 Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô4ñ�÷ � ������� Ù7Ò�å	Ñ	Ï1Õ�Ö	í�8 è ð	â2í<å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó H/N ' G

ç,bCÑ	ñ�á �
á7Ò

G
��� � 	2�����2������� �g� � �@����� � �����'�ä�2� � � �,�n�2� è Ø�Ó�â2Ö�â2÷[Þ�Û�Ø�Ø�Ø�Ù7Ò�å	Ñ	Ï1Õ�Ö2Ø è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù2Û�Ø G èÖ	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ2Û

G
ç

R4Ò�Þ�Û�Õ�Ò<á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â2í	Ø�ÕkÓ�Û�Þ�Û�óÐÛ�Þ�à�Û�ÑÐÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Û�× è å'Ò�Ó�Ò�÷Mù!Ö'æ#Ó�íÐÓ�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö	íuÜ�Ñ	ñ�á	á è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å �Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï6æwÙ2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô4Ï�Ô á2ÛäÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñÐå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ôþá	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�ÔþÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò�Ô1ç^h[Ñ2Ø�ð2á2Û�â�Ò�Ü�Ò�Ø�Õ�Ó�í èì	Õ�Ûõ×kÞ�ñ�ð2ñ�ùnØ�ÔiØ�ØVÑ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ù	Ï1ów×#Ò�Ñ	Ö7Ò�Ù	ÕGÓ�Õ�Ò�Ù2Ø�Õäì7Ò�Ó�Õ�ã�÷>Þ�Û�â2ã�ênÛ�Ü�ÛkÛ�Þ�à�Û�Ñ7Ò è á2Û�Ó�×�í'ùnØ�Ù	Ù2Û�Ü�Û×�Û�á	Ñ2Û�Ó�Ò�ÔîÑ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�Ö�å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï6æuÜ�Ñ	ñ�á	áuá2Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñ�ç
L[ç�:^ïuç �_Ö'& û *Àá2Ø�Ñ	×�Ï�ÔîÛ�Õ�Ô,Ø�Õ�Ö'â è ì	Õ�Û�Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò G è Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�ù�Ò�í�Ù2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	ñ�÷fÒ�Þ�Ø�â7Ø�×�ñÙ2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù	ñ�÷þá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

V è Ù2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�ÔaÒ'çaL & �+*7á	Ñ	Ö	×�Ø�ð7Ø�ÙkÙ7Ò�Þ�Ñ2Û�Ó�Û�å<ð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×#Ò^Õ�Û��Ü�Û è ì	Õ�Û ��Õ�Ûgñ�Õ�×�Ø�Ñ#ïnð7Ø�Ù	Ö2ØMÛ�Ó�Õ�Ò�Ø�Õ�Ó�íõ×�Ø�Ñ	Ù	Ï�Ô è Ø�Ó�â2Ö<Õ�Ñ2Ø�Þ�Û�×#Ò�Ù	Ö2ØPå�Û�Ô,Ô4ñ�Õ�Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ó�Õ�Ö V à�Ò�Ô,Ø�Ù	Ö	Õ�ã
Ù7Òäá	Ñ	Ö	Ù7Ò�ð	â7Ø�ï�Ù2Û�Ó�Õ�ã ��å�Ó�á2Û�Ù2Ø�Ù	Õ�Ï

V
å¿Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñ

G
çäLüð7Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è Õ�Ò�å�Û�ØkÛ�Þ�Û�Þ�ùnØ�Ù	Ö2ØÙ2Ø[×�Ø�Ñ	Ù2Û �aá	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì7Ò�ù!Ö	óÐá	Ñ	Ö2Ô,Ø�ÑÐá2Û�Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ùu×>& (+* ç
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L & " *Mð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù2Û è ì	Õ�Û¿Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò Ù2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�ÔaÒöÕ�Û�Ü�ð�Ò¿ÖiÕ�Û�â2ã�å�ÛöÕ�Û�Ü�ð�Ò è å�Û�Ü�ð�ÒúÛ�Ù7Ò Ö	à�Û��Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù7ÒÐÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø è Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�ùnØ�óôÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	ñ�÷�Ñ7Ò�à�Ñ2Ø�ê!Ö2Ô4ñ�÷�Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù	ñ�÷�á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ�ç
L ��Õ�Û�ó¿ï!Ø<Ñ7Ò�Þ�Û�Õ�ØkÓ�ÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù2ÛÐÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö2Økå	Ñ	Ö	Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�óúÜ�Ñ	ñ�á	á	ÏVçäbCÑ	ñ�á	á7Ò

G
Ù7Ò�à�Ï��

×#Ò�Ø�Õ�Ó�í � ���2�n�2�'� �1� ��� Û�Õ�Ù2Û�Ó�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û^ð�Ò�Ù	Ù2Û�Ü�Û^å�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�Ü�ÛnÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×#Ò ω 5 Ö'â2Ö
ω
�¤å	Ñ	Ö	Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�óB8 èØ�Ó�â2Ö

ω(G) = ω
ÖkÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ<â2÷[Þ�Û�ókÓ�Û�Þ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�óäÓ�Ø�å	ò	Ö	ÖkÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

G
5 Õ�ç#Ø�ç4Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ<Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

H/K èÜ�ð7Ø
K �H 6 G

Öwâ2Ö2Þ�Û
K 6= 1 è â2Ö2Þ�Û H 6= G

8 è Û�Õ�â2Ö	ì2Ø�Ù¿Û�Õ ω ç!NeÒ�Ôþï!Ø!ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù2Û è ì	Õ�Ûkð	â2íâ2÷[Þ�Û�Ü�Û
ω è ì	Ö2Ó�â7Û ω �¤å	Ñ	Ö	Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö'æuÜ�Ñ	ñ�á	áuå�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û	ç]VÒ�ÔÚá2Û�Õ�Ñ2Ø�Þ�ñ�Ø�Õ�Ó�í�Ù2Ø�Ó�å�Û�â2ã�å�ÛGð7Û�á2Û�â2Ù	Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù	Ï6æ�á2Û�Ù	í'Õ�Ö	ó�ç :!Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö2ØnÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

A
Ù7ÒõÜ�Ñ	ñ�á �

á2Ø
B
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í � ����������� �À� è Ø�Ó�â2Ökð	â2í a ∈ A è b ∈ B

Ñ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×�Û
ba = b

×�Ï1á2Û�â2Ù	í	Ø�Õ�Ó�íGÕ�Û�â2ã�å�Û
×ÐÓ�â2ñ�ì7Ò�í�æ

a = 1
Ö'â2Ö

b = 1
ç 
7��� 	 	2�����4���������2�2� � � Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ø<á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø

Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
B
Ù7Ò!Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

A è ×�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ôôð7Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö2Ø A Ù7Ò
B
Ó�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ö	í	Ô4Ö�í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íuÓ�×�Û�Þ�Û�ð2Ù	Ï�Ô1ç

�4���������2�2��� � ��� 	 	2�����4���������2�2� � � Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í<Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò G è Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�ù�Ò�íõÙ2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù	ñ�÷þá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á �á	ñ�S^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò
H
Ó6í�ð2Ñ2Û�Ô

A
Õ�Ò�å	ñ�÷ è ì	Õ�Û G/A í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í�Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ókS^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�ÒgÓ�í�ð2Ñ2Û�Ô H/A çQ�Û�ï�Ù2ÛÐá2Û�å'Ò�à�Ò�Õ�ã è ì	Õ�ÛÐñ�ð2×�Û�Ø�Ù	Ù7Ò�í¿Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò�S^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò G á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�Ö2ÔaÒÐ×Ð×�Ö'ð7Ø

G = ABC èÜ�ð7Ø
AB é Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù7Ò�íõ× G Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒVÝgÑ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò^Ó1Ù	Ö'â2ã�á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù	Ï�Ôöí�ð2Ñ2Û�Ô

A
Ö<ò	Ö	å'â2Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö2Ô

ð7Û�á2Û�â2Ù2Ø�Ù	Ö2Ø�Ô
B è Ò CB é Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒõS^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò<Ó[í�ð2Ñ2Û�Ô

B
ÖGò	Ö	å'â2Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö2Ôîð7Û�á2Û�â2Ù2Ø�Ù	Ö2Ø�Ô

C
ç

�@Ì���Ä����'Ì Y
�MÇ	��Ì�Ê��'Ë�� 
'Ì�È�Ì�Ç
	eÉ6Ç�����Ë�Ê���É6Ç�
 �������'É

G �������
�
������� G µ(L) H 
A6

s"! ~�! #
24 : A5$

A10

� ! %"!  �& !  '$ !  #�! $� 
(74 × 312) : (2.L2(5).2)s

L3(3)
J ! � !  s

134 : (2.S4)~
L4(q) q = 1324 13(q − 1), q2 − 1, 13(q2 − 1)/4

!
132304 : L4(q)

(q3 − 1)/4, (q3 + q2 + q + 1)/4#
U3(3)

 ! � !  '$
26 : U3(3)J

U3(5)
J !  ! � !  �&

29 : L3(4) 
U3(7)

~rs"! ~ � ! # J
242 : U3(7)�

U4(2)
#�! %"!  '$

34 : S5%
U5(2)

� !  
 !  '$ !  #�!  �
35 :M11 �&

S4(q) q = 3
#�! %"!  '$

34 : S5

q = 2m, m > 1 4, 2(q ± 1), q2 ± 1 28m : L2(q
2)

q = 32m 9, 3(q ± 1), (q2 ± 1)/2 328m : L2(q
2)

q = pm, p > 3 (")"�*�,+-�
. p(q ± 1), (q2 ± 1)/2 p8m : (L2(q
2).2) 
 

O9(q) q = pm, p (")"�*�,+-�
. µ(M) /10�. M �,�*�,+-�
�"+2�"3 p8m : O−

8
(q)

(q4 ± 1)/(2, q − 1),

p(q3 ± 1)/(2, q − 1),

(q2 ± q + 1)(q2 − 1)/(2, q − 1),

p(q2 + 1)(q ± 1)/(2, q − 1),

p(q2 − 1);

4(q2 ± 1, 8(q ± 1)
! .������ p = 2 4

9(q2 ± 1)/2, .������ p = 3 4
25(q ± 1)/2, .������ p = 5 4

49, .������ p = 7 5 '$
3D4(2)

� !  '$ !  s"!  � ! $� ! $ �
224 6 3D4(2) s

J2
 ! � !  �& !  '$ !  #

26 : A8
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]VÒná	Ñ2Û�Õ�í'ï!Ø�Ù	Ö	Ö�×�Ó�Ø�óuÑ7Ò�Þ�Û�Õ�Ï Ö2Ó�á2Û�â2ã�à�ñ�÷MÕ�Ó�íÐÛ�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	íuÖ	à	& )+* ç
L6Ó�ØõÖ	à�×�Ø�Ó�Õ�Ù	Ï�ØäåöÙ7Ò�Ó�Õ�Û�í'ùnØ�Ô4ñö×�Ñ2Ø�Ô,Ø�Ù	ÖúÙ2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô4Ï�ØGá2ÛwÓ�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñ å�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�ØGá	Ñ2Û��

Ó�Õ�Ï�ØgÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï á2Ø�Ñ2Ø�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ïü×<Õ�Ò�Þ�â2Ö	ò2Øõû�ç
LëÓ�Õ�Û�â7Þ�ò2Ø

H
Õ�Ò�Þ�â2Ö	ò	Ï ñ�å'Ò�à�Ò�Ù2Û¿å�Û�Ô4á2Û�à�Ö	ò	Ö2Û�Ù	Ù2Û�Ø�Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö2Ø�Û�ð2Ù2Û�óÿÖ	àÐÜ�Ñ	ñ�á	á è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å �Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï6æGÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø
G
ÖGÓ�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�ù!Ö'æÐÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	ñ�÷fÒ�Þ�Ø�â7Ø�×�ñkÙ2Û�Ñ2ÔaÒ�â2ã�Ù	ñ�÷ßá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ�ç $VÒ�å

ñ�ï!ØÐÛ�Õ�Ô,Ø�ì7Ò�â7Û�Ó�ã è Ö	à�Ó�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�Û�×#Ò�Ù	Ö	íÿÛ�ð2Ù2Û�óiÕ�Ò�å�Û�óiÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï ×�Ï1Õ�Ø�å'Ò�Ø�ÕöÙ2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�Ô,Û�Ó�Õ�ã
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

G
ç

][Ö	ï!ØÐá	Ñ	Ö	×�Ø�ð7Ø�Ù7Ò¿Ö	à�×�Ø�Ó�Õ�Ù7Ò�íiåÿÙ7Ò�Ó�Õ�Û�í'ùnØ�Ô4ñî×�Ñ2Ø�Ô,Ø�Ù	ÖÚÖ	Ù2ÝVÛ�Ñ2ÔaÒ�ò	Ö	íiÛ¿Ó�Õ�Ñ2Û�Ø�Ù	Ö	ÖÚÜ�Ñ	ñ�á	á èÖ	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù	Ï6æÐá2Ø�Ñ2Ø�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù	Ï�Ôî×<Õ�Ò�Þ�â2Ö	ò2ØVÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò�Ô1ç
?7B

A6
çþh[ñ�Ó�Õ�ã

V é Ø�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï1óið2×�ñ'Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1óÚÔ,Û�ð2ñ�â2ã¿ð	â2í
SL2(4) ' A5

Ù7Ò�ðiá2Û�â7Ø�Ô
á2Û�Ñ#í�ð2å'ÒQ"äÖ

H é á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ø�á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø
V
Ù7Ò

SL2(4)
ç^NÀÛ�Ü�ð�Ò

ω(H) = ω(A6)
çVZg÷[Þ�Ò�í

Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù7Ò�í A6
Ö Û�Õ�â2Ö	ì	Ù7Ò�íüÛ�Õ

A6 è
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í Ñ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö2Ø�Ô ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ñ	Ù2Û�ó

Ò�Þ�Ø�â7Ø�×�Û�ó ���¤Ü�Ñ	ñ�á	á	Ïiá2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Û�Ô
A5

& � * çaX�á	Ö2Ó�Û�å
ω(A6)

�¤å	Ñ	Ö	Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö'æõÜ�Ñ	ñ�á	ákÓ�Õ�Û�ì	Ù2Û�Ó�Õ�ã�÷þð7Û
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�ÔaÒnÖ2Ó�ì2Ø�Ñ	á	Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�íuð2×�ñ'Ô4íGÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò�Ô4Ö �

A6
Ö
H
& � * ç

J@B
A10

çgh[ñ�Ó�Õ�ã
S é á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

L2(5
2) è Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò�í S5 è

Ö
S é Ø�Ø!á	Ñ2Û�Û�Þ�Ñ7Ò�à�×

SL2(5
2)
ç

OPÙ¿í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íöÑ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö2Ø�Ô}Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï>á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò �Gá2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Û�Ô
S5 è

Û�Þ�â�Ò�ð�Ò�÷Mù!Ö2Ô}Ø�ð2Ö	Ù2Ó�Õ�×�Ø�Ù �
Ù2Û�óäÖ	Ù	×�Û�â2÷Mò	Ö2Ø�ó�ç $[Ñ2Û�Ô,ØMÕ�Û�Ü�Û è S Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ<á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ S0

Ö	Ù'ð7Ø�å�Ó�Ò � è Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ	ñ�÷ SL2(5)
ç

bCÑ	ñ�á	á7Ò
S0
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ògá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á2ØMÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

SL2(7
2) è á2Û���Õ�Û�Ô4ñõØ�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï1ó SL2(7

2)
� Ô,Û�ð2ñ�â2ã

V
Ñ7Ò�à�Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Ó�Õ�Ö ��Ù7Ò�ðÿá2Û�â7Ø�Ô_á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

72
Ô,Û�ï�Ù2Û Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Õ�ãöå'Ò�åîÕ�Û�ì	Ù	Ï1ó

S0
� Ô,Û�ð2ñ�â2ã2ç

h[ñ�Ó�Õ�ã
W = V S é S

� Ô,Û�ð2ñ�â2ã è Ö	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï1óúÔ,Û�ð2ñ�â7Ø�Ô V è R é Ù2Û�Ñ2ÔaÒ�â2Ö	à�Ò�Õ�Û�Ñö×
S
á2Û�ð �

Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
X
á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò6)'ç^NÀÛ�Ü�ð�Ò

R é á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Øná	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø<Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
X
Ù7Òõò	Ö	å'â2Ö	ì2Ø�Ó�å	ñ�÷

á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ è á2Û�Ñ2Û�ïnð7Ø�Ù	Ù	ñ�÷ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�Ô
y
á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � è Ö	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ	ñ�÷Mù!Ö2Ôú× X Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ôîá2Û��

Ñ#í�ð2å'Ò "2çßh[ñ�Ó�Õ�ã
A é Û�ð2Ù2Û�Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó

R
� Ô,Û�ð2ñ�â2ãúÙ7Ò�ðþå�Û�Ù2Ø�ì	Ù	Ï�Ôýá2Û�â7Ø�Ô á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò �'è Õ�Û�ì	Ù	Ï1óÙ7Ò 〈y〉 è Ö B = AS é Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷Mù!Ö	óîÖ	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï1ó

S
� Ô,Û�ð2ñ�â2ã2ç :Vâ2íôØ�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ü�Û

á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ü�Û<á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	í
H = (W ×B) : S

Ó�á	Ñ7Ò�×�Ø�ð	â2Ö	×�ÛõÑ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×�Û
ω(A10) = ω(H)

& � * ç
Zg÷[Þ�Ò�ínÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù7Ò�í A10

Ö<Û�Õ�â2Ö	ì	Ù7Ò�í<Û�Õ
A10 è

í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í�á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô4Ï�Ô�á	Ñ2Û�Ö	à'�
×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø�ÔúÒ�Þ�Ø�â7Ø�×�Û�ó {3, 7} �¤Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏÚÙ7Ò S & � * çeZg÷[Þ�Ò�í ω(A10)

�¤å	Ñ	Ö	Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å'Ò�íkÜ�Ñ	ñ�á	á7ÒgÖ	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò
A10

Ö'â2ÖÐÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ù2Û�óÐ×�Ï1ênØg× ��Õ�Û�Ôôá	ñ�Ù	å	Õ�ØgÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø
H
& û��+* ç

=CB
L3(3)

çnbCÑ	ñ�á	á7Ò
SL2(13)

Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ�á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ
U ' SL2(3) è

å�Û�Õ�Û�Ñ7Ò�íwð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ�Ó�×�Û��
Þ�Û�ð2Ù2ÛÿÙ7ÒÿØ�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ô ð2×�ñ'Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Ô

SL2(13)
� Ô,Û�ð2ñ�â7Ø

W
Ù7Ò�ðßá2Û�â7Ø�Ô á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò}û�('ç h[ñ�Ó�Õ�ã

K é Ñ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö2Ø
U
á2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Û�ÔëÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � è Û�Þ�â�Ò�ð�Ò�÷MùnØ�Ø�Ø�ð2Ö	Ù2Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�ó Ö	Ù	×�Û��â2÷Mò	Ö2Ø�ó�5 Õ�Ò�å�Û�ØnÑ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö2ØnÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ���Ó�Ô1çP×�Ï1ênØ^á	ñ�Ù	å	Õ � è á2Û�Ó�×�í'ùnØ�Ù	Ù	Ï1ówÙ2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò��Ø�Ô,Û�Ó�Õ�Ö

A10
8PÖ

V é Ô,Û�ð2ñ�â2ãGð	â2í
K è á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ù	Ï1ó¿Ö	Ù'ð2ñ�ò	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ö2Ø�ÔüÓ�Ô,Û�ð2ñ�â2í W è Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ �Ñ	Ö	×#Ò�Ø�Ô,Û�Ü�Ûöå'Ò�å

U
� Ô,Û�ð2ñ�â2ã2çF:Vâ2íÿØ�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ü�Ûúá2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ü�Ûöá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	í

H = V : KÓ�á	Ñ7Ò�×�Ø�ð	â2Ö	×�ÛuÑ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×�Û
ω(L3(3)) = ω(H)

& � * ç<bCÑ	ñ�á	á	ñ
H
Ô,Û�ï�Ù2ÛuÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2Ô Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô à�Ò��

ð�Ò�Õ�ãuÓ!á2Û�Ô,Û�ù!ã�÷ýÛ�Þ�Ñ7Ò�à�ñ�÷Mù!Ö'æ�Ö�Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í'÷Mù!Ö'æ�Ó�Û�Û�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö	ó�çnhgÛ�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò
K
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò

〈x, y|x4 = y3 = (xy)8 = x2(xy)4 = 1〉 ÖÐÛ�Õ�Û�Þ�Ñ7Ò�ï!Ø�Ù	Ö2Ø

x→




. . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . 1
−1 . . . . . . . . .
. . . −1 . . . . . .


 , y →




. . . 1 . . . . . .
−1 −1 . . . . . .
. . . . . . −1 5
. . . . . . 5 . . .




á2Û�Ó�â7Ø!×�Ï�Þ�Û�Ñ7ÒäÞ�Ò�à�Ö2Ó�Ò
v1 è v2 è v3 è v4

×
V
á	Ñ2Û�ð7Û�â2ïnÒ�Ø�Õ�Ó�í�ð7Ûk×�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	í

K
×
GL(V )

ç!OPÕ�Ó�÷6ð�Ò
Ù2Ø�á2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2ÛVÔ,Û�Ü�ñ�ÕgÞ�Ï1Õ�ã[á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	ÏîÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í'÷Mù!Ö2Ø1Ó�Û�Û�Õ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö	í^ð	â2í

H
×[Û�Þ�Ñ7Ò�à�ñ�÷Mù!Ö'æ

x è y è v1 è v2 è v3 è v4
çVX�á	Ö2Ó�Û�å

ω(L3(3))
�¤å	Ñ	Ö	Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö'æ á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	áwÖ2Ó�ì2Ø�Ñ	á	Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í�Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó

H
Ö

Ó�Ò�Ô,Û�óuÜ�Ñ	ñ�á	á2Û�ó
L3(3)

& � * ç



) � � ��
� #" - 
õ� 5 : 5

H�B
L4(q)

çGh[ñ�Ó�Õ�ã
p é á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Øõì	Ö2Ó�â7Û è F é á2Û�â7Ø<á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

q = pn
Ö
G = SL4(q)

ç#:Vâ2í

FG
� Ô,Û�ð2ñ�â2í

U
Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ô ì2Ø�Ñ2Ø�à

Uρi è i = 0, 1, . . . ,
Ó�å	Ñ	ñ�ì	Ö	×#Ò�Ù	Ö2Ø

U
Óuá2Û�Ô,Û�ù!ã�÷

i
� Û�óÚÓ�Õ�Ø��

á2Ø�Ù	ÖôÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�ÔaÒwS^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò
ρ
á2Û�â2í

F è á2Û�Ó�Ï6â�Ò�÷MùnØ�Ü�ÛÐå'Ò�ïnð2Ï1ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ x ∈ F
×
xp
ç

OMÞ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôÿì2Ø�Ñ2Ø�à
Λ2U

×�Ù2Ø�ê!Ù	Ö	óuå	×#Ò�ð2Ñ7Ò�ÕõÔ,Û�ð2ñ�â2í
U
ç

`aÓ�â2Ö
q = 1324 è V é Ø�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï1ó>" � Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó�Ô,Û�ð2ñ�â2ã<ð	â2í

G
Ù7Ò�ð

F
Ö

W = V ρ5 ⊗ V ρ11 ⊗ Λ2V,

Õ�Û
W

í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í
L4(q)

� Ô,Û�ð2ñ�â7Ø�ÔýÖÚá2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Øwá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø
W : L4(q)

Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù2Û

L4(q)
çnLüì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è L4(13

24)
Ù2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�ÔaÒÐÓ�Ñ2Ø�ð2Ö Ó�×�Û�Ö'æwÙ7Ò�å	Ñ	Ï1Õ�Ö	ó & û�û * çnL�Ö'ð2Ö2Ô,Û è á2Û��ð7Û�Þ�Ù	Ï�ØVá	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ñ	ÏüÓ�ñ�ùnØ�Ó�Õ�×�ñ�÷MÕ<Öäð	â2íäÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æGð2Ñ	ñ�Ü�Ö'æ

q
ç

=@B
U3(3)

çabCÑ	ñ�á	á7Ò
U3(3)

Û�Þ�â�Ò�ð�Ò�Ø�ÕõÒ�Þ�Ó�Û�â2÷MÕ�Ù2ÛnÙ2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï�Ô � � Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï�ÔôÛ�Þ�Ï1å	Ù2Û�×�Ø�Ù	Ù	Ï�Ô
á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö2Ø�Ô 5DÓ�Ô1ç�& )+* 8�ç[`,Ü�ÛkÑ2Ø�ð2ñ�å	ò	Ö	í�á2ÛkÔ,Û�ð2ñ�â2÷ �<Ñ2Ø�Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Õ�Ó�íwÙ7Ò�ðwá2Û�â7Ø�Ôiá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò �'ç
h[ñ�Ó�Õ�ã

H é Ñ7Ò�Ó�ùnØ�á'â2í	Ø�Ô,Û�Ø[Ñ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö2ØgÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷MùnØ�Ü�Û � � Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Ü�Ûná	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×#Ò
V
Ù7Ò�ð

á2Û�â7Ø�Ôþá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò �ká2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Û�Ô
U3(3)

çnNÀÛ�Ü�ð�Ò
ω(U3(3)) = ω(H)

& � * ç!L}ì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è U3(3)
Ù2Ø

Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�ÔaÒõÓ�Ñ2Ø�ð2ÖuÙ7Ò�å	Ñ	Ï1Õ�Ö	ó�ç
ZgÖ	Ù2Ø�ó	Ù	Ï�ØVá	Ñ2Ø�Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�×#Ò�Ù	Ö	íu×�Ø�å	Õ�Û�Ñ	Ù2Û�Ü�Û<á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×#Ò

V è á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ù	Ï�Ø^×�Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ÔÞ�Ò�à�Ö2Ó�ØVÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ô4Ö

a =




1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . 1 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 1
. . . . . . 1 1 . . . 1
1 1 . . . . . . 1 . . .
. . . . . . 1 . . . . . . . . .



, b =




. . . . . . 1 1 . . . 1
1 . . . . . . . . . 1 . . .
. . . 1 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . 1
1 1 1 . . . . . . 1
. . . . . . . . . 1 . . . . . .




Ù7Ò�ðÚá2Û�â7Ø�Ô á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � á2Û�Ñ2Û�ïnð�Ò�÷MÕúá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ
U
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ	ñ�÷

U3(3)
ç_X�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷MùnØ�Ø

Ñ7Ò�Ó�ùnØ�á'â2í	Ø�Ô,Û�ØVÑ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö2Ø
V
á2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Û�Ô

U
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ2Û

H
& û�(+* ç

`aÓ�â2Ö
A é Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò è á2Û�Ñ2Û�ïnð7Ø�Ù	Ù7Ò�í�Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2Ô4ÖÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ô4ÖÐÙ7Ò�ðuá2Û�â7Ø�Ôîá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � �

a =




2 . . . . . . . . .
. . . 2 . . . . . .
. . . . . . 4 . . .
. . . . . . . . . 4


 , b =




. . . . . . . . . 1

. . . . . . −1 . . .
1 . . . . . . . . .
. . . 1 . . . . . .


 ,

Õ�Û
A
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò�Ù2Ø�å�Û�Ô,Ô4ñ�Õ�Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ô4ñôá2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ô4ñúá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	÷ Ü�Ñ	ñ�á	á	Ïýá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò (ÐÙ7Ò

ò	Ö	å'â2Ö	ì2Ø�Ó�å	ñ�÷ÚÜ�Ñ	ñ�á	á	ñ^á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � Ö�á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ø1á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø�Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷MùnØ�ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ñ �
Ù2Û�óöÒ�Þ�Ø�â7Ø�×�Û�óöÜ�Ñ	ñ�á	á	Ïfá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

74
Ù7Ò

A
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�óúS^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù2Û�ó

U3(3)
& û "�* ç

�CB
U3(5)

çkh[ñ�Ó�Õ�ã
L = L3(4) è V é Ò�Þ�Ó�Û�â2÷MÕ�Ù2ÛuÙ2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï1ó � � Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó L � Ô,Û�ð2ñ�â2ãÐÙ7Ò�ðá2Û�â7Ø�Ôÿá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò ��Ö
H é Ñ7Ò�Ó�ùnØ�á'â2í	Ø�Ô,Û�Ø!Ñ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö2Ø

V
á2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Û�Ô

L
ç�NÀÛ�Ü�ð�Ò

ω(U3(5)) =
ω(H)

& û��+* ç
bCÑ	ñ�á	á7Ò

L
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò 〈

a, b : a2 = b4 = (ab)7 = (ab2)5 = (abab2)7 = (ababab2ab−1)5 = 1
〉 ç

ZgÖ	Ù2Ø�ó	Ù	Ï�Ø[á	Ñ2Ø�Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�×#Ò�Ù	Ö	íG×�Ø�å	Õ�Û�Ñ	Ù2Û�Ü�Ûná	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×#Ò
V è á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ù	Ï�Øg×�Ø�Ü�Û^Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ô



�!�¯"�����0 - 
�$���
������4/[�[0 - ��0@���@��"2 u� - $@����$	/[�M0#" - ����/[�-��"2 	0	0	/ )'û

Þ�Ò�à�Ö2Ó�ØVÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ô4Ö

[a] =




1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .




,

[b] =




. . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .
1 . . . 1 1 1 . . . 1 1 . . .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . 1 1
. . . . . . 1 . . . 1 1 1 . . . 1




à�Ò�ð�Ò�÷MÕõÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷MùnØ�Ø[ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö2Ø
L
Ù7Ò

V
& û�( * ç

E�B
U3(7)

ç,bCÑ	ñ�á	á7Ò
L = U3(7)

Û�Þ�â�Ò�ð�Ò�Ø�ÕõÒ�Þ�Ó�Û�â2÷MÕ�Ù2Û!Ù2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï�ÔîÛ�Þ�Ï1å	Ù2Û�×�Ø�Ù	Ù	Ï�Ôúá	Ñ2Ø�ð �
Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö2Ø�ÔþÑ7Ò�à�Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Ó�Õ�Ö " �kÓ^æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ2Û�Ô

χ = χ2
×GÛ�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	í�æ & )+* çV`,Ü�Û ���¤Ñ2Ø�ð2ñ�å	ò	Ö	í

ΦÑ2Ø�Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Õ�Ó�íúÙ7Ò�ðúá2Û�â7Ø�Ôüá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò �'ç�`aÓ�â2Ö
V é Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷Mù!Ö	ó

L
� Ô,Û�ð2ñ�â2ãwÖ

H é Ø�Ó�Õ�Ø��
Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�ØVá2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�ØVá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2ØVÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï

V
Ù7Ò

L è Õ�Û ω(L) = ω(H)
& û��+* ç

:^×�ØýÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï Ñ7Ò�à�Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Ó�Õ�Ö " ��Ù7Ò�ð á2Û�â7Ø�Ô á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � è á2Û�Ñ2Û�ïnð�Ò�÷Mù!Ö2Øýá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ

GL(42, 2) è å�Û�Õ�Û�Ñ7Ò�íuÑ2Ø�Ò�â2Ö	à�ñ�Ø�Õ Φ è á	Ñ	Ö	×�Ø�ð7Ø�Ù	Ïü×6& û�(+* ç

�CB
U4(2) ' S4(3)

çþh[ñ�Ó�Õ�ã
W é á2Û�ð7Ó�Õ�Ò�Ù2Û�×�Û�ì	Ù	Ï1óüÔ,Û�ð2ñ�â2ãöÙ7Ò�ðiá2Û�â7Ø�Ôfá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò (wð	â2í

Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
S = S5 è

Õ�çeØ�çuÔ,Û�ð2ñ�â2ãwÓkÞ�Ò�à�Û�ó
w1, . . . , w5 è

Ù7ÒGå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óöâ2÷[Þ�Ò�í¿á2Û�ð7Ó�Õ�Ò�Ù2Û�×�å'Ò
π ∈ Sð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ[á2Û�á	Ñ7Ò�×�Ö'â2ñ �

wiπ = wiπ è i = 1, . . . , 5
çeh[ñ�Ó�Õ�ã

V é Õ�Ø�Ù	à�Û�Ñ	Ù2Û�Ø�á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø6Ô,Û�ð2ñ�â2í

W/〈w1 + . . . + w5〉
Ù7ÒwÙ2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï1óþÛ�ð2Ù2Û�Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó

S
� Ô,Û�ð2ñ�â2ã2çÚbCÑ	ñ�á	á7Ò

S5
á2Û�Ñ2Û�ïnð�Ò�Ø�Õ�Ó�í

á2Û�ð7Ó�Õ�Ò�Ù2Û�×�å'Ò�Ô4Ö
a = (1, 2, 3, 4, 5)

Ö
(1, 2)

ç 
 Ò�à�Ö2Ó
V
Ô,Û�ï�Ù2Ûõ×�Ï�Þ�Ñ7Ò�Õ�ãkÕ�Ò�å è ì	Õ�Û�Þ�Ï ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ï aÖ

b
á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â2í�â2Ö2Ó�ãä×�Ù2Ø�ÔîÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ô4Ö




. . . 1 . . . . . .

. . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . 1
2 2 2 2


 ,




. . . 2 . . . . . .
2 . . . . . . . . .
. . . . . . 2 . . .
. . . . . . . . . 2


 ,

Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û	ç,h[ñ�Ó�Õ�ã
H é Ø�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ø�á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ø�á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø6Ô,Û�ð2ñ�â2í V Ù7Ò S çÀNÀÛ�Ü�ð�Ò

ω(U4(2)) = ω(H)
& û��+* ç

OPá	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö2ÔÿÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2Ø	5
4× 4

8"� ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï}Ù7Ò�ðÐá2Û�â7Ø�Ô
F
á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò	( �

a =




. . . 1 . . . . . .

. . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . 1
2 2 2 2


 , b =




1 . . . . . . . . .
. . . . . . 1 . . .
2 2 2 2
. . . 1 . . . . . .


 .
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OPÙ	Öúá2Û�Ñ2Û�ïnð�Ò�÷MÕ�×
GL(4, 3)

Ü�Ñ	ñ�á	á	ñúS^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò
K
á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � �'ç�OMÞ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ô_ì2Ø�Ñ2Ø�à

VÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷Mù!Ö	óÐì2Ø�Õ�Ï1Ñ2Ø�æ	Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó
KF

� Ô,Û�ð2ñ�â2ã2ç
L�×�Ø�ð7Ø�Ôîì2Ø�Õ�Ï1Ñ2ØVÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï

17× 17 è à�Ò�á	Ö2Ó�Ò�Ù	Ù	Ï�ØV×<Þ�â7Û�ì	Ù2Û�Ôî×�Ö'ð7ØVÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2ÔîÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô��

A = diag(1, a, a, a, a), B = diag(1, b, b, b, b),

C =




1 . . . . . . . . . . . .
. . . 1 b b2 . . .
. . . . . . 1 . . . −b2
. . . . . . . . . 1 b3

. . . . . . . . . . . . 1



, D =




1 d . . . . . . . . .
. . . 1 . . . . . . . . .
. . . . . . 1 . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . .
. . . . . . . . . . . . 1



,

Ü�ð7Ø
d = (1, 0, 0, 0) ∈ F 4 ç
bCÑ	ñ�á	á7Ò

H = 〈A,B,C,D〉 = (V ⊕ V ⊕ V ⊕ V ) : (V.V ) : K
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íuñ�ð2×�Û�Ø�Ù	Ù2Û�ó�Ü�Ñ	ñ�á	á2Û�ó

S^Ñ2Û�Þ�Ø�Ù	Ö	ñ�Ó�Ò�á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò
5648590729620 = 22 · 324 · 5 è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù2Û�ó U4(2)

& û�)+* ç
ACB

U5(2)
ç1h[ñ�Ó�Õ�ã

M = M11
Ö
V é Ò�Þ�Ó�Û�â2÷MÕ�Ù2Û<Ù2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö2Ô4Ï1ó')�� Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó

M
� Ô,Û�ð2ñ�â2ãkÙ7Ò�ð

á2Û�â7Ø�Ôßá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò (wÓõæ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ2Û�Ô 
 Ñ7Ò�ñ ��Ñ7Ò è à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	íôå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û�á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ï ×�Õ�Ò�Þ�â2Ö	ò2Ø �
5DÓ�Ô1ç4& û � * 8 �

�@Ì���Ä����'Ì#W

gM
 Y $ Y ~ Y # Y �MY ���  
 Y  
 �

χ(g)
#  −1

& −1 +
√
−2 −1−

√
−2 −1 +

√
−11 −1−

√
−11

`aÓ�â2Ö
H é Ñ7Ò�Ó�ùnØ�á'â2í	Ø�Ô,Û�ØVÑ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö2Ø

V
á2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Û�Ô

M è Õ�Û ω(U5(2)) = ω(H)
& û�� * ç

bCÑ	ñ�á	á7Ò
M
á2Û�Ñ2Û�ïnð�Ò�Ø�Õ�Ó�íÐá2Û�ð7Ó�Õ�Ò�Ù2Û�×�å'Ò�Ô4Ö

a = (2, 6)(4, 9)(5, 11)(8, 10), b = (1, 4, 3, 10)(6, 7, 9, 11).
Liá2Û�ð	æ#Û�ð2í'ùnØ�ÔiÞ�Ò�à�Ö2Ó�Ø

V
ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö2Ø

M
Ù7Ò

V
Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2í	Ø�Õ�Ó�í�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ô4Ö

[a] =




. . . 1 2 . . . . . .
1 2 2 1 1
. . . 2 2 1 1
2 . . . 1 1 2
2 1 1 1 . . .



, [b] =




. . . . . . 1 . . . 1
2 2 1 1 . . .
1 1 1 1 1
2 1 2 2 . . .
1 1 . . . 1 2



.

`aÓ�â2Ö
V é )�� Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó

U5(2)
� Ô,Û�ð2ñ�â2ãõÙ7Ò�ðGá2Û�â7Ø�Ôúá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò �'è Õ�Û!á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ø[á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø

V
Ù7Ò

U5(2)
Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù2Û

U5(2)
çþLëì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è U5(2)

Ù2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�ÔaÒúÓ�Ñ2Ø�ð2ÖÿÙ7Ò�å	Ñ	Ï��
Õ�Ö	ó'& û � * çbCÑ	ñ�á	á7Ò

U = U5(2)
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò '

〈
a, b|a2 = b5 = (ab)11 = [a, b]3 = [a, b2]3 = [a, bab]3 =

[a, bab2]3 = 1
〉 ç :!Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö2Ø

U
Ù7Ò¿Ô,Û�ð2ñ�â7Ø

V è Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Ø�Ô,Û�Ôëå'Ò�åßû���� Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Øw×�Ø�å	Õ�Û�Ñ	Ù2Û�Ø
á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�Û^Ù7Ò�ðká2Û�â7Ø�Ô�á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò ([à�Ò�ð�Ò�Ø�Õ�Ó�í<×Vá2Û�ð	æ#Û�ð2í'ùnØ�ÔöÞ�Ò�à�Ö2Ó�Ø

V
ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ô4ÖH5DÓ�Ô1ç�& û�(+* 8

[a] =




. . . 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 2 . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 2 1 2 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 2 . . . 2 1 . . . . . . . . . . . .
1 1 2 . . . 2 . . . 1 . . . . . . . . .
2 2 1 . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . .
2 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .
. . . . . . 2 . . . 2 . . . . . . . . . . . . 1




,



�!�¯"�����0 - 
�$���
������4/[�[0 - ��0@���@��"2 u� - $@����$	/[�M0#" - ����/[�-��"2 	0	0	/ )�(

[b] =




. . . . . . 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . 2 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 . . .
1 1 1 . . . 2 1 2 1 2 . . .
. . . 1 1 . . . 1 1 . . . 1 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

?��CB
S4(q)

çabCÑ	ñ�á	á7Ò
S4(3)

Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò
U4(2)

5DÓ�Ô1ç	á�ç � ×�Ï1ênØ+8�ç
h[ñ�Ó�Õ�ã

F é å�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�Ø!á2Û�â7ØVá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò
q = pn > 3 è Ü�ð7Ø p é á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ø^ì	Ö2Ó�â7Û è Ö Wi = Wi(q) è

i = 0, 1, . . . , p − 1 è@é á	Ñ2Û�Ó�Õ�Ñ7Ò�Ù2Ó�Õ�×�Û�Û�ð2Ù2Û�Ñ2Û�ð2Ù	Ï6æ á2Û�â2Ö	Ù2Û�Ô,Û�×�Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	Ö
i
Û�ÕGá2Ø�Ñ2Ø�Ô,Ø�Ù	Ù	Ï6æ

x1 è
x2
Ù7Ò�ð

F
çVh[ñ�Ó�Õ�ã

α é Ò�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô
F è Û�Õ�Û�Þ�Ñ7Ò�ïnÒ�÷Mù!Ö	ó å'Ò�ïnð2Ï1ó ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	ÕGÖ	à F ×GØ�Ü�Û

p
�¤÷

Ó�Õ�Ø�á2Ø�Ù	ã2çN:Vâ2í
j = 0, . . . , n − 1

á	Ñ2Ø�×�Ñ7Ò�Õ�Ö2Ô
Wi

×
SL2(q)

� Ô,Û�ð2ñ�â2ã
W j

i = W j
i (q) è

á2Û�â�Ò�Ü�Ò�í�ð	â2í

f(x1, x2) ∈Wi
Ö
a =

(
a11 a12
a21 a22

)
∈ SL2(q)

f(x1, x2)a = f(aα
j

11x1 + aα
j

12x2, a
αj

21x1 + aα
j

22x2).

Liì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è W j
0 é

Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï1ó�Û�ð2Ù2Û�Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó
SL2(q)

� Ô,Û�ð2ñ�â2ã2ç�Q�Û�ð2ñ�â2Ö
W (i0, . . . , in−1) =⊗n−1

j=0 W
j
ij

Ó�Û�Ó�Õ�Ò�×�â2í'÷MÕká2Û�â2Ù2Û�Ø!Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Ûká2Û�á7Ò�Ñ	Ù2ÛõÙ2Ø ��å	×�Ö	×#Ò�â7Ø�Ù	Õ�Ù	Ï6æ�Ò�Þ�Ó�Û�â2÷MÕ�Ù2ÛõÙ2Ø�á	Ñ	Ö	×�Û��
ð2Ö2Ô4Ï6æ

SL2(q)
� Ô,Û�ð2ñ�â7Ø�óiÙ7Ò�ðiá2Û�â7Ø�Ô_æ�Ò�Ñ7Ò�å	Õ�Ø�Ñ	Ö2Ó�Õ�Ö	å	Ö

p
çi`aÓ�â2Ö

q
Ù2Ø�ì2Ø�Õ�Ù2Û è Õ�Û ò2Ø�Ù	Õ�ÑÿÜ�Ñ	ñ�á �á	Ï

SL2(q)
ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕäÕ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù2ÛäÙ7Ò

W (i0, . . . , in−1)
5 ÖÐá2Û���Õ�Û�Ô4ñ

W (i0, . . . , in−1)
í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í

L2(q)
� Ô,Û�ð2ñ�â7Ø�Ô 8�×^Õ�Û�ì	Ù2Û�Ó�Õ�ÖäÕ�Û�Ü�ð�Ò è å�Û�Ü�ð�Ò i0+ . . .+ in−1 é

ì2Ø�Õ�Ù2Û�ØPì	Ö2Ó�â7Û	çah[ñ�Ó�Õ�ã
L = L2(q

2)
ç

`aÓ�â2Ö
q = pn è Ü�ð7Ø p > 3 é á	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ø�ì	Ö2Ó�â7Û è Õ�Û�á2Û�â7Û�ï�Ö2Ô V =W 0

1 ⊗W n
1

çÀh[ñ�Ó�Õ�ã
σ é á2Û�â7Ø�×�Û�óÒ�×�Õ�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ôôá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò��!Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

L
ç�OPá	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö2Ôôð7Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö2Ø

σ
Ù7Ò

W 0
1 ⊗W n

1

á	Ñ7Ò�×�Ö'â7Û�Ô

( 2∑

i,j=1

aij(xi ⊗ xj)

)
σ =

2∑

i,j=1

aij(xj ⊗ xi).

NÀØ�ÔiÓ�Ò�Ô4Ï�Ô
V
á	Ñ2Ø�×�Ñ7Ò�ù�Ò�Ø�Õ�Ó�í�×

L
� Ô,Û�ð2ñ�â2ã è Ü�ð7Ø L = L〈σ〉 çM:Vâ2í�Ø�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ü�Ûká2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ü�Ûá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	í

H = V L
Ö2Ô,Ø�Ø�ÕõÔ,Ø�Ó�Õ�Û�Ñ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×�Û

ω(H) = ω(S4(q))
& û��+* ç

`aÓ�â2Ö
q = 32m è Õ�Û�á2Û�â7Û�ï�Ö2Ô V = W 2m

1 ⊗W 2m+1
1 ⊗W 0

2

ç�h[ñ�Ó�Õ�ã
H = V L é Ø�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ø

á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�ØVá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø
V
Ù7Ò

L
ç,NÀÛ�Ü�ð�Ò

ω(H) = ω(S4(q))
& û��+* ç

`aÓ�â2Ö
q = 2n è Ü�ð7Ø n > 1 è Õ�Ûká2Û�â7Û�ï�Ö2Ô V = W 0

1 ⊗W n
1

çgh[ñ�Ó�Õ�ã
H = V L é Ø�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ø

á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�ØVá	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø
V
Ù7Ò

L
ç,NÀÛ�Ü�ð�Ò

ω(H) = ω(S4(q))
& û � * ç

?7?7B
O9(q)

çÿh[ñ�Ó�Õ�ã
V é Ø�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï1ó � � Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1óÚÔ,Û�ð2ñ�â2ã�ð	â2í

L = O−
8 (q)

Ù7Ò�ðÿá2Û�â7Ø�Ô
á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

q
Ö
H = V L é Ø�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ø<á2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ø�á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø

V
Ù7Ò

L
ç!NÀÛ�Ü�ð�Ò

ω(H) =
ω(O9(q))

& û � * ç`aÓ�â2Ö
q = 2 è I é Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù7Ò�í O9(2) è

Ö
L = O−

8 (2) è
Õ�Û

I
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7Ò

O9(q)
Ö'â2Ö

O−
8 (2).2 è

Ö'â2Öþï!Ø
I/N ' O−

8 (2) è
Ü�ð7Ø

N é Ù2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù7Ò�í ���¤Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò¿ÖþÓ�ñ�ùnØ��
Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ

I
�¤Ü�â�Ò�×�Ù	Ï1óîÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñ

N è Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ	Ï1ó V çGZg÷[Þ�Û�ó I �¤Ü�â�Ò�×�Ù	Ï1óîÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñ N Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝVØ�Ù
â2Ö2Þ�Û

V è â2Ö2Þ�Û�Û�ð2Ù2Û�Ô4ñkÖ	àVÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ7Ò�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö�Ó�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ù	Ï6æ � � Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï6æ
I
� Ô,Û�ð2ñ�â7Ø�óGÙ7Ò�ðuá2Û�â7Ø�Ôúá2Û��

Ñ#í�ð2å'Ò�"6& � � * ç
?	J@B 3D4(2)

çßh[ñ�Ó�Õ�ã
G = 3D4(2) è V é 24

� Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó
G
� Ô,Û�ð2ñ�â2ãôÙ7Ò�ðÚá2Û�â7Ø�Ô á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

2 è��å	×�Ö	×#Ò�â7Ø�Ù	Õ�Ù	Ï1ókÔ,Û�ð2ñ�â2÷ è ×�Û�à�Ù	Ö	å'Ò�÷MùnØ�Ô4ñ�á	Ñ	Önð7Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö	Ö G Ù7ÒVÒ�ð	ð2Ö	Õ�Ö	×�Ù2Û�óõÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø 8 � Ô,Ø�Ñ	Ù2Û�Ü�Û
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G
� Ô,Û�ð2ñ�â2í Ù7Ò�ð á2Û�â7Ø�Ôëá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

8
çëNÀÛ�Ü�ð�Òúá2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ø á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø

H
Ô,Û�ð2ñ�â2í

V
Ù7Ò

GÖ	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù2Û
G
çaLiì7Ò�Ó�Õ�Ù2Û�Ó�Õ�Ö è G Ù2Ø�Ñ7Ò�Ó�á2Û�à�Ù7Ò�×#Ò�Ø�ÔaÒ<á2Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ	ñGÓ�Ñ2Ø�ð2Ö�Ó�×�Û�Ö'æäÙ7Ò�å	Ñ	Ï1Õ�Ö	ó�ç

G
Û�Þ�â�Ò�ð�Ò�Ø�ÕäØ�ð2Ö	Ù2Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�ÔþÓVÕ�Û�ì	Ù2Û�Ó�Õ�ã�÷fð7ÛkÒ�â2Ü�Ø�Þ�Ñ7Ò�Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�ó Ó�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ù2Û�Ó�Õ�Ö

8
� Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï�Ô

Ô,Û�ð2ñ�â7Ø�Ô
V
Ù7Ò�ðÐá2Û�â7Ø�Ô

F
á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

8
ç,LÚá2Û�ð	æ#Û�ð2í'ùnØ�ÔÿÞ�Ò�à�Ö2Ó�Ø

V

a =




. . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z z 1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . .
z6 z6 . . . z6 z6 1 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .
z4 z4 . . . z3 z3 . . . . . . 1



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


z z . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1 1 . . . 1 1 . . . z . . .
z z5 . . . z . . . z6 . . . z6



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G è í�ð2Ñ2Û¿å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û é 2

�¤Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò
N è Öå'Ò�ïnð2Ï1ó
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N
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W é � � Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1óôá2Û�ð7Ó�Õ�Ò�Ù2Û�×�Û�ì	Ù	Ï1óiÔ,Û�ð2ñ�â2ã�ð	â2í
A = A8

Ù7Ò�ðôá2Û�â7Ø�Ô}á2Û��
Ñ#í�ð2å'Ò � è V é � � Ô,Ø�Ñ	Ù	Ï1ó¿å�Û�Ô4á2Û�à�Ö	ò	Ö2Û�Ù	Ù	Ï1óîÝ^Ò�å	Õ�Û�Ñ

W
Ö
H é Ñ7Ò�Ó�ùnØ�á'â2í	Ø�Ô,Û�Øõá2Û�â2ñ�á	Ñ#í	Ô,Û�Ø

á	Ñ2Û�Ö	à�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö2Ø
V
Ù7Ò

A
çÚNÀÛ�Ü�ð�Ò

ω(H) = ω(J2)
& ��� * çÚ`aÓ�â2Ö

I é Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò è Ö	à�Û�Ó�á2Ø�å	Õ�Ñ7Ò�â2ã�Ù7Ò�í

J2 è
Õ�Û

I
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7ÒkÖ'â2Ö

J2 è
Ö'â2Ö

S8 è
Ö'â2Ö�Ñ7Ò�Ó�ê!Ö	Ñ2Ø�Ù	Ö	÷ Õ�Ò�å�Û�ó Ù2Ø�Õ�Ñ	Ö	×�Ö7Ò�â2ã�Ù2Û�ó ���¤Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

Uá2Û�Ó�Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�×�Û�Ô
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I
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U
Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝVØ�Ù

V
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Û�Õ�Ù2Û�Ó�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û
ω(J2)
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å�Û�Ñ	Ù2Ø�×�Ï�Ô4Ö�á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò�Ô4Ö

Xr = {xr(t) : t ∈ F}, r ∈ Φ,
Ü�ð7Ø

xr(t) é
Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�ñ�÷Mù!Ö	óGå�Û�Ñ	Ù2Ø�×�Û�ó���â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�×nÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø

Φ(F )
ç,]VÒ�Ôúá2Û�Õ�Ñ2Ø�Þ�ñ�÷MÕ�Ó�íGÓ�â7Ø�ð2ñ �

÷Mù!Ö2ØgØ�Ó�Õ�Ø�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�Ø^á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏüÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï
Φ(F )

�
ñ�Ù	Ö	á2Û�Õ�Ø�Ù	Õ�Ù7Ò�íuá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

U = 〈Xr : r ∈ Φ+〉,
Ô,Û�Ù2Û�Ô4Ö7Ò�â2ã�Ù7Ò�íÐá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

N = 〈nr(t) : r ∈ Φ, t ∈ F ∗〉,
ð2Ö7Ò�Ü�Û�Ù7Ò�â2ã�Ù7Ò�íÐá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

H = 〈hr(t) : r ∈ Φ, t ∈ F ∗〉 Ö

Þ�Û�Ñ2Ø�â7Ø�×�Ó�å'Ò�íÐá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò

B = UH.
U7ð7Ø�Ó�ã 〈M〉 é á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò è á2Û�Ñ2Û�ïnð7Ø�Ù	Ù7Ò�íGÔ4Ù2Û�ï!Ø�Ó�Õ�×�Û�Ô M è F ∗ é Ô4ñ�â2ã�Õ�Ö	á'â2Ö	å'Ò�Õ�Ö	×�Ù7Ò�íGÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò
á2Û�â2í

F
Ö

nr(t) = xr(t)x−r(−t−1)xr(t),

hr(t) = nr(t)nr(−1).
hgÛ�â7Û�ï�Ö2ÔîÕ�Ò�å	ï!Ø

nr = nr(1),

I = {1, 2, . . . , l}.
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� $����B��"2 	0	0����k 	$	�	0 - ����$@��$ - ��0 - �B��"2 	0	0	/ ) �
]VÒ�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏöÞ�Û�Ñ2Ø�â7Ø�×�Ó�å�Û�ó!á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

B
Ö^Ó�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ù	Ï�Ø�Ó,Ù	Ö2Ô4Ö^Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�÷MÕ�Ó�íVá7Ò�Ñ7Ò�Þ�Û�â2Ö	ì2Ø��

Ó�å	Ö2Ô4Ö�ç,LúÓ�Ö'â2ñnÖ	à�×�Ø�Ó�Õ�Ù2Û�Ü�ÛVÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Ò � ç�N6Ö	Õ�Ó�Ò[á7Ò�Ñ7Ò�Þ�Û�â2Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö2ØMá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï è Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ïnÒ�ù!Ö2Øá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñ
B è Ö2Ó�ì2Ø�Ñ	á	Ï1×#Ò�÷MÕ�Ó�íÐá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò�Ô4Ö PJ è J ⊆ I è Ü�ð7Ø

PJ = 〈B,nrj : j ∈ J〉.
TgÓ�á2Û�â2ã�à�ñ�í�Õ�Û�â2ã�å�Ûäå'Ò�Ù2Û�Ù	Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�Ø�Ñ7Ò�à�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö2Ø ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×GÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï �fØ�×#Ò�â	â7ØnÙ7Ò�ðwá2Û�â7Ø�Ô èá2Û�â2ñ�ì2Ø�ÙÐÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö	óuì7Ò�Ó�Õ�Ö	ì	Ù	Ï1óÐÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�ç
O��#z��e�LPMr_?7BC,P 2�����

M D
0 - �B��"2 	0	0�� ��"2 	0	0	/ �ý��
����	�@�

Φ(F )
"���$����

2
$����i0 - �@��� * � -

.�À�¯"	���+A<�+�< 	$	�	0 - ����$@��$� �? 0 - �B��"2 	0	0� 
U
51+�- � ���M�����<0 - ��� - �B�@Aõ���õ�����+� - $�������$ - �ä0 - �B��"2 	0	0	/

HM 6 H
�G$@��� - � - " - � - 0 - �@�4$ - �<������
��

J ⊆ I
0 - �B��"2 	0	0��

M
� - 
�0����������õ� ��"2 	0	0 - �

PJ,M = 〈U, nrj ,HM : j ∈ J〉.
KP×�Õ�Û�Ñ	Ïüá	Ñ2Ø�ð2á2Û�â�Ò�Ü�Ò�÷MÕ è ì	Õ�ÛäÒ�Ù7Ò�â7Û�Ü^Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ÏëûVÓ�á	Ñ7Ò�×�Ø�ð	â2Ö	×kð	â2íu×�Ó�Ø�æuÜ�Ñ	ñ�á	áuâ2Ö2Ø�×#Ò�Õ�Ö	á7Ò

Ù7Ò�ðÐá2Û�â2í	Ô4Ö�ç :Vâ2íGÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï��fØ�×#Ò�â	â7ØVÕ�Ö	á7Ò
Al
��Õ�Û<Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ<Ö	àVÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Û�×äÓ�Õ�Ò�Õ�ã�Ö
:kç	K!ç7X�ñ �

á	Ñ	ñ�Ù2Ø�Ù	å�ÛQ& û * è ×^å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óGÛ�á	Ö2Ó�Ò�Ù	ÏÚÙ7Ò�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ïiñ�Ù	Ö	Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù2Û�óäá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ÏþÛ�Þ�ùnØ�óõâ2Ö	Ù2Ø�ó	Ù2Û�óÜ�Ñ	ñ�á	á	Ï Ù7Ò�ðÐá	Ñ2Û�Ö	à�×�Û�â2ã�Ù	Ï�ÔîÕ�Ø�â7Û�Ô1ç

?7B � �7z �#qer��e�#qem��ÿm � �e��Îa{7r��emeo'�����7q����>�e� ��yL���'o�r	o �
L6Ó�ØnÛ�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	í�Ö�Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ö	í è ñ�å'Ò�à�Ò�Ù	Ù	Ï�Ø�×�Ûk×�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	Ö è Ö2Ó�á2Û�â2ã�à�ñ�÷MÕ�Ó�í�Ö�ð�Ò�â7Ø�Ø�ç!UCÒ��á	Ö2Ó�ã
A 6 B

Û�à�Ù7Ò�ì7Ò�Ø�Õ è ì	Õ�Û A Ø�Ó�Õ�ã<á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò�Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
B
ç

øgØ�Ñ2Ø�à
N± Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôÿá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñäá2Û�Ñ2Û�ïnð7Ø�Ù	Ù	ñ�÷fÔ,Û�Ù2Û�Ô4Ö7Ò�â2ã�Ù	Ï�Ô4Ö ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ô4Ö

nr = nr(1) = xr(1)x−r(−1)xr(1), r ∈ Φ,

Ò!ì2Ø�Ñ2Ø�à
H± Û�Þ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ôÿá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	ñäá2Û�Ñ2Û�ïnð7Ø�Ù	Ù	ñ�÷_ð2Ö7Ò�Ü�Û�Ù7Ò�â2ã�Ù	Ï�Ô4Ö ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ô4Ö

hr(−1) = n2r, r ∈ Φ.

d[Ó�Ù2Û è ì	Õ�Û N = HN± = N±H.
Xaâ7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2Ø[Ñ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×#Ò<Û�Þ�Ï1ì	Ù2Û�Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�÷MÕ�Ó�íuÑ7Ò�à�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	í	Ô4Ö


 Ñ	÷gÒ

Φ(F ) = BNB = UNU = UHN±U = UN±HU.
NeÒ�å	Ö2ÔÿÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è â2÷[Þ�Û�ó���â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ g ∈ Φ(F )

á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â2í	Ø�Õ�Ó�íÐ×<×�Ö'ð7Ø

g = u1nhu2,
Ü�ð7Ø

u1, u2 ∈ U, n ∈ N±, h ∈ H. 5 û+8

�Ð�LP PMrý?7B ,P 2�����
Π D

� ��
��ú���@�������4/ � - "�$@���
Φ
5>+�- � ���'��"2 	0	0�� �ý��
����	�@�

Φ(F )
$����

0 - �@���
F
0 - " - �^���������/�Ð� - "�$@��
�/��4��0 - �B��"2 	0	0����4�

Xr
*
r ∈ Π ∪ −Π

5

C
h[ñ�Ó�Õ�ã

G = 〈Xr : r ∈ Π ∪ −Π〉. NÀÛ�Ü�ð�Ò�á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò 〈nr : r ∈ Π〉 â7Ø�ï�Ö	Õ<× G ÖuÓ�Û�×�á7Ò�ð�Ò��
Ø�ÕGÓ

N± è Õ�Ò�å�å'Ò�å Ý^Ò�å	Õ�Û�Ñ �¤Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò N±/H± Ö	à�Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÙ7ÒõÜ�Ñ	ñ�á	á2Ø�L6Ø�ó'â2í
W
Õ�Ö	á7Ò

Φ è å�Û�Õ�Û�Ñ7Ò�íá2Û�Ñ2Û�ïnð�Ò�Ø�Õ�Ó�íwÝgñ�Ù'ð�Ò�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�â2ã�Ù	Ï�Ô4Ö�Û�Õ�Ñ7Ò�ï!Ø�Ù	Ö	í	Ô4Ö
wr è r ∈ Π

ç�bCÑ	ñ�á	á7Ò
N± ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�ÕäÓ�Û�á	Ñ#í �

ï!Ø�Ù	Ö	í	Ô4Ö�Õ�Ñ7Ò�Ù	à�Ö	Õ�Ö	×�Ù2ÛäÙ7Ò<å�Û�Ñ	Ù2Ø�×�Ï6æwá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò�æ è Ö	Ù'ð7Ø�å�Ó�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æ�å�Û�Ñ	Ù	í	Ô4Ö Û�ð2Ö	Ù7Ò�å�Û�×�Û�óð	â2Ö	Ù	Ï è á2Û�á	Ñ7Ò�×�Ö'â2ñ �

nwXrn
−1
w = Xw(r),

Ü�ð7Ø
nw é

á	Ñ2Û�Û�Þ�Ñ7Ò�à ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
w
Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï>L6Ø�ó'â2í

W
á	Ñ	Ö�Ü�Û�Ô,Û�Ô,Û�Ñ2ÝgÖ	à�Ô,Ø

N± Ù7Ò
W
ç!NeÒ�å	Ö2Ô

Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è G Ó�Û�ð7Ø�Ñ#ï�Ö	Õ�×�Ó�Ø<å�Û�Ñ	Ù2Ø�×�Ï�Øká2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
Xr

Ö è Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è Ó�Û�×�á7Ò�ð�Ò�Ø�ÕwÓ�ÛÐ×�Ó�Ø�óÜ�Ñ	ñ�á	á2Û�ó �fØ�×#Ò�â	â7Ø
Φ(F )

ç
B
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hgÛ�â7Û�ï�Ö2Ô

Φ− = −Φ+ Ö V = 〈Xr : r ∈ Φ−〉.�Ð�LP PMrþJ@BN,P 2�����
M D

0 - �B��"2 	0	0��
��"2 	0	0	/ �ý��
����	�@�
Φ(F )

"���$����
2
$����ú0 - �@���

F
* � -

.�À�¯"	���+A<�+�k 	$	�	0 - ����$@��$� �?ß0 - �B��"2 	0	0� 
U = 〈Xr : r ∈ Φ+〉 5�+�- � ��� * �����	�G� - "�$@��
�/[� E��@������$@��/

xr(1)
�
xs(1)

�@��������

M

�����
r, s ∈ Φ− �����	�@� * ��� - �	� ��- {r, s} * �	� ��- {r,−s} ������� � ��
�����@�������4/ü� - "�$@���

Φ
* � -

M = Φ(F )
5

C
T[à�á	Ñ2Ø�ð2á2Û�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	óõâ7Ø�Ô,Ô4ÏôÓ�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ è ì	Õ�ÛPð	â2í!Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óõÞ�Ò�à�Ï {r, s} Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïôå�Û�Ñ	Ù2Ø�ó Φ×

M
â7Ø�ï�Ö	Õäá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò 〈nr, ns〉 è

å�Û�Õ�Û�Ñ7Ò�í�Ó�Û�×�á7Ò�ð�Ò�Ø�ÕGÓ
N± ç[NeÒ�åwå'Ò�åwÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò N± ð7Ø�ó2Ó�Õ�×�ñ�Ø�Õ

Ó�Û�á	Ñ#í'ï!Ø�Ù	Ö	í	Ô4ÖÐÕ�Ñ7Ò�Ù	à�Ö	Õ�Ö	×�Ù2Û�Ù7Ò!å�Û�Ñ	Ù2Ø�×�Ï6æäá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á7Ò�æ è Ö	Ù'ð7Ø�å�Ó�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æuå�Û�Ñ	Ù	í	Ô4ÖÐÛ�ð2Ö	Ù7Ò��å�Û�×�Û�óuð	â2Ö	Ù	Ï è Ö U 6M è Õ�Û�Ö V 6M
ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò

M = Φ(F )
ç
B

C ��������	
��� �
��
�� ������� � � ������� � � h[ñ�Ó�Õ�ã {a, b} é Þ�Ò�à�ÒÐÓ�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ï å�Û�Ñ	Ù2Ø�ó
Φ
Ñ7Ò�Ù	Ü�Ò � èá	Ñ	Ö	ì2Ø�Ô

a é å�Û�Ñ2Û�Õ�å	Ö	óÐå�Û�Ñ2Ø�Ù	ã2ç�hgØ�Ñ2Ø�ÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2Ö	Ñ	ñ�Ø�ÔîÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ñwû[×<Ó�â7Ø�ð2ñ�÷MùnØ�ÔôÞ�Û�â7Ø�Øgñ�ð7Û�Þ�Ù2Û�Ô
ð	â2íäð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×#Ò<×�Ö'ð7Ø�ç

� ���	�Ú0 - �B��"2 	0	0��
M

��"2 	0	0	/ �ý��
����	�@�
Φ(F )

"���$����
2
$���� 0 - �@���

F
� - �À�¯"	���@�w 	$	�	0 -

.����$@��$� �?�0 - �B��"2 	0	0� 
U
* � - �	� ��-

M = Φ(F )
* �	� ��-

M
� - 
�0����������w� - ��$ - �ú�2
u� -�� ����
'��$	$	/M�

0 - �B��"2 	0	0 〈U,HM 〉 * 〈U, na,HM 〉 �	�	� 〈U, nb,HM 〉 �����n0 - ��� - �B�@Aõ���n�����+� - $�������$ - �õ0 - �B��"2 	0	0	/

HM 6 H
5

`aÓ�â2Ö ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ
g
×�Ö'ð�Ò65 û+8�â7Ø�ï�Ö	Õ<×

M è Õ�Û nh ∈M
Ö è Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è

nhXrh
−1n−1 = nXrn

−1
6M

ð	â2íä×�Ó�Ø�æ
r ∈ Φ+.

5 ��8

:nÒ�â7Ø�Øäå'Ò�ïnð2Ï1óôÖ	àäÕ�Ñ2Ø�æöÕ�Ö	á2Û�×
A2 è B2 è G2

Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïëå�Û�Ñ	Ù2Ø�óôÑ7Ò�Ù	Ü�Ò �uÑ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Ø�Õ�Ó�í
Û�Õ�ð7Ø�â2ã�Ù2Û	ç

OVm��
A2
çgL ��Õ�Û�ÔÚÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

U = XaXbXa+b
Ö�Õ�Ò�å�å'Ò�åwÜ�Ñ	ñ�á	á7ÒkL6Ø�ó'â2í�Õ�Ö	á7Ò

A2
Ø�Ó�Õ�ãkð2Ö���ð �

Ñ7Ò�â2ã�Ù7Ò�ínÜ�Ñ	ñ�á	á7ÒPá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � è Õ�ÛPð	â2í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò n Ö	à6á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	í>5 û+8�×�Û�à�Ô,Û�ï�Ù	ÏîÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2ØênØ�Ó�Õ�ãõÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�×���û+8
n = 1

3 ��8
n = na

3 (�8
n = nb

3 "L8
n = na+b

3 )�8
n = nanb

3 � 8
n = nbna

ç
h[Ñ2Ø�ð2á2Û�â7Û�ï�Ö2Ô è ì	Õ�Û<ð	â2íu×�Ó�Ø�æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× g á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï M è Ù2Øgâ7Ø�ïnÒ�ù!Ö'æu×õá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á2Ø U è×�Û�à�Ô,Û�ï!Ø�Ù Õ�Û�â2ã�å�ÛuÛ�ð2Ö	ÙwÖ	àná2Ø�Ñ2Ø�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù	Ï6æ�×�Ï1ênØ!ênØ�Ó�Õ�Ö�Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø�×kð	â2í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò

n
Ö	àná	Ñ2Ø�ð �

Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	í���â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
g
×<×�Ö'ð7Ø	5 û+8�ç

û+86L ��Õ�Û�ÔîÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø è Û�ì2Ø�×�Ö'ð2Ù2Û è M = 〈U,HM 〉 ð	â2íäÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó�á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï HM 6 H
ç

��86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8
nUn−1 = naXaXbXa+bn

−1
a = X−aXa+bXb 6M.

Xaâ7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è M = 〈U, na,HM 〉 ð	â2íäÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó�á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï HM 6 H
ç

(�86KPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Û<á	Ñ2Ø�ð2Ï6ð2ñ�ùnØ�Ô4ñGÓ�â2ñ�ì7Ò�÷

nUn−1 = nbXaXbXa+bn
−1
b = Xa+bX−bXa 6M.

Xaâ7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è M = 〈U, nb,HM 〉 ð	â2íGÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óÐá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï HM 6 H
ç

"L86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8

nUn−1 = na+bXaXbXa+bn
−1
a+b = X−bX−aX−a−b = V 6M.

Xaâ7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è M = Φ(F )
ç

)�86L ��Õ�Û�ÔîÓ�â2ñ�ì7Ò�Øg×<Ó�Ö'â2ñ 5 ��8

nXbn
−1 = nanbXbn

−1
b n−1

a = X−a−b 6M,

nXa+bn
−1 = nanbXa+bn

−1
b n−1

a = X−a 6M.
NeÒ�åÐå'Ò�å {−a− b, a} é Þ�Ò�à�Ò�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò

A2 è
Õ�Û�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø,�

M = Φ(F )
ç
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Xaâ2ñ�ì7Ò�ó � 8�á2Û�ð7Û�Þ�Ø�ÙwÓ�â2ñ�ì7Ò�÷ )�8 è Õ�Ò�åuå'Ò�å nbna = nanbh

ð	â2íGÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û
h ∈ H± ç

`aÓ�â2Ö ×
M

Ø�Ó�Õ�ãGð2×#Ò ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
g1
Ö
g2 è

×Gá	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	ÖF5 û+8På�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ
n
Õ�Ò�å�Û�ó

å'Ò�åu×<Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø ��8�Ö>(�86Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û è Õ�Û X−a, X−b 6M
Öuá2Û!â7Ø�Ô,Ô,Øõû

M = Φ(F )
ç

NeÒ�å	Ö2ÔÿÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è ð	â2íGÕ�Ö	á7Ò A2
Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒGû[ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù7Ò'ç

OVm��
B2
ç^L ��Õ�Û�ÔþÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

U = XaXbXa+bX2a+b
ÖwÕ�Ò�å�å'Ò�å�Ü�Ñ	ñ�á	á7ÒäL6Ø�ó'â2í�Õ�Ö	á7Ò

B2
Ø�Ó�Õ�ã

ð2Ö���ð2Ñ7Ò�â2ã�Ù7Ò�íwÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò<á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò � è Õ�Û<ð	â2í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò n Ö	à^á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	í;5 û+81×�Û�à�Ô,Û�ï�Ù	ÏfÓ�â7Ø��ð2ñ�÷Mù!Ö2Øä×�Û�Ó�Ø�Ô4ãöÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�×��¿û+8
n = 1

3 ��8
n = na

3 (�8
n = nb

3 "L8
n = nanb

3 )�8
n = nbna

3
� 8
n = na+b

3 � 8 n = n2a+b
3 � 8

n = nana+b
ç

h[Ñ2Ø�ð2á2Û�â7Û�ï�Ö2Ô è ì	Õ�Û�ð	â2íu×�Ó�Ø�æ���â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× g á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï M è Ù2Øgâ7Ø�ïnÒ�ù!Ö'æÐ×õá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á2Ø U è×�Û�à�Ô,Û�ï!Ø�Ù�Õ�Û�â2ã�å�ÛõÛ�ð2Ö	ÙÐÖ	àgá2Ø�Ñ2Ø�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù	Ï6æÐ×�Ï1ênØg×�Û�Ó�ã�Ô4ÖÐÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�×�ð	â2í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
n
Ö	àgá	Ñ2Ø�ð �

Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	í���â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
g
×�×�Ö'ð7Ø	5 û+8�ç

û+86L ��Õ�Û�ÔîÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø è Û�ì2Ø�×�Ö'ð2Ù2Û è M = 〈U,HM 〉 ð	â2íGÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�óÐá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï HM 6 H
ç

��8�NeÒ�å�ï!Ø�å'Ò�ånÖ^ð	â2í!Õ�Ö	á7Ò
A2
×	��Õ�Û�ÔwÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

M = 〈U, na,HM 〉 ð	â2í!Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó�á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

HM 6 H
ç

(�8GKPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Ûîá	Ñ2Ø�ð2Ï6ð2ñ�ùnØ�Ô4ñüÓ�â2ñ�ì7Ò�÷
M = 〈U, nb,HM 〉 ð	â2í Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó}á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

HM 6 H
ç

"L86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8
nXbn

−1 = nanbXbn
−1
b n−1

a = X−2a−b 6M,

nXa+bn
−1 = nanbXa+bn

−1
b n−1

a = X−a 6M.
NeÒ�åuå'Ò�å {−2a− b, a} é Þ�Ò�à�Ò�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò

B2 è
Õ�Û�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø,�

M = Φ(F )
ç

Xaâ2ñ�ì7Ò�ó )�8�á2Û�ð7Û�Þ�Ø�ÙwÓ�â2ñ�ì7Ò�÷ "L8 è Õ�Ò�åuå'Ò�å nbna = nanbh
ð	â2íGÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û

h ∈ H± ç
� 86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8

nXbn
−1 = na+bXbn

−1
a+b = X−2a−b 6M,

nXa+bn
−1 = na+bXa+bn

−1
a+b = X−a−b 6M.

NeÒ�åuå'Ò�å {−2a− b, a+ b} é Þ�Ò�à�Ò�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò
B2 è

Õ�Û�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø,�
M = Φ(F )

ç

� 86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8
nXan

−1 = n2a+bXan
−1
2a+b = X−a−b 6M,

nX2a+bn
−1 = n2a+bX2a+bn

−1
2a+b = X−2a−b 6M.

NeÒ�åuå'Ò�å {−2a− b, a+ b} é Þ�Ò�à�Ò�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò
B2 è

Õ�Û�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø,�
M = Φ(F )

ç
LÚÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø � 8

nUn−1 = nana+bUn
−1
a+bn

−1
a = V 6M

Ö è Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è M = Φ(F )
ç

`aÓ�â2Ö ×
M

Ø�Ó�Õ�ãGð2×#Ò ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
g1
Ö
g2 è

×Gá	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	ÖF5 û+8På�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ
n
Õ�Ò�å�Û�ó

å'Ò�åu×<Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø ��8�Ö>(�86Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û è Õ�Û X−a, X−b 6M
Öuá2Û!â7Ø�Ô,Ô,Øõû

M = Φ(F )
ç

NeÒ�å	Ö2ÔÿÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è ð	â2íGÕ�Ö	á7Ò B2
Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒuûMð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù7Ò'ç

OVm��
G2
çwL ��Õ�Û�ÔßÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

U = XaXbXa+bX2a+bX3a+bX3a+2b
ÖöÕ�Ò�åúå'Ò�åúÜ�Ñ	ñ�á	á7Ò�L6Ø�ó'â2í

Õ�Ö	á7Ò
G2

Ø�Ó�Õ�ãGð2Ö���ð2Ñ7Ò�â2ã�Ù7Ò�í Ü�Ñ	ñ�á	á7Òäá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò û�� è Õ�Ûäð	â2í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò n Ö	à<á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	í 5 û+8×�Û�à�Ô,Û�ï�Ù	Ï}Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2Ø<û��nÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�×��
û+8
n = nanb

3
��8
n = (nanb)

2 = nana+b
3

(�8
n = (nanb)

3 = (nana+b)nanb = n2a+bnb
3

"L8
n = (nanb)

4 = (nanb)
−2 = na+bna

3
)�8
n = (nanb)

5 = (nanb)
−1 = nbna

3
� 8
n = (nanb)

6 = 1
3

� 8 n = (nanb)nb = na
3

� 8
n = (nana+b)nb = nanbna = n3a+b

3

� 8 n = (n2a+bnb)nb = n2a+b
3



� � �P 	���	$�� 5 � 5 * � ������" - 
�� +�5 � 5
û���8

n = (na+bna)nb = na+bnbna+b = n3a+2b
3

û�û+8
n = (nbna)nb = na+b

3
û���8

n = nb
ç

U7ð7Ø�Ó�ãõá2Û�Ó�â7Ø�ð2Ù	Ö2Ø^ênØ�Ó�Õ�ãõÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�×<á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	Ï}Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2ÛkÖ	àVá2Ø�Ñ	×�Ï6æuênØ�Ó�Õ�Öuñ'Ô4Ù2Û�ï!Ø�Ù	Ö2Ø�Ô
Ù7Ò ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ

nb è
á	Ñ	Ö	ì2Ø�ÔôÑ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×#Òn× ��Õ�Ö'æwû��nÓ�â2ñ�ì7Ò�í�æk×�Ï1á2Û�â2Ù	í'÷MÕ�Ó�íuá2ÛnÔ,Û�ð2ñ�â2÷}ð2Ö7Ò�Ü�Û�Ù7Ò�â2ã �

Ù	Ï6æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�×<Ö	àVá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï
H± ç

h[Ñ2Ø�ð2á2Û�â7Û�ï�Ö2Ô è ì	Õ�Û<ð	â2íu×�Ó�Ø�æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Û�× g á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï M è Ù2Øgâ7Ø�ïnÒ�ù!Ö'æu×õá2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á2Ø U è×�Û�à�Ô,Û�ï!Ø�Ù�Õ�Û�â2ã�å�ÛäÛ�ð2Ö	ÙwÖ	à^á2Ø�Ñ2Ø�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù	Ï6æw×�Ï1ênØõû��õÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø�×õð	â2í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
n
Ö	à^á	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�× �

â7Ø�Ù	Ö	í ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
g
×�×�Ö'ð7Ø	5 û+8�ç

û+86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8
nXbn

−1 = nanbXbn
−1
b n−1

a = X−3a−b 6M,

nXa+bn
−1 = nanbXa+bn

−1
b n−1

a .
NeÒ�åÐå'Ò�å {−3a− b, a} é Þ�Ò�à�ÒnÓ�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò

G2 è
Õ�Û�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø �

M = Φ(F )
ç

��86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8

nXa+bn
−1 = nana+bXa+bn

−1
a+bn

−1
a = X−2a−b 6M,

nXbn
−1 = nana+bXbn

−1
a+bn

−1
a = X−3a−2b 6M.

NeÒ�åÐå'Ò�å {−3a− 2b, 2a+ b} é Þ�Ò�à�Ò�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ï å�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò
G2 è

Õ�Û�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø �
M = Φ(F )

ç
LÚÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø (�8

nUn−1 = n2a+bnbUn
−1
b n−1

2a+b = V 6M
Ö è Ó�â7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è M = Φ(F )

ç
Xaâ2ñ�ì7Ò�ó6"L8�á2Û�ð7Û�Þ�Ø�Ù�Ó�â2ñ�ì7Ò�÷ ��8 è Õ�Ò�åuå'Ò�å na+bna = nana+bh

ð	â2íGÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û
h ∈ H± ç

Xaâ2ñ�ì7Ò�ó )�8�á2Û�ð7Û�Þ�Ø�Ù�Ó�â2ñ�ì7Ò�÷ýû+8 è Õ�Ò�åuå'Ò�å nbna = nanbh
ð	â2íGÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û

h ∈ H± ç
� 86L ��Õ�Û�ÔîÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø è Û�ì2Ø�×�Ö'ð2Ù2Û è M = 〈U,HM 〉 ð	â2íäÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó�á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï HM 6 H

ç

� 8ÀNeÒ�ånï!Ø�å'Ò�ånÖ!ð	â2í^Õ�Ö	á7Ò A2
×	��Õ�Û�ÔwÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

M = 〈U, na,HM 〉 ð	â2í^Ù2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó<á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

HM 6 H
ç

� 86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8
nX2a+bn

−1 = n3a+bX2a+bn
−1
3a+b = X−a 6M,

nX3a+bn
−1 = n3a+bX3a+bn

−1
3a+b = X−3a−b 6M.

NeÒ�åÐå'Ò�å {−3a− b, a} é Þ�Ò�à�ÒnÓ�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò
G2 è

Õ�Û�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø �
M = Φ(F )

ç

� 86LÚÓ�Ö'â2ñ!5 ��8
nXan

−1 = n2a+bXan
−1
2a+b = X−a−b 6M,

nX3a+bn
−1 = n2a+bX3a+bn

−1
2a+b = X−3a−2b 6M.

NeÒ�åÐå'Ò�å {−3a− 2b, a+ b} é Þ�Ò�à�Ò�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò
G2 è

Õ�Ûná2Ûnâ7Ø�Ô,Ô,Ø �
M = Φ(F )

ç
û���86LÚÓ�Ö'â2ñ 5 ��8

nXbn
−1 = n3a+2bXbn

−1
3a+2b = X−3a−b 6M,

nXa+bn
−1 = n3a+2bXa+bn

−1
3a+2b = X−2a−b 6M.

NeÒ�åÐå'Ò�å {−3a− b, 2a+ b} é Þ�Ò�à�Ò�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò
G2 è

Õ�Ûná2Ûnâ7Ø�Ô,Ô,Ø �
M = Φ(F )

ç
û�û+86LÚÓ�Ö'â2ñ 5 ��8

nXbn
−1 = na+bXbn

−1
a+b = X−3a−2b 6M,

nXa+bn
−1 = na+bXa+bn

−1
a+b = X−a−b 6M.

NeÒ�åÐå'Ò�å {−3a− 2b, a+ b} é Þ�Ò�à�Ò�Ó�Ö2Ó�Õ�Ø�Ô4Ïüå�Û�Ñ	Ù2Ø�óÐÕ�Ö	á7Ò
G2 è

Õ�Ûná2Ûnâ7Ø�Ô,Ô,Ø �
M = Φ(F )

ç
û���8@NeÒ�å^ï!Ø,å'Ò�å^Ö[ð	â2ígÕ�Ö	á7Ò

A2
× ��Õ�Û�ÔuÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

M = 〈U, nb,HM 〉 ð	â2ígÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó!á2Û�ð2Ü�Ñ	ñ�á	á	Ï

HM 6 H
ç
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`aÓ�â2Ö ×
M

Ø�Ó�Õ�ãGð2×#Ò ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò
g1
Ö
g2 è

×Gá	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø�Ù	Ö	ÖF5 û+8På�Û�Õ�Û�Ñ	Ï6æ ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ
n
Õ�Ò�å�Û�ó

å'Ò�åu×<Ó�â2ñ�ì7Ò�Ø � 8�Ö û���86Ó�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û è Õ�Û X−a, X−b 6M
ÖGá2Ûnâ7Ø�Ô,Ô,Ø<û

M = Φ(F )
ç

NeÒ�å	Ö2ÔiÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è ð	â2íuÕ�Ö	á7Ò G2 è
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L_Ó�×�í'à�Ö¿Óná	Ñ	Ö2Ô,Ø�Ù2Ø�Ù	Ö	í	Ô4Ö¿ð2Ö2Ó�å	Ñ2Ø�Õ�Ù2Û�Ü�Û���Ñ	Ü�Û�ð2Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�Ü�ÛwÔ,Ø�Õ�Û�ð�Ò & û *�å�×�Û�á	Ñ2Û�Ó�ñwá	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�× �
â7Ø�Ù	Ö	í�ò2Ø�â2Ï6æ�ì	Ö2Ó�Ø�âöÙ2Ø�Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â7Ø�Ù	Ù	Ï�Ô4ÖöÕ�Ø�Ñ	Ù7Ò�Ñ	Ù	Ï�Ô4Ööå	×#Ò�ð2Ñ7Ò�Õ�Ö	ì	Ù	Ï�Ô4ÖúÝVÛ�Ñ2ÔaÒ�Ô4Ö ×�Û�à�Ù	Ö	å'Ò�Ø�Õ
Ù2Ø�Û�Þ�æ#Û�ð2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�ãVÖ2Ó�á2Û�â2ã�à�Û�×#Ò�Ù	Ö	íná	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ï6æ!Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æ�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò

M ∈M2(Z)
×�Õ�Û��

Ñ2Û�Ü�Ûná2Û�Ñ#í�ð2å'Ò è à�Ò�ð�Ò�Ù	Ù2Û�Ü�Û�Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2íCç�ø[Õ�Û�Þ�Ï Û�Þ�Ø�Ó�á2Ø�ì	Ö	Õ�ã<å�Û�Ù2Ø�ì	Ù2Û�Ó�Õ�ã<ì	Ö2Ó�â�Ò!ò2Ø�â2Ï6æäÔaÒ�Õ �Ñ	Ö	òÐà�Ò�ð�Ò�Ù	Ù2Û�óÐÙ2Û�Ñ2Ô4ÏüÙ7Ò�å'â�Ò�ð2Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í�ñ�Ó�â7Û�×�Ö2ØVÖ'æGÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ó�Õ�Ö Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò�Ö'â2Ö�Ó�â7Ø�×#Ò'ç
L & û �@(+*eÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï�ØnÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ïü×�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Ûõá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò è à�Ò�ð�Ò�Ù	Ù2Û�ó�Ù2Û�Ñ2Ô4Ï è Ö2Ó�á2Û�â2ã�à�ñ�÷MÕ�Ó�íu×ð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ØGÒ�Ó�Ö2Ô4á	Õ�Û�Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�óôÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2Ï_ð	â2í�ì	Ö2Ó�â�ÒGò2Ø�â2Ï6æ�Õ�Û�ì2Ø�å¿Ù7ÒäÜ�Ö	á2Ø�Ñ2Þ�Û�â7Û�Ö'ð�Ò�æ Ö
â7Ø�Ô,Ô4Ï}Ûnð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò�Þ�Û�â2ã�ênÛ�óuÙ2Û�Ñ2Ô4ÏVç�L6Û�á	Ñ2Û�ÓVÛnð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òÐÙ7ÒnÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö �
Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï�ØgÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ÏþÔ4ÏÚÑ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Ø�Ôú×nÛ�Þ�ùnØ�Ôö×�Ö'ð7Ø è ÒVÖ2Ô,Ø�Ù	Ù2Û è Ø�Ó�â2Ö N(M) = qn

Ö
A \MÖ'â2Ö

M/A
5Ið7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�ãnÓ�â7Ø�×#Ò[Ö'â2ÖõÓ�á	Ñ7Ò�×#Ò�84Ö

N(A)/qn,
Õ�Û
N(A)

Ù2Ø�Û�Þ�í'à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û^Ñ7Ò�×�Ù7Ò
qk
á	Ñ	Ö

1 6 k 6 n
ÖuÓ�Û�Ó�Õ�Ò�×�Ù2Û�Ô

q
5 à�ð7Ø�Ó�ã

N(A) = detA
8�ç

:Vâ2í^á2Û�â2Ù2Û�Õ�ÏúÖ	à�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	íná	Ñ	Ö	×�Ø�ð7Ø�ÔÐÙ2Ø�Û�Þ�æ#Û�ð2Ö2Ô4Ï�Ø�Ó�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	í^Ö	à1Ò�Ñ	Ö2ÝVÔ,Ø�Õ�Ö	å	ÖnÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òn×�Õ�Û��
Ñ2Û�Ü�Û�á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò>5DÞ�Û�â7Ø�Ø[á2Û�â2Ù	Ï�ØVÓ�×�Ø�ð7Ø�Ù	Ö	íuÓ�Ô1ç4& �+* 8�ç,QÐÏþÑ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Ø�Ôÿå�Û�â2ã�ò2Û�ò2Ø�â2Ï6æGÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò
×�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û<á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò

M2(Z)
ç,QwÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô �7� �2��� è Ø�Ó�â2Ö aij ∈ Z(i)
5
i = 1, 2)

çPb�Û�×�Û�Ñ	Ö2Ô è ì	Õ�Ûõò2Ø�â�Ò�í�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò A 	������g�2�n�7���2� èØ�Ó�â2ÖÐ]^O :
(a11, a12, a21, a22) = 1.

ø[Ö2Ó�â7Û

t = t(A) =
]^O :

(a11, a12, a21, a22)

Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í ��� � �2�����À�>��� �2�2��� �7� �}�g���P��� � �
A.
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� ���@���@�P0#"��2�4�@���	
�$	/M�u$@������� - I	�	�#" - 
���$	$	/M�w������"���Iu
'� - " - � - 0 - "������	� - 0#"À�¯�À���	�@�������
n

� (

`aÓ�â2ÖÐð	â2íÐÙ2Ø�å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Ûäò2Ø�â7Û�Ü�Ûõì	Ö2Ó�â�Ò
g > 0

ì	Ö2Ó�â7Û�×�Û�ó�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2ã
t(A)

×�à�Ò�Ö2Ô4Ù2Ûká	Ñ2Û�Ó�ÕäÓ
g èÕ�Û<ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò

A
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í 	������g�2�n�7���2��� 	2�^�g�������2�

g
ç 9 Ø�â�Ò�íuÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò

U
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Õ�Ó�í �����

�����n���g��� 5 Ö'â2Ö �����2�2� �7��� ×�ê!Ö	Ñ2Û�å�Û�ÔîÓ�Ô4Ï�Ó�â7Ø+8 è Ø�Ó�â2Ö U−1 ∈M2(Z).
Lÿå�Û�â2ã�ò2Ø

M2(Z)
â2÷[Þ�Ò�í

Û�Þ�Ñ7Ò�Õ�Ö2ÔaÒ�íÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò
U
Ö2Ô,Ø�Ø�ÕõÙ2Û�Ñ2Ô4ñ

N(U) = ±1.OPá	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö2Ôî×�å�Û�â2ã�ò2Ø
M2(Z)

Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ó�Õ�ãGÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òÐÓ�â7Ø�×#ÒnÖÐÓ�á	Ñ7Ò�×#Ò'ç
QwÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

A1
Ù7Ò�à�Ï1×#Ò�Ø�Ô � �1� ���2�2�����������2�2��� � �7����� Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò2Ø�ó A,

Ø�Ó�â2ÖÚÙ7Ò�ó'ð7Ø�Õ�Ó�íÚÕ�Ò�å'Ò�í
ò2Ø�â�Ò�íÚÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò

U
ÓÐÙ2Û�Ñ2Ô,Û�ó

N(U) = 1,
ð	â2íÿå�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó

A1 = UA.
KPÙ7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2ÛúÜ�Û�×�Û�Ñ	Ö2Ô èì	Õ�Û

A1
� �1� ���2�2�����������2� � 	�������� Ó A, Ø�Ó�â2ÖuÙ7Ò�ó'ð7Ø�Õ�Ó�í V ∈M2(Z),

ì	Õ�Û
N(V ) = 1

Ö
A1 = AV.OPÕ�Ù2Û�ênØ�Ù	Ö2Ø Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ó�Õ�ÖüÑ7Ò�à�Þ�Ö	×#Ò�Ø�Õ

M2(Z)
Ù7Ò¿å'â�Ò�Ó�Ó�Ï Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æ ÔaÒ�Õ �

Ñ	Ö	ò�ç^Lüå'â�Ò�Ó�Ó�Ø<Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æ¿Ó�á	Ñ7Ò�×#ÒäÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò Ô,Û�ï�Ù2ÛG×�Ï�Þ�Ñ7Ò�Õ�ãuØ�ð2Ö	Ù2Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù	Ï�ÔüÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô
å'Ò�Ù2Û�Ù	Ö	ì2Ø�Ó�å	ñ�÷_Õ�Ñ2Ø�ñ�Ü�Û�â2ã�Ù	ñ�÷_ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ�ç

�Ð�LP PMrî? 5DÛ<å'Ò�Ù2Û�Ù	Ö	ì2Ø�Ó�å�Û�Ôi×�Ö'ð7Ø^ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òB8 B�:����u
'�/�'� - ��$@��
�/�" - �^�À��$	$ - ��������"���I	/
A ∈

M2(Z)
$����#�À�����/�w����� - I	�	�#" - 
���$	$��+� ���w��0#"���
���������"���I��!
��#���

T =

(
a c
0 b

)
, 0 6 c < a, b < 0.

,�"�� E�� - � * �����	�Ð������"���I	/
T
�

T ′ =

(
a′ c′

0 b′

)
, 0 6 c′ < a′, b′ > 0,

����� - I	�	�#" - 
���$	/>��0#"���
�� * � -
T ′ = T.

� Õ�ÛõØ�Ó�Õ�ã<ì7Ò�Ó�Õ�Ù	Ï1ówÓ�â2ñ�ì7Ò�ó�Û�Þ�ùnØ�Ü�Û�ñ�Õ�×�Ø�Ñ#ïnð7Ø�Ù	Ö	íuð	â2íuå	×#Ò�ð2Ñ7Ò�Õ�Ù	Ï6æuò2Ø�â7Û�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù	Ï6æ�ÔaÒ�Õ �Ñ	Ö	ò�â2÷[Þ�Û�Ü�Ûõá2Û�Ñ#í�ð2å'Ò 5DÓ�Ô1ç & " è Ü�âÀç$¬"¬ * 8�ç � Õ�ñGâ7Ø�Ô,Ô4ñ�Ô,Û�ï�Ù2Ûõð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�ãÐÓ^á2Û�Ô,Û�ù!ã�÷ Ò�â2Ü�Û�Ñ	Ö	Õ�ÔaÒ
`,×�å'â2Ö'ð�Ò�Ö ��â7Ø�Ô,Ø�Ù	Õ�Ò�Ñ	Ù	Ï6æÐá	Ñ2Ø�Û�Þ�Ñ7Ò�à�Û�×#Ò�Ù	Ö	ówÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òu×�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û<á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò'ç

b�Û�×�Û�Ñ	Ö2Ô è ì	Õ�Ûg×gå�Û�â2ã�ò2Ø M2(Z)
ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò

A
ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�í<Ù7Ò[ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

B
Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò[Ö�á	Ö	ênØ�Ô

A/B èØ�Ó�â2ÖöÙ7Ò�ó'ð7Ø�Õ�Ó�íúÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò
Q è ð	â2í å�Û�Õ�Û�Ñ2Û�ó A = QB

çG`aÓ�â2Ö
B
Ù2Ø�×�Ï1Ñ2Û�ïnð7Ø�Ù7Ò è Õ�ÛGð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�ã

A/B
Ñ7Ò�×�Ù2Û�Ó�Ö'â2ã�Ù7Ò<ñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷

AB−1 ∈M2(Z).b�Û�×�Û�Ñ	Ö2Ô è ì	Õ�ÛõÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò A ð7Ø�â2Ö	Õ�Ó�íÐÙ7Ò
B
Ó�â7Ø�×#Ò<Öuá	Ö	ênØ�Ô

B \ A, Ø�Ó�â2Ö�Ù7Ò�ó'ð7Ø�Õ�Ó�í�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò

Q ∈M2(Z)
Ó[ñ�Ó�â7Û�×�Ö2Ø�Ô

A = BQ
5DÛnÕ�Ø�Û�Ñ	Ö	Öuð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òu×�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û<á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò<Ó�Ô1ç4& �+* 8�ç

Xaâ7Ø�ð2ñ�÷MùnØ�Ø!ñ�Õ�×�Ø�Ñ#ïnð7Ø�Ù	Ö2Ø�í'×�â2í	Ø�Õ�Ó�í Ò�Ù7Ò�â7Û�Ü�Û�Ô Û�Ó�Ù2Û�×�Ù2Û�ó�Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4Ï>Ò�Ñ	Ö2ÝVÔ,Ø�Õ�Ö	å	Ö ÛäØ�ð2Ö	Ù �
Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�Ó�Õ�ÖÐÑ7Ò�à�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	íÐÙ7Òná	Ñ2Û�Ó�Õ�Ï�ØVÔ4Ù2Û�ï�Ö	Õ�Ø�â2Ö�ç

�Ð�LP PMröJ 5DÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ì	Ù	Ï1ówÒ�Ù7Ò�â7Û�Ü!Û�Ó�Ù2Û�×�Ù2Û�óuÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ÏßÒ�Ñ	Ö2ÝVÔ,Ø�Õ�Ö	å	ÖB8 B
1)
,P 2�����

A D
I@�����+�Ð$@��
�/�" - �^�À��$	$��+��������"���I���
'� - " - � - 0 - "������	� * 0#"��������

N(A) = b · c,� �À�
b, c ∈ Z

5�+�- � ���n$����#�2 @���/�w�����	�@�[������"���I	/
B
*
C
* ��� -

A = BC, N(B) = b, N(C) = c. (∗)

2)
� ���	��0#"��HE�� - �i������"���I��

A
0#"��2�4�@���	
�$��

(mod c)
* � - 0#"À�¯�À������
��@��$	�@�

(∗) �¯���	$@����
'��$	$ -�g� - ��$ - ������?ü� - ����� - I	�	�#" - 
���$	$ - ����� * � 5 � 5 �����	�

A = BC = B1C1,

N(C1) = N(C) = c,
� - $����#�À�����/�Ð������"���I��

E
*
N(E) = 1

* �����ä� - � - " - �
C1 = EC

*
B1 = BE−1 5

:!Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ÛkÓ�Ô1ç,×>& � è�� �+* çOPá	Ö	Ñ7Ò�í	Ó�ã�Ù7ÒGâ7Ø�Ô,Ô4Ï ûõÖ � è á2Û�â2ñ�ì	Ö2Ô}Ñ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�Ï ÛÐÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æîÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�æúÖ	à

M2(Z)
à�Ò�ð�Ò�Ù	Ù2Û�Ü�Û!Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2í

n
5DÓ�Ô1ç4Õ�Ò�å	ï!Ø & )+* è Ü�ð7Ø�ð�Ò�Ø�Õ�Ó�í<Õ�Û�â2ã�å�Û!Ù7Ò�Þ�Ñ2Û�Ó�Û�åõð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã �Ó�Õ�×#Ò 3 à�ð7Ø�Ó�ãõÔ4Ïþð�Ò�Ø�ÔôÑ7Ò�à�×�Ø�Ñ	Ù	ñ�Õ�Û�ØgÖ	à�â7Û�ï!Ø�Ù	Ö2Ø+8�ç



� " ,^������
 9 5��ú5

O��#z��e�LPMrÚ?7B ,P 2�����
n D

$@��������$ - �<���@��� - �
σ0(n) D

���@��� - 0#"��2�4�@���	
�$	/M��$@������� - I	�	�#" -
.
���$	$	/M�w��0#"���
��

(
���@��
��

)
I@��� - ���@���@��$	$	/M��������"���Iu
'� - " - � - 0 - "������	� - 0#"À�¯�À���	�@�������

n
5�+�- � ���

σ0(n) = n
∏

p/b

(
1 +

1

p

)
, (1)

� �À�P0#" - �2
�
'�¯�À��$	�@� � �¯"À�����/�u0 - 
'�����ô0#" - ����/��ö�À���	�@�������	�ü���@�����
n
5

C 10
ç 
 ñ�ð7Ø�Ô�á	Ñ2Û�×�Û�ð2Ö	Õ�ãVð7Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ÛVÕ�Û�â2ã�å�Û[ð	â2ínÓ�â2ñ�ì7Ò�í!Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æõÓ�á	Ñ7Ò�×#Ò

ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò�ç^X�Ù7Ò�ì7Ò�â�ÒkÑ7Ò�Ó�Ó�Ô,Û�Õ�Ñ	Ö2ÔþÓ�â2ñ�ì7Ò�ówå�Û�Ü�ð�Ò
n
Ø�Ó�Õ�ãäÓ�Õ�Ø�á2Ø�Ù	ãGÙ2Ø�ì2Ø�Õ�Ù2Û�Ü�Ûká	Ñ2Û�Ó�Õ�Û�Ü�Ûäì	Ö2Ó�â�Ò

p èÕ�çeØ�ç
n = pa

çGLfÓ�Ö'â2ñwâ7Ø�Ô,Ô4Ï û<á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ï�Ô4ÖúÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï�Ô4ÖÿÓ�á	Ñ7Ò�×#ÒÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò�Ô4Ö
×�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Û<á2Û�Ñ#í�ð2å'Ò<Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2í

pa
Þ�ñ�ð2ñ�Õ<ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ïü×�Ö'ð�Ò

(
pk ξ
0 pm

)
, (2)

Ü�ð7Ø

k +m = a,
]^O :

(ξ, p) = 1, 0 6 ξ 6 pk − 1 (3)
á	Ñ	Öu×�Ó�Ø�×�Û�à�Ô,Û�ï�Ù	Ï6æÐà�Ù7Ò�ì2Ø�Ù	Ö	í�æ

0 6 k,m 6 a
ç

:!Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è ñ'Ô4Ù2Û�ïnÒ�íÐÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

(
pk ξ
0 pm

)

Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò�Ù7Ò!ò2Ø�â7Û�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù	ñ�÷_ñ�Ù	Ö2Ô,Û�ð2ñ�â2í'Ñ	Ù	ñ�÷_ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

(
α β
γ δ

)
6=

(
1 0
0 1

)
,

á2Û�â2ñ�ì	Ö2Ô
(
pk ξ
0 pm

)(
α β
γ δ

)
=

(
pkα+ ξγ pkβ + ξδ
pmγ pmδ

)
=

(
ps η
0 pt

)
,

Ü�ð7Ø
0 6 η 6 ps − 1 è s+ t = a

ç
OPÕ�Ó�÷6ð�Ò<Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ è ì	Õ�Û γ = 0

çaNÀÛ�Ü�ð�Ò

(
pkα pkβ + ξδ
0 pmδ

)
=

(
ps η
0 pt

)
.

hgØ�Ñ2Ø�æ#Û�ð2íÚåiÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2í	Ô è Þ�ñ�ð7Ø�Ô>Ö2Ô,Ø�Õ�ã
pk+mαδ = ps+t è Õ�ç�Ø�ç paαδ = pa è Û�Õ�å	ñ�ð�Ò

αδ = 1
çaNeÒ�åuå'Ò�å

α è δ é ò2Ø�â2Ï�Øgì	Ö2Ó�â�ÒnÖ
α, δ > 0,

Õ�Û
α = δ = 1

ç,LiÕ�Ò�å�Û�ÔiÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø[á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô

(
pk pkβ + ξδ
0 pm

)
=

(
ps η
0 pt

)
,

Û�Õ�å	ñ�ð�Ò
s = k è t = m

Ö
η = pkβ + ξ.NeÒ�åþå'Ò�åþá2Ûúñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷

0 6 η 6 ps − 1,
Õ�ÛúÕ�Ø�á2Ø�Ñ	ã è ñ�ì	Ö	Õ�Ï1×#Ò�í è ì	Õ�Û s = k è á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô

0 6 pkβ + ξ 6 pk − 1 è Û�Õ�å	ñ�ð�Ò β = 0
ç

U�Ù7Ò�ì	Ö	Õ è (
α β
γ δ

)
=

(
1 0
0 1

)
,

Öká2Û���Õ�Û�Ô4ñõÑ7Ò�à�â2Ö	ì	Ù	Ï�ØgÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ÏÚ×�Ö'ð�ÒQ5 ��8aÓPñ�Ó�â7Û�×�Ö	í	Ô4Ö 57(�8aá2Û�á7Ò�Ñ	Ù2Û!Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	ÏüÓ�á	Ñ7Ò��
×#Ò'ç
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n

� )

]VÒ�ó'ð7Ø�ÔßÕ�Ø�á2Ø�Ñ	ã
σ0(p

a)
ç¿h[Ñ	ÖîÝgÖ	å�Ó�Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ô

1 6 k 6 a − 1
ì	Ö2Ó�â7Û�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òô×�Ö'ð�Ò�5 ��8

Ó6ñ�Ó�â7Û�×�Ö	í	Ô4ÖH57(�84Þ�ñ�ð7Ø�ÕVÑ7Ò�×�Ù2Û
ϕ(pk) = pk−pk−1 çeh[Ñ	Ö k = 0

á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô�Õ�Û�â2ã�å�Û^Û�ð2Ù	ñ�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ
×�Ö'ð�Ò

(
1 ξ
0 pk

)

á	Ñ	Ö
ξ = 0,

Ò!á	Ñ	Ö
k = a

á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�ÔÿÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï ×�Ö'ð�Ò

(
pa ξ
0 1

)
,

Ü�ð7Ø
ξ = 0, 1, . . . , pa − 1 è × ��Õ�Û�ÔîÓ�â2ñ�ì7Ò�Øgá2Û�â2ñ�ì	Ö2Ô pa Õ�Ò�å	Ö'æuÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò�çaNÀÛ�Ü�ð�Ò

σ0(p
a) = 1 + pa +

a−1∑

k=1

(
pk − pk−1

)
= pa

(
1 +

1

p

)
. (4)

T[Õ�Ò�å è ÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â�Ò
5 û+8�×õÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø n = pa
ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù7Ò'ç

20
ç2:!Û�å'Ò�ï!Ø�ÔÿÕ�Ø�á2Ø�Ñ	ãõÔ4ñ�â2ã�Õ�á'â2Ö	å'Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ó�Õ�ãuÝgñ�Ù	å	ò	Ö	Ö

σ0(n) è
Õ�ç2Ø�ç4ì	Õ�Û

σ0(b · c) = σ0(b) · σ0(c)
á	Ñ	Ö

(b, c) = 1. (5)

h[ñ�Ó�Õ�ã
B1, B2, . . . , Bσ0(b) é

á2Û�â2Ù	Ï1óþÙ7Ò�Þ�Û�Ñ á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ï6æþÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æüÓ�á	Ñ7Ò�×#Ò
ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	òäÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2í

b è Ò C1, C2, . . . , Cσ0(c) é
×�Ó�Ø�á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ï�ØPá2Û�á7Ò�Ñ	Ù2Û^Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù �

Ù	Ï�ØVÓ�â7Ø�×#Ò�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ÏüÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2í
c è á	Ñ	Ö	ì2Ø�Ôÿ]^O : (b, c) = 1

ç
NÀÛ�Ü�ð�Ò�á2Û!â7Ø�Ô,Ô,Ø �!Ö2Ô,Ø�Ø�Ô è ì	Õ�Û<ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï BiCj

á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	ÏüÖGÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	ÏßÓ�á	Ñ7Ò�×#Ò'ç
:!Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è á	Ñ2Ø�ð2á2Û�â7Û�ï�Ö2Ô è ì	Õ�Û<ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï BiCj

Ö
Bi′Cj′

5
i′ 6= i è j′ 6= j

8�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ï
Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò è Õ�ç2Ø�ç

Bi′Cj′ = BiCjU, (6)
Ü�ð7Ø

U é ò2Ø�â7Û�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù7Ò�íwñ�Ù	Ö2Ô,Û�ð2ñ�â2í'Ñ	Ù7Ò�í�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò'çMNÀÛ�Ü�ð�Òõá2Û<â7Ø�Ô,Ô,Ø(�<Þ�ñ�ð7Ø�ÔÿÖ2Ô,Ø�Õ�ãkÑ7Ò�×�Ø�Ù �
Ó�Õ�×#Ò

Bi′ = BiE, Cj′ = E−1CjU, (7)
Ü�ð7Ø

E é ò2Ø�â7Û�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù7Ò�íÐñ�Ù	Ö2Ô,Û�ð2ñ�â2í'Ñ	Ù7Ò�í�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò'ç :Vâ2íGÕ�Û�Ü�Û è ì	Õ�Û�Þ�ÏüÖ2Ô,Ø�â2Ö2Ó�ãká	Ñ2Ø�ð7Ó�Õ�Ò�×�â7Ø��Ù	Ö	í�ñ�å'Ò�à�Ò�Ù	Ù	Ï6æ�×�Ö'ð7Û�× 5 � 8�×GÓ�Ö'â2ñGâ7Ø�Ô,Ô4Ï �<Ù	ñ�ï�Ù2Û è ì	Õ�Û�Þ�Ï_ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò A = BC
Þ�Ï6â�Òõá	Ñ	Ö2Ô4Ö �

Õ�Ö	×�Ù2Û�óuá2Û<Ô,Û�ð2ñ�â2÷
c = detC

ç
hgÛ�å'Ò�ï!Ø�Ô è ì	Õ�Û�á2Û�Ó�â7Ø�ð2Ù2Ø�Økñ�Ó�â7Û�×�Ö2Øk×�Ï1á2Û�â2Ù	í	Ø�Õ�Ó�íöð	â2í¿Ù7Ò�ênØ�Ü�ÛwÓ�â2ñ�ì7Ò�íCç6:!Ø�ó2Ó�Õ�×�Ö	Õ�Ø�â2ã�Ù2Û èá	ñ�Ó�Õ�ã

B =

(
b1 ξ
0 b2

)
, C =

(
c1 ξ
0 c2

)
,

Ü�ð7Ø
0 6 ξ 6 b1− 1 è 0 6 η 6 c1− 1

Ök]^O :
= (b1b2, c1c2) = 1 è Öká	ñ�Ó�Õ�ã!á	Ñ	Ö���Õ�Û�Ô t é ì	Ö2Ó�â7Û�×�Û�óð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2ãkÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï

A = BC
ç4]VÒ�ð7Û�á2Û�å'Ò�à�Ò�Õ�ã è ì	Õ�Û<]^O : = (t, c) = 1

çaTgÔ,Ø�Ø�Ô

A = BC =

(
b1 ξ
0 b2

)(
c1 ξ
0 c2

)
=

(
b1c1 b1η + c2ξ
0 b2c2

)
. (8)

NÀÛ�Ü�ð�Ò
t|b1c1 è t|b2c2

ç,NeÒ�åÐå'Ò�åÐ]^O :
(b, c) = 1 è Õ�Û t|b Ö'â2Ö t|c çR4Ò�Ó�Ó�Ô,Û�Õ�Ñ	Ö2ÔiÓ�â2ñ�ì7Ò�ó

t|b, t/c1. (9)
NÀÛ�Ü�ð�Ò�Ö	à 5 � 8�Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ è ì	Õ�Û t|c2ξ ç,L6Û�à�Ô,Û�ï�Ù	Ïüð2×#ÒnÓ�â2ñ�ì7Ò�í ��Ò�8 t|c2 è Þ�8 t/ξ çLÚÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø^Ò�8�Ö	à 5 � 8 è ñ�ì	Ö	Õ�Ï1×#Ò�í'5 � 8 è Ö2Ô,Ø�Ø�Ô è ì	Õ�Û t/b Ö t/c á2Û�Ó�å�Û�â2ã�å	ñ t/c2 ç
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]gÛ�Õ�Ò�åôå'Ò�åî]^O :
(b, c) = 1,

Õ�Û
t = 1.

L Ó�â2ñ�ì7Ò�ØäÞ�8!Ò�Ù7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Û�á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�Ô è ì	Õ�Û t = 1.Xaâ7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û è ]^O : (t, n) = 1.
T[Õ�Ò�å è ×<Ù7Ò�ê!Ö'æäñ�Ó�â7Û�×�Ö	í�æG×�Ï1á2Û�â2Ù	í'÷MÕ�Ó�íÐÑ7Ò�×�Ø�Ù2Ó�Õ�×#Ò>5 � 8�ça]gÛ��Õ�Ûgá	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö	Õ!Õ�Û�Ô4ñ è ì	Õ�ÛVÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï Bi è Bi′

Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	ÏVç�U�Ù7Ò�ì	Ö	Õ è Ù7Ò�ênØ6ð7Û�á	ñ�ùnØ�Ù	Ö2Ø èì	Õ�Û¿ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
BiCj

Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ï Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò�á	Ñ	Ö	×�Û�ð2Ö	Õúåÿá	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö	÷nç}Xaâ7Ø�ð7Û�×#Ò�Õ�Ø�â2ã�Ù2Û èÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
BiCj

5
i = 1, . . . , σ(b) è j = 1, . . . , σ(c)

86á2Û�á7Ò�Ñ	Ù2Û<Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	ÏßÓ�á	Ñ7Ò�×#Ò'ç
hgÛ�á	ñ�Õ�Ù2ÛõÞ�Ï6â7Û�ñ�Ó�Õ�Ò�Ù2Û�×�â7Ø�Ù2Û è ì	Õ�Û<ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï BiCj

á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	ÏVç6NÀØ�ÔÿÓ�Ò�Ô4Ï�ÔÿÔ4ñ�â2ã�Õ�Ö	á'â2Ö �
å'Ò�Õ�Ö	×�Ù2Û�Ó�Õ�ãwÝgñ�Ù	å	ò	Ö	Ö

σ0(n)
ð7Û�å'Ò�à�Ò�Ù7Ò'çõT[à>5 "L8MÖ;57)�8Pñ�ï!Ø<Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�ÕuÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�ÔaÒ û è Õ�ç�Ø�ç�ÝVÛ�Ñ2Ô4ñ �â�Ò65 û+8�ç

B
� � � ��� � 
���� � :!Û�å'Ò�à�Ò�Õ�Ø�â2ã�Ó�Õ�×�ÛÐá	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù2Û�Ó�Õ�ÖöÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò BiCj

Ô,Û�ï�Ù2ÛuÞ�Ï6â7Ûäá	Ñ2Û�×�Ø�Ó�Õ�Ö Ö
Ó�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö2ÔöÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô1çaNeÒ�åäå'Ò�åäÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï

BiCj
á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ïþá2Û^ñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷ è Õ�Û!Û�Ù	Öká	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	× �Ù	Ï á2Û!â2÷[Þ�Û�Ô4ñGÔ,Û�ð2ñ�â2÷

g > 0.
NeÒ�åuå'Ò�å

]^O :
(detBi,detBj) = 1,

Õ�ÛP×MÓ�Ö'â2ñ^Ó�â7Ø�ð7Ó�Õ�×�Ö	í(��á	Ñ2Ø�ð	â7Û�ï!Ø�Ù	Ö	í �'ç � Ó�Õ�Ò�Õ�ã�Ö
& �+*'Ö2Ô,Ø�Ø�Ô è ì	Õ�Û BiCj
á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ïôá2Û1â2÷[Þ�Û�Ô4ñ

Ô,Û�ð2ñ�â2÷
g
ç�OPÕ�Ó�÷6ð�Ò<Ó�â7Ø�ð2ñ�Ø�Õ è ì	Õ�Û t(Bi, Cj) = 1 è Õ�ç2Ø�ç,ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò BiCj

á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù7Ò'ç
hgØ�Ñ2Ø�ó'ð7Ø�ÔüÕ�Ø�á2Ø�Ñ	ã�å ×�Û�á	Ñ2Û�Ó�ñ Ûuì	Ö2Ó�â7Ø<á	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ï6æ¿Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æúÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò

M ∈
M2(Z)

Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2í
n è ð7Ø�â2í'ù!Ö'æ#Ó�íuÙ7Ò�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ A ∈M2(Z)

ç
OMÞ�Û�à�Ù7Ò�ì	Ö2Ô ì2Ø�Ñ2Ø�à

σ0(n,A)
ì	Ö2Ó�â7Ûßá	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ï6æëÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æ ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò

M ∈
M2(Z)

Û�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2í
n è ð7Ø�â2í'ù!Ö'æ#Ó�íuÙ7Ò�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ A ∈M2(Z)

ç
OPá	Ö	Ñ7Ò�í	Ó�ãõÙ7ÒnÕ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô4ñ�û è á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�ÔîÓ�â7Ø�ð2ñ�÷Mù!Ö	óuÑ2Ø�à�ñ�â2ã�Õ�Ò�Õ�ç
O��#z��e�LPMrúJ@B�:���� ���@�����

σ0(n,A)
��0#"���
'�¯���	�	
 - � -�- ��$ - 0õ��$	�@�

σ0(n,A) =
n

detA

∏

p
∣∣ n
| detA|

(
p+

1

p

)
,

� �À�P0#" - �2
�
'�¯�À��$	�@� � �¯"À�����/�u0 - 
'�����ô0#" - ����/��ö�À���	�@�������	�ü���@����� n
|detA|

5

C
h[ñ�Ó�Õ�ã

M1,M2, . . . ,Mr é
Ù7Ò�Þ�Û�Ñu×�Ó�Ø�ækÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù	Ï6æ�Ó�á	Ñ7Ò�×#Òná	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	Ï6æuÔaÒ�Õ �

Ñ	Ö	ò ×�Õ�Û�Ñ2Û�Ü�Ûîá2Û�Ñ#í�ð2å'ÒîÛ�á	Ñ2Ø�ð7Ø�â2Ö	Õ�Ø�â2í
n è ð7Ø�â2í'ù!Ö'æ#Ó�í Ó�â7Ø�×#ÒúÙ7ÒôÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ A ∈ M2(Z) è

Ü�ð7Ø

r = σ0(n,A),
á	Ñ	Ö ��Õ�Û�ÔüÓ�â2ñ�ì7Ò�óöÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ó�Õ�ÖÿÓ�â7Ø�×#ÒGÖöÓ�Û�Û�Õ�×�Ø�Õ�Ó�Õ�×�Ø�Ù	Ù2Û�ð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö

Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò�Ñ7Ò�Ó�Ó�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	×#Ò�Ø�Õ�Ó�íwÒ�Ù7Ò�â7Û�Ü�Ö	ì	Ù2Û	ç
LÚÓ�Ö'â2ñkð7Ø�â2Ö2Ô,Û�Ó�Õ�Ö�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò

M1,M2, . . . ,Mr
Ó�â7Ø�×#ÒnÙ7Ò�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

A
Ö2Ô,Ø�Ø�Ô

M1 = AM̃1, M2 = AM̃2, . . . , Mr = AM̃r,

Ü�ð7Ø
M̃1, M̃2, . . . , M̃r ∈M2(Z).hgÛ�å'Ò�ï!Ø�Ô è ì	Õ�Û M̃i

5
i = 1, . . . , r

8�Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ï Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò'çC:!Û�á	ñ�Ó�Õ�Ö2Ô è ì	Õ�Û ��Õ�ÛkÙ2Ø!Õ�Ò�å�çNÀÛ�Ü�ð�Ò
M̃i = M̃jE é ò2Ø�â7Û�ì	Ö2Ó�â7Ø�Ù	Ù7Ò�íiñ�Ù	Ö2Ô,Û�ð2ñ�â2í'Ñ	Ù7Ò�íÚÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò7Ò è i 6= j

çüL�Õ�Ò�å�Û�ÔýÓ�â2ñ�ì7Ò�Ø

Mi = AM̃i = (AM̃j)E = MjE è
Ò���Õ�Û�á	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø�ì	Ö	Õ Ù2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ù2Û�Ó�Õ�ÖiÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò

Mi
Ö

Mj
Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò�á	Ñ	Ö

i 6= j
ç�hgÛ�å'Ò�ï!Ø�ÔÚØ�ùnØgá	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù2Û�Ó�Õ�ãGÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò

M̃i
5
i = 1, . . . , r

8�ç :!Û�á	ñ�Ó�Õ�Ö2Ô èì	Õ�Û
M̃i

Ù2ØVí'×�â2í	Ø�Õ�Ó�íÐá	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù2Û�ó�çMNÀÛ�Ü�ð�Ò
M̃i = tM̃ ′

i è
Ü�ð7Ø

t > 0 è M̃ ′
i ∈ M2(Z)

ç1hgÛ�ð7Ó�Õ�Ò�×�â2í'í
��Õ�Ûw×�ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	ñ

M̃i
Þ�ñ�ð7Ø�ÔßÖ2Ô,Ø�Õ�ã

Mi = A · tM̃ ′
i = tA · M̃ ′

i è
Ü�ð7Ø

t > 1 è Ù2Û ��Õ�Ûwá	Ñ2Û�Õ�Ö	×�Û�Ñ2Ø��ì	Ö	ÕÐñ�Ó�â7Û�×�Ö	÷ëá	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù2Û�Ó�Õ�ÖôÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï
Mi
çkNeÒ�å	Ö2ÔüÛ�Þ�Ñ7Ò�à�Û�Ô è ÔaÒ�Õ�Ñ	Ö	ò	Ï M̃1, M̃2, . . . , M̃r éÙ2Ø�Ò�Ó�Ó�Û�ò	Ö	Ö	Ñ2Û�×#Ò�Ù	Ï Ó�á	Ñ7Ò�×#Ò�Ööá	Ñ	Ö2Ô4Ö	Õ�Ö	×�Ù	ÏVçö]gÛ�Õ�Û�Ü�ð�Ò�×�Ó�Ö'â2ñ¿Õ�Û�Ü�Û è ì	Õ�Û det M̃i = n

detA è
á2Û

Õ�Ø�Û�Ñ2Ø�Ô,Øõû[á2Û�â2ñ�ì7Ò�Ø�ÔîÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2ñõð	â2í
σ0(n,A)

ç
B
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Ó�Õ�Ö
Ω
Ù7ÒVð7Ø�Õ�Ø�Ñ2Ô4Ö	Ù7Ò�Ù	Õ�Ù2Û�óuá2Û�×�Ø�Ñ�æ'Ù2Û�Ó�Õ�Ö

detM = n,
Õ�Û!×�Ô,Ø�Ó�Õ�ÛnÕ�Û�ì	Ù	Ï6æäÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�âuÔ,Û�Ü�ñ�Õ�Þ�Ï1Õ�ã

á2Û�â2ñ�ì2Ø�Ù	ÏüÕ�Û�â2ã�å�ÛõÒ�Ó�Ö2Ô4á	Õ�Û�Õ�Ö	ì2Ø�Ó�å	Ö2ØnÝVÛ�Ñ2Ô4ñ�â2Ïþá	Ñ	Ö
n→ ∞ 5DÓ�Ô1ç4& û * 8�ç
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*A@CBED�FHGIDCJLKNMLOQPLD�RLSUTUVQBEOWTX���YRZVQB[MU\C]EVCOQB�SLD�F^K
_ D�OCOQMU`LOQabD�F^Kdc RLGIVCe _ c�MLOQB�KEfgJZDhaUBED _ Kji�MU\CMUabD��kF&c�BEVCF&c �
B�MUlLVCOQaUMnm[SZcCKbaof>P _ D�i$VCOCOCD _ Kp��Dh`LeEchVQ]�K[*qR3c JLMLF^M _ K
-4F^K _ mbc�SLDh]�MUlUKEr

*qR3c JLMLF^M _ -4F^K _ mbc�SLDh]�MUltspT _ aUMU`tP _ VuJZOQBhc�]�MUBEVuRLv
RZVQSUMUSUG _ c JZOQabDh`n�"PLVQBEV _ ehK _xw OQanDh`yc RLGIVCe _ c�MUlLVCOQabDh`{z/abD��
RL|$fLKblLVQSUMUa1}^rL'~r ? D _ VQ]�MUlZcnr,*<OCV�fUabD�F^K�JZDh]EVuRZD�OQv	eh|(B�v
\CSZc�abD�F^|�F�O�*qR3c JLMLF^M _ D�F�-4F^K _ mbc�SLDh]�MUlLVCF(f8DhBEF8VQlZc��4B
VQGID�SLVQ\ cCK _ TbJLSU|�V�RLMUlUSU|�V�ancClLVCOQB�]xcnf<T _ aUMU`�F&c�BEVCF&c�B�Mn�
lLVCOQaUMU`�Bhc R3c�SUB�M�lLVuRZDh]EVQlLVCOQabD�V/D�eEc�TnSUMLV�r

*qR3c JLMLF^M _ -4F^K _ mbc�SLDh]�MUl�P _ Dhz�VuRASZchOQ|(��VQSUSU|(`
w MU\CSLVQSUSU|(`�PUKbB�vLr�:�S _ DCJLMnRZOWT��1MU�4SUT��I�����1Gur�]�GID��
_ DCJZV ? c�aUKg]1OCVCF^vEV	]ED�VQSUSLDhGIDUr1*��I�E�h��Gur�DhabDhSUlUMnR�F&c �
BEVCF&c�B�MUlLVCOQaUMU`1anR3chOCO$z/abD�RL|����I����Gur ? c�aUK���SU|(SLV;c�anc �
JZVCF^MUlLVCOQanc�T�GCMLF^SZc�\CMUTZ�urt��OIchF8DhGID�JZVQBEOQB�]xc�DhS�P _ DITn]h�

RLTbR>SLVQ\ cCK _ TbJLSU|�V�OQPLD�OCD�ehSLD�OQB�M>a�F&c�BEVCF&c�B�MUabV�r *¡z/abD�RZV�eh|<R>PLD�e�VuJLMUBEVuRZVCFjM�P _ MU\IV _ D�F
GID _ DCJZOQabDh`d� ? c�aUKL�1M _ VCOQPUKne�RLMUanc�SLOQaUMnm�D�RLMLF^PUMZc J¢r¤£�D�OuRZV�DhabDhSUlZc�SUMUT¥z/abD�RL|�PLD�OQB�KbPUMnR
SZc�F8Vumbc�SUMUabD��kF&c�BEVCF&c�B�MUlLVCOQaUMU`ti;c�aUK RLv BEVQB�-�\IV _ eEc�`nJ w c�SLOQabDhGID�GID�OQKbSUMU]EV _ OQMUBEVQBhcnf<DhB�KblUMnRZOWT
GIDCJ¢f¦\ c�BEVCF�OCVCF^v�T�PLV _ VCVumbc R3c	SZc _ DCJLMUSUK�]�:4OCVQB�MU��r$*qR3c JLMLF^M _ -4F^K _ mbc�SLDh]�MUl�PLV _ VQ]EVuRZOWT�SZc
i�MU\CMUabD��kF&c�BEVCF&c�B�MUlLVCOQaUMU`�i;c�aUK RLv BEVQB1�(:4§¦5�f¦GWJZV�DCJ3c _ VQSUSLDhGID�OQB�K JZVQSUBhc�\ chF8VQB�MnR�MU\C]EVCOQB�SU|(`
RZVQSUMUSUG _ c JZOQaUMU`�P _ D�i$VCOCOCD _ }^ro'~r ? D _ VQ]�MUlof¨abDhBED _ |(`�P _ MLVQ\ w c R�O�RZVQaU©UMUTUF^M�]ED�*qR3c JLMUanc�]h�
anc�\Er�9$cClUMUSZc�T�O��I�E�h��Gur���Dh`LeEchVQ]�KblUMUBEOWTgSZc�F&c�BEVCF&c�B�MUabD��kF8Vumbc�SUMUlLVCOQabD�F¥i;c�aUK RLv BEVQBEV~!$§¦5
�"�,£�e�§¦5$�ufLabDhBED _ |(`1Dhanc�SUlUMU]xchVQB	]��I�E�h��Gur

�,V _ vEVQ\CSLD�\ c�SUMLF&c�B�vEOWT�SZcCKbabDh`�DhSgSZcClZc R�VQ��V~OQB�K JZVQSUBED�F(r�#8GID�SZcCKblUSU|�F _ KbabDh]EDCJLMUBEVuRZVCF
OQBhc R	}ªVQSLDhS~'6]xc�SLDh]�MUl ? D _ VQ]�MUlor^*��I�E� �6Gur^*6r�-/r���Dh`LeEchVQ]6s�PLD�e�VuJLMUBEVuRLv$OQB�K JZVQSUlLVCOQabDh`�D�RLMLF¨�
PUMZc JL|«PLDgF&c�BEVCF&c�B�MUabV�¬��qB�K JZVQSUBgM�SZcCKblUSLD��"BEVumnSUMUlLVCOQaUMU`�P _ DhG _ VCOCOh­®��Gur^2¨D�OQBEDh]b�uf,]��I�E����Gur
DhS�PLD�RLKblUMnR�P _ VCF^MU��F&c�BEVCF&c�B�MUabD��kF8Vumbc�SUMUlLVCOQabDhGID�i;c�aUK RLv BEVQBhc��,£�e�§¦5�\ c/OQB�K JZVQSUlLVCOQaUKb�>SZc �
KblUSUKb� _ che�DhB�KEr��q]EDh�¡PLV _ ]�Kb�¡OQBhc�B�v��d*qR3c JLMLF^M _ -4F^K _ mbc�SLDh]�MUl�DhPUKne�RLMUabDh]xc R®] w K _ SZc RZV
¬h}¦c�PUMLOQaUM�SZcCKblUSU|<m�OCVCF^MUSZc _ Dh]�!/:401'�-49��(�(�,2(­�]g�I�E����Gur;ehK JLKblUMgOQB�K JZVQSUBED�F��h�"GID	aUK _ �
OIcnrq�qBhc�B�v�T	SZc�\C|(]xc R3chOQv�¬�£ _ MLF8V _ |�SLVCF8DhSLD�F^MZc RLv�SU|<m	RLMUSLVQ`USU|<m	G _ KbPUP�e�VQ\4B _ c�SLOQ]EVQaU©UMU`¦­�M
Dhanc�\ c R3chOQv1DhlLVQSUv�PLD�RZVQ\CSLDh`or;./VuRZD�]�BED�F(folUBED�]��I�E�h�	Gur�}^r¦'~r ? D _ VQ]�MUl�DhPUKne�RLMUabDh]xc R�D�OQSLD��
]EDhPLD�R3c�GQc��4�/Kb��OQBhc�B�v���fb];abDhBED _ Dh`�eh|<RZD�J3c�SLD/DhPUMLOIc�SUMLV�P _ D�F8V w KbBEDhlUSU|<m	PLDCJLG _ KbPUP	PLD�RLSLDh`
RLMUSLVQ`USLDh`	G _ KbPUPU| GL(n, k)

SZc J	PLD�RZVCF
k
fbOCDCJZV _xw c��/Mnm	G _ KbPUPUK/JLMZc�GIDhSZc RLv�SU|<m�F&c�B _ MU©or8£ _ M

@CBED�F�P _ VuJLPLD�R3c�GQc RZD�OQvLfUlUBED;PLD�RZV
k
OCDCJZV _xw MUB~SLV�F8VQSLVCV4OCVCF^M	@QRZVCF8VQSUBEDh]Lrq'�OQPLD�RLv�\CK�T�PLDhSUTnB�MLV

OCVQB�Mofq}^r¨'~r ? D _ VQ]�MUl�PLDhanc�\ c R¢f&lUBED1]EOWTnanc�T�P _ D�F8V w KbBEDhlUSZc�T�PLDCJLG _ KbPUPZc1\ c�anRL�4lLVQSZc1F8V w JLK
OCVQBEVQ]EDh`	G _ KbPUPLDh`�M	VCV(SLD _ F&c RLMU\ c�BED _ D�Ft��B�rbV�r¨MLF8VCVQB/F8VCOQBED/OQBhc�SnJ3c _ B�SLD�V6DhPUMLOIc�SUMLV�P _ D�F8V w Kx�
BEDhlUSU|<m�PLDCJLG _ KbPUP3�urq£ _ MLF8V _ |$fLPLD�OQB _ D�VQSUSU|�V;*6rU-/rU��Dh`LeEchVQ]�|�F�PLDhanc�\ c RLMofZlUBED~DhG _ c�SUMUlLVQSUMLV



���������
	���
����������������
����	�� � ���

SZc(lUMLOuRZD�@QRZVCF8VQSUBEDh]6PLD�RLT;OQKb��VCOQB�]EVQSUSLDUf�M/OQBhc�SnJ3c _ B�SLD�V<DhPUMLOIc�SUMLVqP _ D�F8V w KbBEDhlUSU|<m/PLDCJLG _ KbPUP
JURLT/PLD�RZVQ`�OqlUMLOuRZD�F�@QRZVCF8VQSUBEDh];F8VQSLVCV(OCVCF^M�K w V,SLV<MLF8VCVQB�F8VCOQBhcnr^5 w V,]�OQ]ED�VQ`~anc�SnJLMnJ3c�BEOQabDh`
JLMLOCOCV _ Bhc�©UMUMofo]�]EVuJLT1PLDhSUTnB�MLV/P _ D�OCVQB�Mof¦*6rª-/r3��Dh`LeEchVQ]�K�K J3c RZD�OQv	J3c�B�v�DhPUMLOIc�SUMLV�Kbanc�\ c�SUSU|<m
P _ D�F8V w KbBEDhlUSU|<mgPLDCJLG _ KbPUP�JURLT1PLD�RZVQ`gMU\��nfª��M�� �"B�Mg@QRZVCF8VQSUBEDh]Lr/* �I������Gur;PLD�OuRZV�DhabDhSUlZc �
SUMUT�chOQPUM _ c�SUB�K _ |�F&c�BEVCF&c�B�MUabD��kF8Vumbc�SUMUlLVCOQabDhGID�i;c�aUK RLv BEVQBhc�!$§¦5«M�\ c��/MUB�|�anc�SnJLMnJ3c�BEOQabDh`
JLMLOCOCV _ Bhc�©UMUM�SZc�BEVCF^K�¬�2^chOQPLD�RZD w VQSUMLV�PLDCJLG _ KbPUPg]	RLMUSLVQ`USU|<m1G _ KbPUPZc m1SZc JgabDhSLVQlUSU|�F^M�PLD��
RLTUF^M¦­�*qR3c JLMLF^M _ -4F^K _ mbc�SLDh]�MUl _ VQz~chVQB�]EV _ SUKbB�vEOWT�]�:4OCVQB�MU��f,GWJZV�]EDh\CGWR3c�]hRLTUVQB�anchi$VuJ _ K
c RLGIVCe _ |�M�GIVCD�F8VQB _ MUM��,VQ]EV _ D�� :4OCVQB�MUSLOQabDhGID�GID�OQK J3c _ OQB�]EVQSUSLDhGID	KbSUMU]EV _ OQMUBEVQBhc�M�P _ DCJZD�R w chVQB
c�aUB�MU]�SLD�\ c�SUMLF&c�B�vEOWT�SZcCKblUSLDh` _ che�DhBEDh`or�*¥�I������!3�I������GCGur(K J3c RZD�OQv�J3c�B�v�DhPUMLOIc�SUMLV/PLDCJLG _ KbPUP
D _ BEDhGIDhSZc RLv�SLDh`1G _ KbPUPU|$fLOCDCJZV _xw c��/Mnm�G _ KbPUPUK�JLMZc�GIDhSZc RLv�SU|<m�F&c�B _ MU©or

*�SZcClZc RZV��I����� � m�GCGur�]�|<J3c��4�/MU`LOWT�P _ VuJZOQBhc�]�MUBEVuRLv�RZVQSUMUSUG _ c JZOQabDh`n�"PLVQBEV _ ehK _xw OQanDh`>c RU�
GIVCe _ c�MUlLVCOQabDh`�z/abD�RL|�9~rx-/rx*(c�]�MnRZDh];\ c�SUTbRZOWT _ VIc RLMU\ c�©UMLVQ`�P _ DhG _ chF8F^|tDhPUMLOIc�SUMUT�PLDCJLG _ KbPUP
OQPLVQ©UMZc RLv�SLDh`�RLMUSLVQ`USLDh`®G _ KbPUPU|$f(OCDCJZV _xw c��/Mnm®G _ KbPUPUK�JLMZc�GIDhSZc RLv�SU|<m®F&c�B _ MU©®M�J3c R�DhPUMn�
OIc�SUMLV�Kbanc�\ c�SUSU|<m�P _ D�F8V w KbBEDhlUSU|<m�PLDCJLG _ KbPUPor�£�D1c�SZc RZDhGCMUM�O~PLD�RLSLDh`�RLMUSLVQ`USLDh`�G _ KbPUPLDh`of
]EOWTnanc�T�P _ D�F8V w KbBEDhlUSZc�T�PLDCJLG _ KbPUPZc�Dhanc�\ c R3chOQv	\ c�anRL�4lLVQSUSLDh`�F8V w JLK�@QRZVCF8VQSUBhc _ SLDh`gOCVQBEVQ]EDh`
PLDCJLG _ KbPUPLDh`�M~VCV,SLD _ F&c RLMU\ c�BED _ D�F(rq*�OCV _ MUM _ che�DhB��I������!3�I�����4GCGur fEP _ DCJZD�R w c�T�e�D�RLv�z�Dh`~©UMUanR
_ che�DhB~P _ D�i$VCOCOCD _ c/9~rn-/rn*(c�]�MnRZDh]xcnfL��Dh`LeEchVQ]�K	*6rn-/rbK J3c RZD�OQv/J3c�B�v�DhPUMLOIc�SUMLV6PLDCJLG _ KbPUP�PLD�RU�
SLDh`gRLMUSLVQ`USLDh`�G _ KbPUPU|$f¨OCDCJZV _xw c��/Mnm�G _ KbPUPUK1@QRZVCF8VQSUBhc _ SU|<m�anRZVQBEDhlUSLD�� JLMZc�GIDhSZc RLv�SU|<m�F&c�Bh�
_ MU©�� JZDh]EVuJLT _ c�\IF8V _ |�anRZVQBEDha�JZD~�E�ufUc;\ c�BEVCF�eh|<RZD�PLD�RLKblLVQSLD~DhPUMLOIc�SUMLV6PLDCJLG _ KbPUP�OQPLVQ©UMZc RLvh�
SLDh`�RLMUSLVQ`USLDh`�G _ KbPUPU|�SZc J	PLD�RLTUF^M	MU\��;M���@QRZVCF8VQSUBEDh]LfnOCDCJZV _xw c��/Mnm	G _ KbPUPUK�JLMZc�GIDhSZc RLv�SU|<m
F&c�B _ MU©or

* �I������!3�I������GCGur;SZcClUMUSZchVQBEOWT _ che�DhBhc�PLD�DhPUMLOIc�SUMU��PLDCJLG _ KbPUPgPLD�RLSLDh`gRLMUSLVQ`USLDh`gG _ KbPUPU|
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