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∆
Þ ¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓÔQP¼�¾'Ë�¼zÀ�¼æÂ8¼m¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È

R
2 È f(·) ∈ W r

2 (R)
Ø!V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊåÅ�¼�Æ�¼�Ç	Ñ

]PÈ	Ó	È'Ö�Ë8Î��
{
∆u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R

2, y > 0,

u(·, 0) = f(·),
� Û
	

Å�¼�Ä'Ë2ñOÇ8¼�ñO»!Ñ�ñaÀ�½æÃ�Â8¼�Ö#¿�ð�Æ8Î�Â	È	È�Í�¼�Ó2Ê,¿zÂ	È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏ�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
u(·, ·) Ã�Ã�Î�Ó�Ö'Â2Î�ÏÚ¾2¿�Ë2Ñ�¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È�ÝÆ	Ë2½çÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ

f(·) ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½çÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â2¿zÏáÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2Î�Ï�Ø�bJ¿�À}Ë8Î}Æ2Â2Î�Îm¾2¿zÂ	È2ÊT¼zÎ�Á�À�½gÁz¼�Ä�� u(·, y) →
f(·) ¾	Ó	È y → 0

ÃpÊ,Î�Á�Ó	È	Ä�Î
L2(R)

Ø
VsÎ�ï�Î�Â	È2Î�ÊêÕ�Á�¿zÏ�Å�¼�Æ�¼�Ç	È�Ý�Ä'¼�Ä�Ö#¿zÓ2¿zï�¿pÈ	Å�Ã�Î�À�Á�Â2¿ � À�Ê1Ø�Ý8Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý4Ù ��Ü
	}Ý8½'ÃzË2½	Î�Á�À�½éÈ	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë

baÑ#¼zÀ�À�¿zÂ8¼

u(x, y) =

∫

R

P (x− t, y)f(t) dt,
� à�	

Í�Æ8Î
P (x, y) = y

π(x2+y2)

Ø
baÑ�À�Á�Ì

Y > 0
Ø=I�Áz¼�Ã�È	Á�À�½ÔÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼Ú¿æÂ8¼�È'Ë2Ñ�Ç	ï�Î�ÊWÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	ÈëÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

u(·, Y )
Þ Ó2Î}è

ï�Î�Â	È	ÈWÅ�¼�Æ�¼�Ç	Èê]PÈ	Ó	È'Ö�Ë8Î�Â8¼Ô¾	Ó#½	Ê,¿zÏ
y = Y

Þ ¾2¿gÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÏWÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È��ÔÂ8¼g¿zÁ�Ó2Î�Å�Ä�Î
[−σ, σ] Ý σ > 0

È	Å�Ã�Î�À�Á�Â2¿ç¾	Ó2Î�¿�ºzÓ8¼�Å�¿zÃ#¼�Â	È2ÎÔôPÑ�Ó	Ì�Î
F [f ](·) ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È f(·) Ë2È2º�¿ÔÁ�¿zÇ	Â2¿	Ý�Ë2È2º�¿¾	Ó	È2º�Ë2È	ð!Î�Â	Â2¿mÃpÊ,Î�Á�Ó	È	Ä�Î

L2([−σ, σ])
Ý8Á�Ø8Î�ØTÈ	Å�Ã�Î�À�Á�Â8¼pÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

g(·) ∈ L2([−σ, σ])
Áz¼�Ä'¼�½§Ý8Ç	Á�¿

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ
Ý�Í�Æ8Î

δ > 0
� À}Ë2Ñ�Ç8¼�Ï

δ = 0
À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�Î�ÁSÁ�¿zÇ	Â2¿�Ê4ÑPÅ�Â8¼�Â	È	ñ

F [f ](·)Â8¼
[−σ, σ] 	}Øs]SË2½ÚÑ�Æ8¿�º�À�Á�Ã#¼�ºzÑ�Æ8Î�ÊóÀ�Ç	È	Áz¼�Á�Ì2Ý2Ç	Á�¿=ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½ g(·) = 0

Ã�Â2ÎS¿zÁ�Ó2Î�Å�Ä'¼
[−σ, σ] Ø[§¼�Æ�¼�Ç8¼�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿éÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½

u(·, Y )
¾2¿ÚÑ�Ä'¼�Å�¼�Â	Â2¿zÏçÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	ÈÔ¾2¿zÂ	È2ÊT¼zÎ�Á�À�½

À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2Êê¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1ØHQJñaº�¿�ÎP¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î
m : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)

Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½��������������
� ������������� �� ����!#"8Ý8¼!Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼

e(Y,W r
2 (R), δ, σ,m) = sup

f(·)∈W r
2 (R),

g(·)∈L2([−σ,σ]),

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )−m(g(·))(·)‖L2(R)

Þ%$���&(')��*���������+�,-�����������
m
Ø

RTÀ}Ë2È
δ = 0

Ý'Á�¿�Õ�Á�¿�Å�¼�¾	È2À�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½�Áz¼�Ä��

e(Y,W r
2 (R), 0, σ,m) = sup

f(·)∈W r
2 (R)

‖u(·, Y )−m(F [f ](·))(·)‖L2(R).

NS¼zÀæÈ	Â	Á�Î�Ó2Î�À�Ñ�Î�ÁçÊ,Î�Á�¿�ÆMÝ�Â8¼éÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÊY¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�ÌÔ¾	Ó	È	Â	È2ÊT¼zÎ�ÁçÊ4È	Â	È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿�ÎÚÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�Ø
KM¿zÇ	Â2Î�ÎSÍ�¿zÃ�¿zÓ#½§Ý2Â8¼zÀJÈ	Â	Á�Î�Ó2Î�À�Ñ�Î�ÁpÃ�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) = inf

m : L2([−σ,σ])→L2(R)
e(Y,W r

2 (R), δ, σ,m),

Ä�¿zÁ�¿zÓ8¼�½áÂ8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½.$���&(')��*���������+�,/��$���!#�0�  +�����&1� � ������������� �� ����!#"ÔÈáÁ�ÎÚÊ,Î�Á�¿�Æ2× m̂
ÝTÂ8¼

Ä�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö�Â	È	ð�Â	½'½ÚÍ�Ó8¼�Â	Ì�Æ8¿�À�Á�È	Í�¼zÎ�Á�À�½§Ý8Á�Ø2Î�Ø

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) = e(Y,W r

2 (R), δ, σ, m̂).

Ks¼�Ä	È2ÎHÊ,Î�Á�¿�Æ2×üÊ4×áÂ8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Ê2��$���!#�0�  +���34�0!������������5�0! � ������������� �� ����!#"76�������8#!09:!�';!=<  ��Ø
NS¼�ï�Î�ÏmÒ2Î}Ë2Ì�ñ ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½p¾2¿�À�Á�Ó2¿�Î�Â	È2Îa¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â	×6ÖmÊ,Î�Á�¿�Æ8¿zÃ�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½æÈ=Â8¼�Ö#¿�ð�Æ8Î}è

Â	È2ÎSÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»�Î�Ïé¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�È�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿=Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½§Ø



� - ��������$ - 
��A��$	�A�H"M���p��$	����
��������z�p;��#"����'�A� �

� C	�Éu8q4t�

�,¹sqsu8v8ø§r�u8ö�¸su8v8¸su���uÔqs¶�ù�

���'÷�r	÷�r

��¶#u8qs¶�tOrAC
1) �  2����� δ > 0

5�+�-�� ���=0 -�� "M���!$ - ����� - 0A���2��������$ -��z- 
 - ��������$ - 
��A��$	���Ô
��������z�
;��#"����'�A�d�2�������P
��#�

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) =

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
, δ21 = δ2/2π.

;����æ��� � - ���2
�����"��2� - ���1 	$	���	�	�
a1(·)

$��
R
����� - � * ��� -

∣∣∣∣a1(ξ)−
1

1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2

×
(
e2Y |ξ|(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)− 1

)
,
�����æ0 5 
 5

ξ ∈ [−σ, σ],

�	�	$A���	$	/1�ü$A��0#"M��"�/1
�$	/1� - 0A��"���� - "
Λa1 : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)

* �M���A����
� ����!�	�ó
 - �}"���
����
�1 #"��'�d0 - 0#"���
��	�� 

F [Λa1g(·)](ξ) = a1(ξ)g(ξ)e
−Y |ξ|,

�'
���������� � - 0A���2��������$	/H�ê����� - � - � 5
2)
�6���	�

δ = 0
* � - 0 -�� "M���!$ - ����� - 0A���2��������$ -��z- 
 - ��������$ - 
��A��$	����
��������z�Ú;��#"����'�A�a�2�������


��#��!

E (Y,W r
2 (R), σ) =

e−Y σ

σr
.

;����æ��� � - ���2
�����"��2� - ���1 	$	���	�	�
a2(·)

$��
R
����� - � * ��� -

|a2(ξ)− 1| 6 (ξ/σ)r · e−Y σ,
�����æ0 5 
 5

ξ ∈ [−σ, σ],
�	�	$A���	$	/1�ü$A��0#"M��"�/1
�$	/1� - 0A��"���� - "

Λa2 : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)
* �M���A����
� ����!�	�ó
 - �}"���
����

�1 #"��'�d0 - 0#"���
��	�� 
F [Λa2g(·)](ξ) = a2(ξ)g(ξ)e

−Y |ξ|,

�'
���������� � - 0A���2��������$	/H�ê����� - � - � 5
]!¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Î}Ë2Ì�À�Á�Ã�¿p¾	Ó	È	Ã�Î}Æ8Î�ÊóÃpÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È'ÖmÆ2Ã�Ñ#Öæ¾8¼�Ó8¼�Í�Ó8¼zÐP¼�Ö§Ø

" C	#%$s¶#¸sø§r�ö�¸s¹Mù�
'&su���qs¶)(�¸su8ö�÷'¹üu�&s÷'¹4tOr
���8¸su���u�v8u8ö�ö�÷�r	¸su8v��,¶#¸s¹+*

Û�ØObaÑ�À�Á�Ì
u (·, Y )

ÞûÓ2Î�ï�Î�Â	È2Î!Å�¼�Æ�¼�Ç	Èé]PÈ	Ó	È'Ö�Ë8Î
(1)

È
m
Þû¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×1ÏÔÊ,Î�Á�¿�ÆÔÃ�¿�À�À�Áz¼�è

Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½§Ø�V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊüÕ�Ä�À�Á�Ó2Î�ÊT¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ Å�¼�Æ�¼�Ç	Ñ)�

‖u (·, Y )‖L2(R)
→ max, f(·) ∈W r

2 (R), ‖F [f ] (·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ.
� â�	

GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊüÎ�ÎJÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2ÎSÇ2Î�Ó2Î�Å
S
Ý	Á�Ø	Î�Ø

S = sup
f(·)∈W r

2 (R),
‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )‖L2(R).
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bJ¿zÄ'¼�ð!Î�Ê1ÝMÇ	Á�¿æ¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Ìé¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½ÔÂ2Î�Ê,Î�Â	Ì�ï�Î�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½�Õ�Á�¿zÏ�Å�¼�è
Æ�¼�Ç	È��

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) > S

Ø�GdÒ2Î�Â	È2ÊüÀ�Ã�Î�Ó�Ö'ÑÚÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê4×1Ï�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë�Ã
(3)

�

2‖u(·, Y )‖L2(R) = ‖u(·, Y )−m(0) − (−u(·, Y )−m(0))‖L2(R)

6 ‖u(·, Y )−m(0)‖L2(R) + ‖ − u(·, Y )−m(0)‖L2(R))

6 2 sup
f(·)∈W r

2 (R),
‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )−m(0)‖L2(R)

6 2 sup
f(·)∈W r

2 (R),
g(·)∈L2([−σ,σ]),

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u (·, Y )−m (g(·))‖L2(R)
= 2e (Y,W r

2 (R), δ, σ,m) .

Ks¼�Ä	È2Êü¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý ‖u(·, Y )‖L2(R) 6 e (Y,W r
2 (R), δ, σ,m) .bJÎ�Ó2Î}Ö#¿�Æ2½ À}Ë8Î�Ã#¼_ÄßÃ�Î�Ó�Ö'Â2Î�Ï Í�Ó8¼�Â	È\¾2¿òÃ�À�Î�Ê ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½	Ê

f(·) ∈ W r
2 (R)

ÝmÁz¼�Ä	È2Ê1ÝÚÇ	Á�¿
‖F [f ] (·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ

ÝH¼ÔÀ�¾	Ó8¼�Ã#¼�ÄóÂ	È	ð�Â2Î�ÏêÍ�Ó8¼�Â	Èü¾2¿ÔÃ�À�Î�Ê?Ê,Î�Á�¿�Æ�¼zÊ
m : L2 ([−σ, σ]) →

L2(R)
Ý'¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê �

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) > sup

f(·)∈W r
2 (R),

‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )‖L2(R),

Á�Ø2Î�Ø

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) > S.

à'ØSNS¼�Ï'Æ8Î�ÊWÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â	×
S
ØSKs¼�ÄÉÄ'¼�Ä

F [u(·, Y )](·) = e−Y |ξ| · F [f ](·) � À�Ê1Ø�ÝAÂ8¼�¾	Ó	È'èÊ,Î�Ó�Ý�Ù ��Ü
	}Ý'Á�¿�À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎSbOË�¼�Â	ï�Î�Ó2Î}Ë2½ÚÄ	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á=Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½ÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È �
3
	�Ó8¼�Ã�Î�Â�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	ñ

À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ï�Å�¼�Æ�¼�Ç	È��

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| · |F [f ](ξ)|2 dξ → max,

1

2π

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ)|F [f ] (ξ) |2dξ 6
δ2

2π
,

1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2 dξ 6 1,

� �#	

Í�Æ8Î
χ(−σ,σ)(·)

ÞiÖ�¼�Ó8¼�Ä	Á�Î�Ó	È2À�Á�È	Ç2Î�À�Ä'¼�½òÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½üÈ	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë�¼
(−σ, σ) Ø_NJÎ�Á�Ó	Ñ�Æ2Â2¿g¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì2ÝÇ	Á�¿�Õ�Áz¼�Å�¼�Æ�¼�Ç8¼�Â2ÎaÈ2Ê,Î�Î�ÁpÓ2Î�ï�Î�Â	È	½§ØTbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ�Ý8ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿�Å�¼zÊ,Î�Â	½'½

dµ (ξ) = 1
2π |F [f ](ξ)|2 dξ

Ý
Ó8¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊYº�¿�Ë8Î�ÎÚ¿�ºz»!Ñ�ñ Å�¼�Æ�¼�Ç	ÑgÂ8¼�¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×6Öá¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×6Öóº�¿zÓ2Î}Ë8Î�Ã�À�Ä	È'ÖóÊ,Î�Ó8¼�Ö
Â8¼�¾	Ó#½	Ê,¿zÏ ��� Ó8¼zÀ�ï!È	Ó2Î�Â	È2Î��mÅ�¼�Æ�¼�Ç	È

(4)
	��

∫

R

e−2Y |ξ| dµ(ξ) → max,

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ(ξ) 6 δ21 ,

∫

R

ξ2r dµ(ξ) 6 1, δ21 =
δ2

2π
.

� ��	

â'ØSV4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊåÃ�Â8¼�Ç8¼�Ë8Î�À}Ë2Ñ�Ç8¼�Ï�Ý§Ä�¿zÍ�Æ�¼mÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	½ÉÅ�¼�Æ�¼�Â8¼mÂ2Î�Á�¿zÇ	Â2¿
(δ > 0)

ØSNS¼�Ï'Æ8Î�Ê
Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î � Ó8¼zÀ�ï!È	Ó2Î�Â	Â2¿zÏ��mÅ�¼�Æ�¼�Ç	È

(5)
Ø���Ñ�Æ8Î�ÊáÓ2Î�ï�¼�Á�Ì=Ó8¼�Ã�Â2¿�À�È'Ë2Ì�Â	Ñ�ñcÅ�¼�Æ�¼�Ç	ÑÚÂ8¼�Ê4È	Â	È2Ê4Ñ'Ê �

−
∫

R

e−2Y |ξ|dµ(ξ) → min,

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ)dµ(ξ) 6 δ21 ,

∫

R

ξ2rdµ(ξ) 6 1.
� � 	



� - ��������$ - 
��A��$	�A�H"M���p��$	����
��������z�p;��#"����'�A� �

� Á�¿�Ã�×1¾	Ñ�Ä'Ë�¼�½ÚÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼'Ø6I�¿�À�Áz¼�Ã�È2ÊüÎ�ÎSÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñòQP¼�Í�Ó8¼�Â	ð�¼=�

L (dµ (ξ) , λ1, λ2)

= −
∫

R

e−2Y |ξ| dµ (ξ) + λ1



∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ (ξ)− δ21


+ λ2



∫

R

ξ2rdµ (ξ)− 1




=

∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ1χ(−σ;σ)(ξ) + λ2ξ

2r
)
dµ (ξ)−

(
λ1δ

2
1 + λ2

)
.

bJ¿JÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎOìS¼�Ó	Ñ�ï�¼OÞYìaÑ�Â8¼aÞYKs¼�Ä�Î�Ó8¼ � À�Ê1Ø�Ý#Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�ÝAÙ�Û�í�Ü
	}Ý#Î�À}Ë2ÈmÀ�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Ñ�Î�ÁSÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2ÊT¼�½
Ê,Î�Ó8¼

dµ̂ (·) Ã (6)
ÈÚÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×

λ̂1
Ý
λ̂2
Áz¼�Ä	È2Î�Ý2Ç	Á�¿�Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½ �

a) λ̂1 > 0; λ̂2 > 0 �

b) λ̂1

(∫
R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ (ξ)− δ21

)
= 0

Ý
λ̂2

(∫
R

ξ2rdµ (ξ)− 1

)
= 0 �

c) min
dµ(·)>0

L
(
dµ(·), λ̂1, λ̂2

)
= L

(
dµ̂ (·) , λ̂1, λ̂2

) Ý
Á�¿

dµ̂ (·) Þ\Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎJÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � � 	}Ø��TÀ}Ë8¿zÃ�È2Î��
	�Ó8¼�Ã�Â2¿�À�È'Ë2Ì�Â2¿pÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ê4ÑmÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�Ñ)�

∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ

2r
)
dµ (ξ)

>

∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ

2r
)
dµ̂ (ξ),

À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã�¿�Ê4ÑæÆ	Ë2½æË2ñaº�¿zÏ�Ê,Î�Ó	×
dµ(·) > 0

Ø
V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2Êü¾2¿�Æ2×1Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ?ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ

q(ξ) = −e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ
2r.

bJ¿�Ë8¿�ð�È2Ê
λ̂1 = 1

È
λ̂2 =

e−2Y σ

σ2r

ØTbaÓ	ÈÚÕ�Á�¿�ÊóÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
q(ξ)

¾	Ó	È2Ê,Î�Á=Ã�È'Æ4�

q(ξ) =





1− e−2Y |ξ| + e−2Y σ
(

ξ
σ

)2r
, ξ ∈ (−σ;σ) ;

e−2Y σ

((
ξ
σ

)2r
− e−2Y (|ξ|−σ)

)
, ξ /∈ (−σ;σ) .

QSÎ�Í�Ä�¿!¾	Ó2¿zÃ�Î�Ó	È	Á�Ì2Ý	Ç	Á�¿!ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
q(·) Ã�À�ñ6Æ2Ñ=Â2Î�¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�Èæ¿�ºzÓ8¼�»�¼zÎ�Á�À�½æÃ!Â	Ñ�Ë2Ì!Ã!Á�¿zÇ	Ä'¼�Ö

ξ = 0
È
ξ = σ

� Á�Ø2Î�Ø
q (0) = 0

È
q (σ) = 0

	}Ø
baÑ�À�Á�Ì2Ý#Æ�¼�Ë8Î�Î�Ý

dµ̂(ξ) = Aδ (ξ) +Bδ (ξ − σ) ,
Í�Æ8Î

δ (ξ − ξ0)
ÞYÆ8Î}Ë2Ì�Áz¼�è�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½æÃ!Á�¿zÇ	Ä�Î

ξ0
Ø

UaÅJÑ�À}Ë8¿zÃ�È	Ï
∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) : dµ̂ (ξ) = δ21 ,

∫

R

ξ2rdµ̂ (ξ) = 1,

Â8¼�Ö#¿�Æ2È2ÊóÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×

A = δ21 , B =
1

σ2r
.

Ks¼�Ä	È2Ê ¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1ÝOÀ�Å�¼�Æ�¼�Â	Â	×HÊ4È
λ̂1
Ý
λ̂2

È
dµ̂(·) Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½ a)

Ý
b)
È
c)
Ã�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â	×SØß[�Â8¼�Ç	È	Á�Ý

dµ̂(ξ) = δ21 · δ(ξ) +
δ(ξ−σ)
σ2r

Þ\Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎJÅ�¼�Æ�¼�Ç
(5)
Ý
(6).
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bJ¿�Æ8À�Áz¼�ÃzË2½'½�Â8¼�Ï'Æ8Î�Â	Â2¿�Î�Ã�×1Ó8¼�ð!Î�Â	È2Î�Æ	Ë2½�Ê,Î�Ó	× ÃæÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê4×1ÏëÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë�Å�¼�Æ�¼�è
Ç	È � ��	}Ý	Ã�×1Ç	È2À}Ë2È2ÊóÎ�ÎJÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î

∫

R

e−2Y |ξ| dµ̂(ξ) = δ21 +
e−2Y σ

σ2r
.

� ��	

bJ¿zÂ	½'Á�Â2¿	ÝMÇ	Á�¿ÚÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2ÎpÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � �#	OÂ2Î=º�¿�Ë2Ì�ï�Î�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½çÎ�Î � Ó8¼zÀ�ï!È	Ó2Î�Â	È	½ ��ØmbJ¿zÄ'¼�ð!Î�Ê1Ý
Ç	Á�¿�Â8¼�À�¼zÊ,¿�ÊëÆ8Î}Ë8ÎS¿zÂ	È�À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼�ñOÁ�Ø

V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊêÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿pÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
fn(·)

Ý	¾	Ó2Î�¿�ºzÓ8¼�Å�¿zÃ#¼�Â	È2Î�ôPÑ�Ó	Ì�ÎJÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6ÖÚÈ2Ê,Î�Î�ÁpÃ�È'Æ4�

F [fn] (ξ) =





K1(n),
Î�À}Ë2È

ξ ∈ (0; 1/n) ;

K2(n),
Î�À}Ë2È

ξ ∈ (σ;σ + 1/n) ;

0,
È	Â8¼�Ç2Î

.

bJ¿�Ë8¿�ð�È2Ê
K2

1 (n) = 2πnδ21 , K
2
2 (n) = 2πn

1−δ21/n
2r

(σ+1/n)2r
.
QSÎ�Í�Ä�¿�¾	Ó2¿zÃ�Î�Ó	È	Á�Ì2Ý�Ç	Á�¿�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

fn(·)Æ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×cÃpÅ�¼�Æ�¼�Ç2Î � �#	}Ød[�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�ÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê,¿zÍ�¿ÚÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë�¼=Ã � �#	6Â8¼�Õ�Á�È'ÖéÐJÑ�Â	Ä'è
Ò	È	½�Ö �

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ||F [fn] (ξ) |2dξ =
1

2π

(
K2

1 (n)

1/n∫

0

e−2Y ξdξ +K2
2 (n)

σ+1/n∫

σ

e−2Y ξdξ

)

>
e−2Y/n

2πn

(
K2

1 (n) +K2
2 (n)e

−2Y σ
)
= e−2Y/n

(
δ21 +

1− δ21/n
2r

(σ + 1/n)2r
e−2Y σ

)
.

ZaÀ�Â2¿	Ý6Ç	Á�¿�Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼çÀ�¾	Ó8¼�Ã#¼ÔÀ�Á�Ó2Î�Ê4È	Á�À�½üÄ
δ21 + e−2Y σ

σ2r

È�Ý�Á�Î�ÊYÀ�¼zÊ4×HÊ1Ý6Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½üÅ�¼�Æ�¼�Ç � �#	
È � ��	aÀ�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼�ñOÁ�ØmGdÁ�Ä	Ñ�Æ�¼ÚÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�ÝMÇ	Á�¿æÃ�À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Â2Î�Á�¿zÇ	Â2¿ÚÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏÔÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È

(δ > 0)
Ý

Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2ÎSÂ	È	ð�Â2Î�ÏéÍ�Ó8¼�Â	È	Ò	×ò¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Èé¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿pÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½

S =

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
.

Ks¼�Ä	È2Êó¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý2¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý2Ç	Á�¿�Ã�À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
δ > 0

Æ	Ë2½æ¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Èé¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿=Ã�¿�À�À�Áz¼�è
Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½éÀ�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼=À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�¼�½Ú¿zÒ2Î�Â	Ä'¼=À�Â	È	Å�Ñ)�

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) >

√
δ2

2π
+
e−2Y σ

σ2r
.

� ä�	
FWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ý	Ä�¿zÍ�Æ�¼�È	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	½ÚÅ�¼�Æ�¼�Â8¼�Á�¿zÇ	Â2¿

(δ = 0)
Ý2¼�Â8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â	×HÎSÃ�×1Ä'Ë�¼�Æ2Ä	Èé¾	Ó	È	Ã�¿�Æ2½'Á

ÄéÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ê4ÑmÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Á�Ñ)�

S =
e−Y σ

σr
,

È�Ý	Á�Î�ÊáÀ�¼zÊ4×HÊ1Ý

E (Y,W r
2 (R), σ) >

e−Y σ

σr
.

� ��	

� C	#%$s¶#¸sø§rÉö�v8¶#q�� 
 &su���qs¶)(�¸su8ö�÷'¹üu�&s÷'¹4tOr
���8¸su���u
v8u8ö�ö�÷�r	¸su8v��,¶#¸s¹+*ü¹üu�&s÷'¹4tOr
���8¸���¶�tO¶#÷'u�·��

��Ñ�Æ8Î�ÊáÈ2À�Ä'¼�Á�Ìm¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â	×HÎPÊ,Î�Á�¿�Æ2×_À�Ó2Î}Æ2ÈéÊ,Î�Á�¿�Æ8¿zÃpÃ�È'Æ�¼=�

m (g (·)) = Λg (·) , � Û�í�	
Í�Æ8Î

Λ : L2 ([−σ, σ]) → L2 (R)
Þ Ë2È	Â2Î�Ï	Â	×1Ï Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×1Ïå¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ�Ý1Æ8Î�Ï2À�Á�Ã�È2ÎÉÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÍ�¿
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Ã=¿�ºzÓ8¼�Å�¼�Ö�ôPÑ�Ó	Ì�ÎJÈ2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ4�

F [Λg(·)](ξ) = a(ξ)g(ξ)e−Y |ξ|, a(·) ∈ L∞([−σ, σ]). � Û�Û
	

Û�ØÉF�Â8¼�Ç8¼�Ë8ÎmÈ2À�À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Ê À}Ë2Ñ�Ç8¼�ÏgÂ2Î�Á�¿zÇ	Â2¿ÉÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏëÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È
(δ > 0)

ØÉV4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2Ê
Õ�Ä�À�Á�Ó2Î�ÊT¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ Å�¼�Æ�¼�Ç	Ñ)�

‖u (·, Y )−m (g) (·, Y )‖L2(R)
→ max, ‖F [f ](·)− g(·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ,

∥∥∥f (r) (·)
∥∥∥
L2(R)

6 1.

baÓ	È2Ê,Î�Â	½'½æÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4ÑæbOË�¼�Â	ï�Î�Ó2Î}Ë2½§Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê1Ý'Ç	Á�¿!Ä	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á=Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½æÕ�Á�¿zÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�Ó8¼�Ã�Î�ÂÚÅ�Â8¼�è
Ç2Î�Â	È	ñ À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È��

1

2π

∫

R

|e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)) |2dξ → max,

1

2π

σ∫

−σ

|F [f ] (ξ)− g(ξ)|2dξ 6 δ21 ,
1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2dξ 6 1.

baÑ�À�Á�Ì
λ1 > 0

Ý
λ2 > 0

Þ Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÎ�¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×HÎÉÇ	È2À}Ë�¼'ØcGdÒ2Î�Â	È2ÊßÀ�Ã�Î�Ó�Ö'Ñó¾2¿�Æ2×1Â	Á�Î}è
Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â2¿�ÎSÃ�×1Ó8¼�ð!Î�Â	È2ÎPÃpÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê,¿�ÊWÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë8Î�Ý2È2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�½�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿mìJ¿zï!ÈÚÞ
��Ñ�Â	½'Ä�¿zÃ�À�Ä�¿zÍ�¿ �

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2

=
∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)F [f ](ξ) + a(ξ)F [f ](ξ)− a(ξ)g(ξ))

∣∣∣
2

= e−2Y |ξ| |(1− a(ξ))F [f ] (ξ) + a(ξ) (F [f ] (ξ)− g(ξ))|2

= e−2Y |ξ|

∣∣∣∣
1− a(ξ)√
λ2ξr

√
λ2ξ

r
F [f ] (ξ) +

a(ξ)√
λ1

√
λ1 (F [f ] (ξ)− g(ξ))

∣∣∣∣
2

6 e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)(
λ2ξ

2r |F [f ] (ξ)|2 + λ1 |F [f ] (ξ)− g(ξ)|2
)
.

GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê

S (ξ) = e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)
, ξ ∈ [−σ, σ] .

baÑ�À�Á�Ì
A = ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ)

Ø,KM¿zÍ�Æ�¼�Â8¼�¿zÁ�Ó2Î�Å�Ä�Î
[−σ, σ] À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼=À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�¼�½Ú¿zÒ2Î�Â	Ä'¼=�

1

2π

σ∫

−σ

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

6
A

2π

σ∫

−σ

(
λ2ξ

2r|F [f ] (ξ) |2 + λ1 |F [f ] (ξ)− g(ξ)|2
)
dξ

6
λ2A

2π

σ∫

−σ

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + λ1Aδ
2
1 .
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RTÀ}Ë2È
ξ ∈ R\ [−σ, σ] Ý'Á�¿ g(ξ) = 0

Ý	¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ�Ý	Ñ�Ç	È	Á�×1Ã#¼�½§Ý2Ç	Á�¿ |ξ/σ| > 1
Ý	Ê,¿�ð!Î�ÊüÅ�¼�¾	È2À�¼�Á�Ì

1

2π

∫

R\[−σ,σ]

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

=
1

2π

∫

R\[−σ,σ]

∣∣∣e−Y |ξ|
F [f ] (ξ)

∣∣∣
2
dξ 6

e−2Y σ

2πσ2r

∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ.

I�Ä'Ë�¼�Æ2×1Ã#¼�½�Õ�Á�È�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼'Ý2¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Êó¿zÒ2Î�Â	Ä	ÑæÂ8¼�Ã�À�Î�Ïé¿�À�È

1

2π

∫

R

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

6
λ2A

2π

σ∫

−σ

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + e−2Y σ

2π · σ2r
∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + λ1Aδ
2
1 .

F6À�ÎJÃ�×1ï�Î�À�Ä'¼�Å�¼�Â	Â2¿�Î!À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã�¿�Æ	Ë2½æ¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×6Öé¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×6ÖéÇ	È2À�Î}Ë
λ1
È
λ2
Ø

baÑ�À�Á�ÌåÁ�Î�¾2Î�Ó	Ì
λ̂1 = 1

Ý
λ̂2 = e−2Y σ/σ2r

Ø ]!¿z¾2¿�Ë2Â	È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿å¾2¿zÁ�Ó2Î�ºzÑ�Î�Ê1Ý=Ç	Á�¿�ºz×
A =

ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ) 6 1
Ø,KM¿zÍ�Æ�¼'Ý8Ñ�Ç	È	Á�×1Ã#¼�½ÚÇ	Á�¿

1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2dξ 6 1,

¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê

1

2π

∫

R

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ 6

λ2
2π

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + δ21 6
e−2Y σ

σ2r
+ δ21 .

� Û�à�	

Ks¼�Ä	È2Êç¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý�Î�À}Ë2ÈmÊ,Î�Á�¿�ÆmÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½
m
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁPÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê

(10)
ã
(11)

Ý'¾	Ó	È	Ç2Î�Ê
A = ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ) 6 1

Ý	Á�¿!Æ	Ë2½�Î�Í�¿�¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�È�À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼p¿zÒ2Î�Â	Ä'¼

e(Y,W r
2 (R), δ, σ,m) 6

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
.

� Û�â�	

� Áz¼�¿zÒ2Î�Â	Ä'¼�À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�Á=À�¿PÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�ÊáÂ	È	ð�Â2Î�ÏæÍ�Ó8¼�Â	È	Ò	× ¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�È�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿�Ã�¿�À�À�Áz¼�è
Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½

(8)
Ø

à'Ø,baÓ2¿�¼�Â8¼�Ë2È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê1Ý2Ä'¼�Ä�¿�ÎJÑ�À}Ë8¿zÃ�È2ÎaÂ8¼!ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ
a(ξ)

Â8¼�Ä'Ë�¼�Æ2×1Ã#¼zÎ�Á=Á�Ó2Î�º�¿zÃ#¼�Â	È2Î
S (ξ) 6

1
Ý
ξ ∈ [−σ, σ] ØTUJÊ,Î�Î�Ê1Ý2Ã�×6Æ8Î}Ë2½'½Ú¾2¿�Ë2Â	×1Ï�Ä	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á�Ý

S (ξ) = e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)

= e−2Y |ξ|

(
λ1 + λ2ξ

2r

λ1λ2ξ2r

∣∣∣∣a(ξ)−
λ1

λ1 + λ2ξ2r

∣∣∣∣
2

+
1

λ1 + λ2ξ2r

)
6 1.

GdÁ�Ä	Ñ�Æ�¼
∣∣∣∣a(ξ)−

λ1
λ1 + λ2 ξ2r

∣∣∣∣
2

6
λ1λ2ξ

2r
((
λ1 + λ2ξ

2r
)
e2Y |ξ| − 1

)

(λ1 + λ2ξ2r)2
.
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bJ¿�Æ8À�Áz¼�Ã�È2ÊüÃ�×HºzÓ8¼�Â	Â	×HÎSÂ8¼zÊ4È�Ó8¼�Â2Î�ÎJÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½
λ̂1 = 1

È
λ̂2 =

e−2Y σ

σ2r

�

∣∣∣∣a(ξ)−
1

1 + (ξ/σ)2re−2Y σ

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

((
1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

)
e2Y |ξ| − 1

)

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2
.

ITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý	Î�À}Ë2ÈmÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
a(·) Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�Á!Æ�¼�Â	Â2¿�Ê4Ñ=À�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È	ñ�Ý�Á�¿JÆ	Ë2½�¾2¿zÍ�Ó2Î�ïPèÂ2¿�À�Á�ÈéÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»�Î�Í�¿pÊ,Î�Á�¿�Æ�¼�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½�À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼=¿zÒ2Î�Â	Ä'¼

(13)
Ø

â'Ø KMÎ�¾2Î�Ó	Ìê¾2Î�Ó2Î�Ï'Æ8Î�ÊûÄ_À}Ë2Ñ�Ç8¼�ñ Á�¿zÇ	Â2¿óÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏòÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È
(δ = 0)

Ø LdÂ8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â2¿
¾	Ó2Î}Æ2×6Æ2Ñ�»�Î�Ê4ÑÚÀ}Ë2Ñ�Ç8¼�ñ_Ó8¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊüÕ�Ä�À�Á�Ó2Î�ÊT¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ Å�¼�Æ�¼�Ç	Ñ)�

‖u (·, Y )−m (g) (·, Y )‖L2(R)
→ max,

∥∥∥f (r) (·)
∥∥∥
L2(R)

6 1, F [f ](·) = g(·) Æ	Ë2½Ú¾�Ø Ã2Ø
ξ ∈ [−σ, σ] .

baÓ	È2Ê,Î�Â	½'½æÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4ÑæbOË�¼�Â	ï�Î�Ó2Î}Ë2½§Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê1Ý'Ç	Á�¿!Ä	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á=Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½æÕ�Á�¿zÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�Ó8¼�Ã�Î�ÂÚÅ�Â8¼�è
Ç2Î�Â	È	ñ À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È��

1

2π

∫

R

|e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)) |2dξ → max,

F [f ](·) = 0
Æ	Ë2½Ú¾�Ø Ã2Ø

ξ ∈ [−σ, σ] , 1

2π

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ 6 1.

� Û��#	

GdÒ2Î�Â	È2ÊóÊT¼�Ä�À�È2Ê4È	Å�È	Ó	Ñ�Î�Ê4×1Ï�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�ËMØTKs¼�ÄéÄ'¼�Ä
g (·) = 0

Ý
ξ ∈ R\[−σ, σ] È Y > 0

Ý	Á�¿

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)|2

=
1

2π

σ∫

−σ

e−2Y |ξ| · |a(ξ)− 1|2 |F [f ] (ξ)|2 dξ + 1

2π

∫

R\[−σ,σ]

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)|2 dξ

6
1

2π

σ∫

−σ

|a(ξ)− 1|2 |F [f ] (ξ)|2 dξ + e−2Y σ

2πσ2r

∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ.

bJ¿zÁ�Ó2Î�ºzÑ�Î�Ê1Ý2Ç	Á�¿�ºz×òÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
a(·) Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½�Ë�¼pÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ê4ÑmÑ�À}Ë8¿zÃ�È	ñ��

|a(ξ) − 1|2 6 e−2Y σ(ξ/σ)2r, ξ ∈ [−σ, σ] .
KM¿zÍ�Æ�¼�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿=¾	Ó	È2Ê,Î�ÁpÃ�È'Æ

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)|2 6 e−2Y σ

2πσ2r

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 6 e−2Y σ

σ2r
.

[�Â8¼�Ç	È	Á�Ý8Î�À}Ë2ÈéÊ,Î�Á�¿�Æ�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½
m
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁmÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê

(10)
ã
(11)

Ý�¾	Ó	È	Ç2Î�Ê

|a(ξ) − 1|2 6 e−2Y σ(ξ/σ)2r, ξ ∈ [−σ, σ] ,
Á�¿

e(Y,W r
2 (R), σ,m) 6

e−2Y σ

σ2r
.
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bJ¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	Â8¼�½ç¿zÒ2Î�Â	Ä'¼éÀ�Â2¿zÃ#¼�À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�ÁÉÀ�¿ÚÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�ÊòÂ	È	ð�Â2Î�ÏgÍ�Ó8¼�Â	È	Ò	×?¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Èë¿z¾	Á�È'è
ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿=Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½

(8)
Ø

F���âOÆ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý'Ç	Á�¿JÆ	Ë2½�¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�Èæ¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿!Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	È	½æÀ�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã�× À}Ë8Î}è
Æ2Ñ�ñO»!È2ÎJ¿zÒ2Î�Â	Ä	È�À�Â	È	Å�Ñ)�

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) >

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
, δ > 0,

E (Y,W r
2 (R), σ) >

e−Y σ

σr
, δ = 0.

F����=¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý2Ç	Á�¿=Î�À}Ë2ÈéÊ,Î�Á�¿�Æ
m
È2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ

m (g (·)) = Λg (·) ,
Í�Æ8Î

Λ : L2 ([−σ, σ]) → L2 (R)
Þ Ë2È	Â2Î�Ï	Â	×1Ï Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×1Ïå¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ�Ý1Æ8Î�Ï2À�Á�Ã�È2ÎÉÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÍ�¿

Ãp¿�ºzÓ8¼�Å�¼�Ö�ôPÑ�Ó	Ì�ÎaÈ2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ4�

F [Λg (·)](ξ) = a(ξ)g(ξ)e−Y |ξ|,

ÈéÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
a(ξ)

Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁæÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2ÊáÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �

a (·) ∈ L∞ ([−σ, σ]) ,
∣∣∣∣a(ξ)−

1

1 + (ξ/σ)2r · e−2Y σ

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

((
1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

)
e2Y |ξ| − 1

)

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2
, δ > 0;

|a(ξ)− 1| 6 e−Y σ(ξ/σ)r,
Î�À}Ë2È

δ = 0,
Á�¿!¾2¿zÍ�Ó2Î�ï!Â2¿�À�Á�ÌpÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»�Î�Í�¿�Ê,Î�Á�¿�Æ�¼!Â2ÎO¾	Ó2Î�Ã�×1ï�¼zÎ�Á�Áz¼�Ä	È'Öæð!ÎOÃ�Î}Ë2È	Ç	È	ÂÚÈæÁ�Î�ÊëÀ�¼zÊ4×HÊ
¿zÂé¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë8Î�Â�Ø

baÓ	È	Ã�Î}Æ8Î�Êó¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�¿z¾	Á�È2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿pÊ,Î�Á�¿�Æ�¼'Ø
Û�Ø�ITË2Ñ�Ç8¼�Ï�Â2Î�Á�¿zÇ	Â2¿�Å�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏéÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È

(δ > 0) .f�¿�ð�Â2¿ç¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì2Ý6Ç	Á�¿çÊ,Î�Á�¿�ÆWÃ�È'Æ�¼
(10)

ã
(11)

Ý�Í�Æ8Î
a (ξ) = 1

1+(ξ/σ)2r ·e−2Y σ

Ý
ξ ∈ [−σ, σ] ÝÑ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁmÃ�À�Î�ÊáÁ�Ó2Î�ºzÑ�Î�Ê4×HÊóÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê1ØTKM¿zÍ�Æ�¼

F [m(g)] (ξ) =

{
e−Y |ξ|·g(ξ)

1+(ξ/σ)·e−2Y σ , ξ ∈ [−σ, σ] ;
0, ξ /∈ [−σ, σ] .

FêÕ�Á�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎJÃ�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	Â2¿�Î!Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎJÈ2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ4�

u (x, Y ) =
1

2π

σ∫

−σ

e−Y |ξ| · g (ξ)
1 + (ξ/σ)2r · e−2Y σ

eiξx dξ,

Í�Æ8Î
C = 1

1+(ξ/σ)2r ·e−2Y σ

Þ À�Í�Ë�¼�ð�È	Ã#¼�ñO»!È	ÏÉÊ4Â2¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì2Ø
à'Ø�ITË2Ñ�Ç8¼�Ï�Á�¿zÇ	Â2¿�Å�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏéÈ	Â2ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È

(δ = 0) .ôPÑ�Â	Ä	Ò	È	½
a (·) = 1, ξ ∈ [−σ, σ] Ý§¿zÇ2Î�Ã�È'Æ2Â2¿	Ý§Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁÚÃ�À�Î�ÊWÁ�Ó2Î�º�¿zÃ#¼�Â	È	½	ÊWÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×SØKM¿zÍ�Æ�¼�Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	Â2¿�Î!Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎJÈ2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ

u (x, Y ) =
1

2π

σ∫

−σ

e−Y |ξ|g (ξ) eiξxdξ.
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l�v8¶z·T¶#¸s¹s¶

FêÓ8¼zº�¿zÁ�ÎSÈ	Å�Ñ�Ç8¼zÎ�Á�À�½ÚÃ�¿z¾	Ó2¿�ÀP¿�¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�Â2¿�À�Á�È�Ä'Ë�¼zÀ�À�Ñ
M q

p
Ù�Û�ÜMÊ4Ñ�Ë2Ì�Á�È	¾'Ë2È	Ä'¼�Á�¿zÓ8¼

bλ(|ξ|) =
{
κ(|ξ|)Aλ(1− |ξ|+ i0)λ, λ /∈ Z,

κ(|ξ|)(1 − |ξ|)λ(A′
λ +A′′

λ ln(1− |ξ|+ i0)), λ ∈ Z,

� Û
	

Í�Æ8Î −n+1
2 < Re λ < n−1

2

Ý
Aλ
Ý
A′

λ

Ý
A′′

λ

Þ ¾2¿�À�Á�¿�½'Â	Â	×HÎ�È	ÅéË8Î�Ê,Ê4× à'Ø�Û�Ý
n ∈ N

ØcôPÑ�Â	Ä	Ò	È	½
κ(r) ∈ C∞(0,+∞)

Áz¼�Ä�¿zÃ#¼'Ý�Ç	Á�¿
0 6 κ(r) 6 1 � κ(r) = 1

Ý�Î�À}Ë2È |1 − r| 6 δ/4
Ý
κ(r) = 0

Ý�Î�À}Ë2È
|1− r| > δ/2

Ø�[8Æ8Î�À�Ì
δ
Ý
0 < δ < 1

Ý'Þ\Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÎSÇ	È2À}Ë8¿	Ý2¿=Î�Í�¿�Ã�×Hº�¿zÓ2ÎPºzÑ�Æ8Î�Á=À�Ä'¼�Å�¼�Â2¿pÂ	È	ð!Î�Ø
féÑ�Ë2Ì�Á�È	¾'Ë2È	Ä'¼�Á�¿zÓ	× Áz¼�Ä�¿zÍ�¿gÃ�È'Æ�¼çÃ�¿zÅ�Â	È	Ä'¼�ñOÁë¾	Ó	ÈêÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Â	È	ÈåÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ãë¿zÍ�Ó8¼�Â	È	Ç2Î�Â	Â2¿�è

À�Á�Èá¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ2¿zÃÔÁ�È	¾8¼é¾2¿zÁ�Î�Â	Ò	È8¼�Ë�¼�Àæ¿�À�Ò	È'Ë	Ë2È	Ó	Ñ�ñO»!È2Ê4Èá½�Æ2Ó8¼zÊ4È � À�Ê1Ø1Ù à�ã'ä�Ü
	}ØÔF?Ç8¼zÀ�Á�Â2¿�À�Á�È�Ý
¾2¿�Æ8¿�ºzÂ	×HÎ�Ê4Ñ�Ë2Ì�Á�È	¾'Ë2È	Ä'¼�Á�¿zÓ	× Ã�¿zÅ�Â	È	Ä'¼�ñOÁá¾	Ó	Èü¾2¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	È	È

(Lp − Lq)
è�¿zÒ2Î�Â2¿zÄêÆ	Ë2½óÆ2Ó2¿�ºzÂ	×6Ö

¼�Ä	Ñ�À�Á�È	Ç2Î�À�Ä	È'Ö�¾2¿zÁ�Î�Â	Ò	È8¼�Ë8¿zÃÉÙ ��Ü�Ø
NJÎ�Á�Ó	È	Ã�È8¼�Ë2Ì�Â2¿�À�Á�Ìû¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË8Î�Â	Â	×6Ö Ó2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Á�¿zÃû¿�º��§½	À�Â	½	Î�Á�À�½ Á�Î�Ê1ÝÉÇ	Á�¿?Ä ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

bλ(|ξ|)
Â2ÎP¾	Ó	È2Ê,Î�Â	È2Ê4×cÄ'Ë�¼zÀ�À�È	Ç2Î�À�Ä	È2Î�Ê4Ñ�Ë2Ì�Á�È	¾'Ë2È	Ä'¼�Á�¿zÓ	Â	×HÎ�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×cÁ�È	¾8¼pféÈ'Ö�Ë2È	Â8¼�Þû`aÎ�Ó'è

ÊT¼�Â'Æ8Î�Ó8¼'Ø

@8C	#�ö�¸su8v8¸su��üqs¶�ù�

���'÷�r	÷

NaÈ	ð!Î�Ê4× ºzÑ�Æ8Î�ÊYÈ2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�¿zÃ#¼�Á�ÌáÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2Îé¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½ �
(A,B, . . . ,K)

Þ ¿zÁ�Ä	Ó	×1Á�×1Ï
Ê4Â2¿zÍ�¿zÑ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	ÄçÃ

R
2 À�Ã�Î�Ó	ï!È	Â8¼zÊ4È�ÃÚÁ�¿zÇ	Ä'¼�Ö A,B, . . . ,K � [A,B, . . . ,K]

Þ Î�Í�¿æÅ�¼zÊ4×1Ä'¼�Â	È2Î�Ø
baÑ�À�Á�Ì −n+1

2 < Re λ < n−1
2

Ø�GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê

A =

(
1; 1 − n− 1− 2Re λ

2n

)
, A′ =

(
n− 1− 2Re λ

2n
; 0

)
,

C =

(
3

2
− n− 1− 2Re λ

n− 1
;
3

2
− n− 1− 2Re λ

n− 1

)
,

C ′ =

(
n− 1− 2Re λ

n− 1
− 1

2
;
n− 1− 2Re λ

n− 1
− 1

2

)
,

ý
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� � - ��$ - � �1 #"��'��� �M ��������	0	�	�	�	��� - "M� Û��

E = (1; 0), F =

(
1

2
;
1

2

)
,

G =

(
1− (n+ 1 + 2Re λ)(n− 1)

2n(n+ 3)
; 1− n− 1− 2Re λ

2n

)
,

G′ =

(
n− 1− 2Re λ

2n
;
(n+ 1 + 2Re λ)(n− 1)

2n(n+ 3)

)
,

H =

(
1− n− 1− 2Re λ

2n
; 1− n− 1− 2Re λ

2n

)
, H ′ =

(
n− 1− 2Re λ

2n
;
n− 1− 2Re λ

2n

)
,

O = (1; 1), O′ = (0; 0),

K =

(
n+ 1− 2Re λ

n+ 1
− 1

2
;
1

2

)
, K ′ =

(
1

2
;
3

2
− n+ 1− 2Re λ

n+ 1

)
,

B =

(
1− (n− 1)(n+ 1 + 2Re λ)

2n(n+ 1)
; 1− n− 1− 2Re λ

2n

)
,

B′ =

(
n− 1− 2Re λ

2n
;
(n− 1)(n+ 1 + 2Re λ)

2n(n+ 1)

)
.

]SË2½WÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2È	Ó2¿zÃ�Ä	È ¿�À�Â2¿zÃ�Â	×6ÖêÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Á�¿zÃóÂ8¼zÊ?¾2¿zÂ8¼�Æ8¿�ºzÈ	Á�À�½åÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Î�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿
Â8¼

(1/p, 1/q)
è ¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È � À�Ê1ØMÓ	È2À�Ø6Û�Ý,àÚÆ	Ë2½gÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ã

0 6 Reλ < n−1
2

È −n+1
2 < Re λ < 0À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿ 	��

L1(λ, n) =





[A′,H ′,H,A,E] \ ([A′,H ′] ∪ [A,H]), n−1
2(n+1) 6 Reλ < n−1

2 ,

(A′, G′, C ′, C,G,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ (C ′, C), 0 < Reλ < n−1
2(n+1) ,

(A′, G′, F,G,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ {F}, Re λ = 0, Imλ 6= 0,

(A′, G′, F,G,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E), λ = 0,

(A′, G′,K ′,K,G,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ [K ′,K], −1/2 < Re λ < 0,

(A′, B′, B,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E), −n+1
2 < Reλ 6 − 1

2 , Imλ 6= 0,

(A′, B′, B,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ (B′, B), −n+1
2 < λ 6 −1

2 .

��¶#u8qs¶�tOró@8C @8C �  2����� −n+1
2 < Reλ < n−1

2

5d+�-�� ���

bλ(|ξ|) ∈M q
p ,

�����	�
(1/p, 1/q) ∈ L1(λ, n);

� à�	

bλ(|ξ|) 6∈M q
p ,

�����	�
(1/p, 1/q) ∈ [A,H,O] ∪ [A′,H ′, O′].

� â�	

� "�� Reλ = n−1
2

�2�������

bλ(|ξ|) ∈M q
p ⇔ (1/p, 1/q) ∈ [O′, E,O] \ ({O′} ∪ {O}). � �#	

�6���	�
Re λ > n−1

2

* � -

bλ(|ξ|) ∈M q
p ⇔ (1/p, 1/q) ∈ [O′, E,O].

� ��	
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� CSl�ö�&su�tOu���r	÷'¶ ���8¸���¶éö�v8¶z·T¶#¸s¹+*ü¹ 
�÷'v8¶#q��Ô·T¶#¸s¹+*

� C @ #�o8u2ù#¸sr#ús¶#¸s¹+*TC
R0 = {ϕ : ϕ = Ff, f ∈ L1}

Þûº�¼�Â8¼�Ö#¿zÃ#¼m¼�Ë2Í�Î�ºzÓ8¼=¾	Ó2Î�¿�ºzÓ8¼�Å�¿zÃ#¼�Â	È	Ï
ôPÑ�Ó	Ì�ÎSÈ	Â	Á�Î�Í�Ó	È	Ó	Ñ�Î�Ê4×6ÖÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï

� S
Þ Ä'Ë�¼zÀ�À!X Ã#¼�Ó	Ò8¼pºz×HÀ�Á�Ó2¿pÑ'ºz×1Ã#¼�ñO»!È'Ö�Í�Ë�¼�Æ2Ä	È'Ö�ÐJÑ�Â	Ä'è

Ò	È	Ï
� Lq

p
Þ Ä'Ë�¼zÀ�À!½�Æ8Î�Ó

k ∈ S′ Áz¼�Ä	È'Ö§ÝAÇ	Á�¿ ‖k ∗ f‖q 6 C‖f‖p
Ý�Í�Æ8Î

f ∈ S
Ý�¾2¿�À�Á�¿�½'Â	Â8¼�½

C > 0Â2ÎJÅ�¼�Ã�È2À�È	Ám¿zÁ
f � M q

p = F (Lq
p)
Þ Ä'Ë�¼zÀ�À

(p− q)
è�Ê4Ñ�Ë2Ì�Á�È	¾'Ë2È	Ä'¼�Á�¿zÓ2¿zÃ2ØdìOË�¼zÀ�À�×

Lq
p
È
M q

p
ºz×6Ë2È

Ã�Ã�Î}Æ8Î�Â	×òQ=Ø'`aÎ�Ó2ÊT¼�Â'Æ8Î�Ó2¿�ÊóÃéÙ�Û}Ü�Ø
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� C � CSnpö�¹4t�&s÷'u8÷'¹sús¶#ö�ø§u8¶ &sqs¶z·Tö�÷�r	v��,¶#¸s¹s¶�· � *g¸s¶#ø§u8÷'u8q�� �ç¹s¸s÷'¶)��qsr
�,u8v�
�ö�u�·T¶#q��Ôr��
� ¹ �cu8ö�$s¹+� �,¹sq 
�� � 
�����ø§ö�&su8¸s¶#¸s÷

2CçbaÑ�À�Á�Ì

v(r) ∈ C∞(R1
+)
Ý
0 6 v(r) 6 1

Ý
v(r) = 0

Ý
Î�À}Ë2È

r 6 1
È
v(r) = 1

Ý2Î�À}Ë2È
r > 2

Ø�I�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼pÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�¼�½
�é¶�tatOr � C @gÙ�Û�í�Ü C �  2����� β ∈ C

5 ;����
ε > 0

0 - � - ���2�

Iβ,ε(t) = (2π)−n

∞∫

0

v(s)s−β−1eist−εs ds.

+�-�� ���
Iβ,ε(t)

"���
�$ - ����"�$ - � � - ���A��� �W0#"��
ε → 0

* �����	� |t| > δ
�����ó��� � -��z-

δ > 0
* �ë�����

0#"M���M������$ - ���1 	$	���	�	�
Iβ(t) = lim

ε→0
Iβ,ε(t)

��0#"���
'�����	�	
 - "���
'��$A����
 -

Iβ(t) =

{
Aβ(t+ i0)β + Ĩβ(t), β /∈ Z,

tβ(A′
β +A′′

β ln(t+ i0)) + Ĩβ(t), β ∈ Z,

� �M�
Ĩβ(t) ∈ C∞(R), Aβ = (2π)−ne−

iπβ
2 Γ(−β) *

A′
β = (2π)−n

(
ψ(β + 1) + iπ2

)
e

iπβ
2

β!
, A′′

β = −(2π)−n e
iπβ
2

β!
,

ψ(z) = Γ′(z)
Γ(z)

�
Iβ(t) = O(|t|−M )

0#"��
t→ ∞, M > 0

5
FcÙ�Û�í�Ü§Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý2Ç	Á�¿

Iβ ∈ C∞(R \ {0}) È

∣∣∣∣
(
d

dt

)j

Iβ(t)

∣∣∣∣ 6 C|t|−M , t→ ∞, j = 0, 1, 2, . . . ,

Æ	Ë2½mË2ñaº�¿zÍ�¿
M ∈ N

Ø
� C " C # ö�v8u��sö�÷'v8r �êö�¹4tOv8u��,rçu�&s¶#qsr	÷'u8qsr

Sλ CO]!¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Î}Ë2Ì�À�Á�Ã�¿ÚÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4× Û�Ø�Û!¿�À�Â2¿zÃ#¼�Â2¿
Â8¼!È2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�¿zÃ#¼�Â	È	ÈÉÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�ÃmÀ�È2Ê4Ã�¿�Ë�¼�¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ8¼

(Sλϕ)(x) =

∫

Rn

χ(|t|) ei|t|

|t|n+1
2

+λ
ϕ(x− t) dt, Reλ > −n+ 1

2
,

Í�Æ8Î�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
χ(r) ∈ C∞(0;∞)

Áz¼�Ä�¿zÃ#¼'Ý�Ç	Á�¿
0 6 χ(r) 6 1

Ý
χ(r) = 0

Ý§Î�À}Ë2È
r 6 N

�
N ∈ N

	}Ý
χ(r) = 1

Ý4Î�À}Ë2È
r > 2N.

GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê_½�Æ2Ó2¿éÕ�Á�¿zÍ�¿�¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ8¼�Ç2Î�Ó2Î�Å
kλ(|t|) ÝT¼�Î�Í�¿éÀ�È2Ê4Ã�¿�ËgÞÇ2Î�Ó2Î�Å

k̂λ(|ξ|) ØLdÂ8¼�Ë2È	Å�È	Ó	Ñ�½m¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË8Î�Â	È2ÎOÆ	Ë2½mÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
k̂λ(|ξ|) Ã�¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�ÈÚÎ}Æ2È	Â	È	Ç	Â2¿zÏ�À�ÐSÎ�Ó	×SÝ#¾2¿�èË2Ñ�Ç2Î�Â	Â2¿�ÎJÃ�Ó8¼zº�¿zÁ�ÎpÙ à�Ü�Ý �JÑ�Ç2Î�Á�¿�ÊëË8Î�Ê,Ê4×_à'Ø�Û�Ý	¾	Ó	È'Ö#¿�Æ2È2ÊóÄ�À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ê4ÑæÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È	ñ�Ø

�é¶�tatOr � C � C �  2����� −n+1
2 < Reλ < n−1

2

5H3 0#"���
'�����	�	
 - 0#"M���M������
��A��$	�A�

k̂λ(|ξ|) =





κ(|ξ|)(1 − |ξ|+ i0)λ
n+1∑
k=0

CkA−λ−k− 1
2
|ξ| 1−n

2
−k(1− |ξ|)k + Jλ(|ξ|), λ /∈ Z,

κ(|ξ|)(1 − |ξ|)λ
n+1∑
k=0

Ck(A
′
−λ−k− 1

2

+A′′
−λ−k− 1

2

× ln(1− |ξ|+ i0))|ξ| 1−n
2

−k(1− |ξ|)k + Jλ(|ξ|), λ ∈ Z,

� � 	

� �M�
Jλ(|ξ|) ∈ C [n/2]+1(Rn)

� |DνJλ(|ξ|)| 6 C|ξ|−M * ν = 0, 1, 2, . . . , |ξ| → ∞, M ∈ N
5

< - $A������$A��/
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baÓ	È2Ê,Î�Â	½'½òÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×iä'Ø�ÛÔÈ_ä'Ø àáÈ	ÅêÙ�Û�à�Ü�Ýa¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê1ÝSÇ	Á�¿
Jλ(|ξ|) ∈ R0

ÝSÀ}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý
Jλ(|ξ|) ∈M q

p
Ý
1 6 p 6 q 6 ∞ Ø

ô Ù à�ã � Ü�Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿mÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÎaÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2Î�Ø
�é¶�tatOr � C " C �  2����� −n+1

2 < Reλ < n−1
2

* � -�� ���

k̂λ(|ξ|) ∈M q
p , (1/p, 1/q) ∈ L1(λ, n).

� ��	

<H" - ���S� -��z-�*
k̂λ(|ξ|) 6∈M q

p ,
�����	�

(1/p, 1/q) ∈ [A,H,O] ∪ [A′,H ′, O′].
� ä�	

" C �Éu8ø§r'ù#r	÷'¶ ���8ö�÷'v8ug÷'¶#u8qs¶�t �i@8C @
baÑ�À�Á�Ì −n+1

2 < Re λ < n−1
2

Ý
λ /∈ Z

Ø,F�Ã�Î}Æ8Î�ÊáÃ�À�¾2¿�Ê,¿zÍ�¼�Á�Î}Ë2Ì�Â	Ñ�ñ?ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ

PN (|ξ|) ≡
N∑

k=0

CkA−λ−k− 1
2
|ξ| 1−n

2
−k(1− |ξ|)k.

[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý2Ç	Á�¿
PN (|ξ|) 6= 0

¾	Ó	È |ξ| = 1
Ø,F�×Hº�Î�Ó2Î�Ê

δ
Ý
0 < δ < 1

Ý'Áz¼�Ä�Ý2Ç	Á�¿�ºz× Õ�Á�¿=À�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È2Î
Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½�Ë8¿�À�Ì!Æ	Ë2½=Ã�À�Î}Ö

ξ
Áz¼�Ä	È'Ö§Ý�Ç	Á�¿ |1−|ξ|| 6 δ

Ø,UJÊ,Î�Â	Â2¿!Õ�Á�¿
δ
ÐJÈ	Í�Ñ�Ó	È	Ó	Ñ�Î�ÁPÃ!¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	È	È

ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
κ(r)

ØJbaÑ�À�Á�ÌæÆ�¼�Ë8Î�Î�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
κ̃(|ξ|) Áz¼�Ä�¿zÃ#¼'Ý§Ç	Á�¿ 0 6 κ̃(|ξ|) 6 1

Ý
κ̃(|ξ|) = 0

Ý§Î�À}Ë2È
|1− |ξ|| > δ

È
κ̃(|ξ|) = 1

Ý2Î�À}Ë2È |1− |ξ|| 6 δ/2
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼

κ̃(|ξ|)κ(|ξ|) = κ(|ξ|).UaÅJË8Î�Ê,Ê4×_à'Ø�ÛJ¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

bλ(|ξ|) = k̂λ(|ξ|) κ̃(|ξ|)
PN (|ξ|) −

κ̃(|ξ|)Jλ(|ξ|)
PN (|ξ|) .

� ��	

[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý�Ç	Á�¿
κ̃(|ξ|)Jλ(|ξ|)/PN (|ξ|) ∈ R0 ∩ L1

ÀmÑ�Ç2Î�Á�¿�Ê Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4× ä'Ø�ÛæÈ	ÅÔÙ�Û�à�Ü�ØëKM¿zÍ�Æ�¼�Õ�Áz¼
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½�¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	Á

M q
p
Ý
(1/p, 1/q) ∈ [O′, O,E]

Ø,UJÀ�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�½ � ��	}Ý#¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê � à�	}Ý�À1Ñ�Ç2Î�Á�¿�Ê
Á�¿zÍ�¿	Ý	Ç	Á�¿

κ̃(|ξ|)/PN (|ξ|) ∈ C∞
0

Ø
GdÇ2Î�Ã�È'Æ2Â2¿	Ý�Ç	Á�¿

k̂λ(ξ) ∈ M q
p ⇔ (1/p, 1/q) ∈ [O′, O,E] \ ({O′} ∪ {O}), Î�À}Ë2È Re λ = n−1

2

È

k̂λ(ξ) ∈M q
p ⇔ (1/p, 1/q) ∈ [O′, O,E],

Î�À}Ë2È
Reλ > n−1

2

ØTbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑæÈ	Å � ��	6À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á � �#	�È � ��	}Ø
]!¿zÄ'¼�ð!Î�Ê � â�	}Øa]SË2½�Õ�Á�¿zÍ�¿	Ý§ÃÚÀ�È'Ë2Ñ�À�¿�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	ÏçÃ�×1¾	Ñ�Ä'Ë8¿�À�Á�È�È�Æ2Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�À�Á�È�Ý�Æ8¿�À�Áz¼�è

Á�¿zÇ	Â2¿Ú¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì2ÝsÇ	Á�¿
bλ(|ξ|) 6∈ M q

p
ÝMÎ�À}Ë2È

(1/p, 1/q) ∈ [A,H]
ØpbaÓ	È2Ê,Î�Â	½'½ÔÄÔÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

r
1−n
2�

r = |ξ| 	PÃ�¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË8Î�Â	È	È � � 	!ÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2ÑgKMÎ�Ï'Ë8¿zÓ8¼ÔÀÚ¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â	×HÊYÇ'Ë8Î�Â2¿�ÊcÃ�È	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â2¿zÏ
ÐS¿zÓ2Ê,Î�Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

r
1−n
2 = 1 +

(1− n)(r − 1)

2

1∫

0

(1− (r − 1)t)−
1+n
2 dt,

¿zÁ�Ä	Ñ�Æ�¼
k̂λ(|ξ|) = bλ(|ξ|) + Tλ(|ξ|).

� Û�í�	
[8Æ8Î�À�Ì

Tλ(|ξ|) =
n+1∑

k=1

Ck
κ̃(|ξ|)

|ξ|n−1
2

+k
κ(|ξ|)(1− |ξ|+ i0)λ+k + qλ(|ξ|),

Í�Æ8Î

qλ(|ξ|) = Jλ(|ξ|) +
1− n

2
κ(|ξ|)(1− |ξ|+ i0)λκ̃(|ξ|)

1∫

0

(1− (|ξ| − 1)t)−
1+n
2 dt.
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[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý2Ç	Á�¿
κ̃(|ξ|)/|ξ|n−1

2
+k ∈ C∞

0

Ø6IêÑ�Ç2Î�Á�¿�Ê � à�	}Ý � �#	}Ý � ��	�È�ÃzË8¿�ð!Î�Â	È	½
L1(λ− 1, n) ⊃

L1(λ, n)
Ý
Re λ > 1

ÝAÅ�¼�Ä'Ë2ñOÇ8¼zÎ�Ê1ÝAÇ	Á�¿
κ(|ξ|)(1 − |ξ| + i0)λ+k ∈ M q

p
Ý
k > 1

ÝAÎ�À}Ë2È
(1/p, 1/q) ∈

[A,H]
ØTìaÓ2¿�Ê,ÎJÁ�¿zÍ�¿	Ý

κ̃(|ξ|)
1∫
0

(1− (|ξ| − 1)t)−
1+n
2 dt ∈ C∞

0

Ø�GdÁ�À�ñ6Æ�¼�¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

Tλ(|ξ|) ∈M q
p , (1/p, 1/q) ∈ [A,H].

� Û�Û
	

NS¼�¿�À�Â2¿zÃ#¼�Â	È	È � ä�	�È � Û�Û
	}Ý	È	Å � Û�í�	�¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê � â�	�¾	Ó	È
λ /∈ Z

Ø
baÑ�À�Á�Ì=Á�Î�¾2Î�Ó	Ì

λ ∈ Z
Ø,F�Ã�Î}Æ8Î�ÊáÃ�À�¾2¿�Ê,¿zÍ�¼�Á�Î}Ë2Ì�Â	Ñ�ñYÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ

QN (|ξ|) ≡
N∑

k=0

Ck(A
′
−λ−k− 1

2
+A′′

−λ−k− 1
2
ln(1− |ξ|+ i0))|ξ| 1−n

2
−k(1− |ξ|)k.

UaÅJË8Î�Ê,Ê4×_à'Ø�ÛJ¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

bλ(|ξ|) = k̂λ(|ξ|) κ̃(|ξ|)
QN (|ξ|) −

κ̃(|ξ|)Jλ(|ξ|)
QN (|ξ|) .

� Û�à�	

[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1ÝzÇ	Á�¿
κ̃(|ξ|)Jλ(|ξ|)/QN (|ξ|) ∈ R0∩L1

À�Ñ�Ç2Î�Á�¿�ÊéÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×áä'Ø�Û�È	ÅaÙ�Û�à�Ü�ØsKM¿zÍ�Æ�¼'Ý ��Ñ�Ç2Î�Á�¿�Ê
Á�¿zÍ�¿	Ý	Ç	Á�¿

κ̃(|ξ|)/QN (|ξ|) ∈ C∞
0

ÈéÀ�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È	½ � ��	}Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê � à�	}Ø
Ks¼�Ä Ä'¼�Ä

k̂λ(ξ) ∈ M q
p ⇔ (1/p, 1/q) ∈ [O′, O,E] \ ({O′} ∪ {O}), Î�À}Ë2È Reλ = n−1

2

È

k̂λ(ξ) ∈ M q
p ⇔ (1/p, 1/q) ∈ [O′, O,E],

Î�À}Ë2È
Reλ > n−1

2

Ý�Á�¿�È	Å � Û�à�	�À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á � �#	!È � ��	!Ã
À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

λ ∈ Z
Ø

I�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È2Î � â�	�Ã=À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
λ ∈ Z

Æ8¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½É¼�Â8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â2¿pÀ}Ë2Ñ�Ç8¼�ñ
λ /∈ Z

Ø
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fé×üÓ8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�ÊëÂ2Î�¿zÓ	È2Î�Â	Á�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â	×HÎaÍ�Ó8¼zÐJ×Wº�Î�Åd¾2Î�Á�Î}Ë2Ì!ÈmÄ	Ó8¼�Á�Â	×6ÖpÓ2Î�º�Î�Ó�ØM]SË2½pÃ�Î�Ó'è
ï!È	Â	×

a
Í�Ó8¼zÐP¼

Γ
Ç2Î�Ó2Î�Å

Γi(a)
¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê

i
è�¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�ÌéÃ�Î�Ó	ï!È	Â	×

a
Ý§Á�Ø§Î�Ø�Ý§¾2¿�Æ2Í�Ó8¼zÐ=Ý�È	Â'Æ2Ñ#è

Ò	È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â	×1Ï
Γ
Â8¼=Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�Î�Ã�À�Î}ÖéÃ�Î�Ó	ï!È	Â�Ý�Â8¼�Ö#¿�Æ2½'»!È'Ö#À�½ÉÂ8¼�Ó8¼zÀ�À�Á�¿�½'Â	È	È

i
¿zÁ

a
ØdbJ¿�Æ2Í�Ó8¼zÐ

Γ(a) = Γ1(a)
Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½�¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�Ì�ñYÃ�Î�Ó	ï!È	Â	×

a
È�¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�Á�À�½

[a]
Ý8Î�À}Ë2ÈéÍ�Ó8¼zÐ

Γ
ÐJÈ	Ä'è

À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â�Ø�bJ¿�Ë8¿�ð�È2Ê
a⊥ = {a} ∪ [a]

Ø
� ����$ ����+�, � � ';*�!���3ÉÂ8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½�Ç	È2À}Ë8¿�Ã�Î�Ó	ï!È	ÂéÃpÎ�ÎS¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�È�Ø6h§Ó8¼zÐ Γ

Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½
')��&��  "�';��34� ������$ ����!

k
Ý6Î�À}Ë2ÈüÀ�Á�Î�¾2Î�Â	ÌÔË2ñaº�¿zÏóÃ�Î�Ó	ï!È	Â	× È	Å

Γ
Ó8¼�Ã�Â8¼

k
Øüh§Ó8¼zÐ

Γ
Â8¼�Å�¿zÃ�Î�Ê

')����� ';��� ')��&��  "�';��34� ��$��1'#�5����� '#�5�0!
(v, k, λ)

Ý	Î�À}Ë2ÈÚ¿zÂæÀ�¿�Æ8Î�Ó#ð�È	Á
v
Ã�Î�Ó	ï!È	Â�Ý'Ó2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó2Î�ÂÚÀ�Á�Î}è

¾2Î�Â	È
k
Ý�ÈáÄ'¼�ð�Æ8¿�ÎéÎ�Í�¿�Ó2Î�ºzÓ2¿ÉË8Î�ð�È	ÁÔÃ

λ
Á�Ó2Î�Ñ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä'¼�Ö§Øêh§Ó8¼zÐ

Γ
Þ � $��  � � ')��&��  "�';��3��

&('#��� � $��1'#�5����� '#�5�0!
(v, k, λ, µ)

Ý�Î�À}Ë2Èó¿zÂëÓ2Î�º�Î�Ó	Â2¿ÉÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó2Î�Â �æÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»!È2Ê4Èá¾8¼�Ó8¼�è
Ê,Î�Á�Ó8¼zÊ4È�Ý4È

[a] ∩ [b]
À�¿�Æ8Î�Ó#ð�È	Á

µ
Ã�Î�Ó	ï!È	ÂçÆ	Ë2½�Ë2ñaºz×6Ö�Æ2Ã�Ñ#ÖÔÃ�Î�Ó	ï!È	Â

a
Ý
b
ÝsÂ8¼�Ö#¿�Æ2½'»!È'Ö#À�½gÂ8¼

Ó8¼zÀ�À�Á�¿�½'Â	È	ÈÔà�Ã
Γ
Ø1F�¾2¿�Ë2Â2Î!Ó2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×1Ï�Í�Ó8¼zÐYÆ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼æà�Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ ��!  +����0')��&��  "�';��34�

&('#��� ���SØ4baÑ�À�Á�Ì
F
Þ Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×1ÏæÄ'Ë�¼zÀ�ÀHÍ�Ó8¼zÐS¿zÃ2Ø,h§Ó8¼zÐ

Γ
Â8¼�Å�¿zÃ�Î�Ê  �
	��  +����

F �
&('#��� ���SÝ�Î�À}Ë2È

[a]
Ë8Î�ð�È	Á=Ã

F
Æ	Ë2½æË2ñaº�¿zÏÚÃ�Î�Ó	ï!È	Â	×

a
Í�Ó8¼zÐP¼

Γ
Ø

RTÀ}Ë2È�Ã�Î�Ó	ï!È	Â	×
u
Ý
w
Â8¼�Ö#¿�Æ2½'Á�À�½�Â8¼pÓ8¼zÀ�À�Á�¿�½'Â	È	È

i
Ã
Γ
Ý�Á�¿mÇ2Î�Ó2Î�Å

bi(u,w)
� Ç2Î�Ó2Î�Å

ci(u,w)
	

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê Ç	È2À}Ë8¿mÃ�Î�Ó	ï!È	ÂÉÃæ¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	È
Γi+1(u)

�
Γi−1(u)

	dÀ
[w]
ØSh§Ó8¼zÐ

Γ
Æ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼

d
Â8¼�è

Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ ��!��������
��!�������� ')��&��  "�';��34� �0�0������! � ��� $ � ')���5��8=����!
� {b0, b1, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}
Ý

Î�À}Ë2ÈÉÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½
bi(u,w)

È
ci(u,w)

Â2ÎPÅ�¼�Ã�È2À�½'Á�¿zÁmÃ�×Hº�¿zÓ8¼pÃ�Î�Ó	ï!È	Â
u
Ý
w
Â8¼=Ó8¼zÀ�À�Á�¿�½'Â	È	È

i
Ã
ΓÆ	Ë2½mË2ñaº�¿zÍ�¿

i = 0, . . . , d
ØTbJ¿�Ë8¿�ð�È2Ê

ai = k − bi − ci
Ø

I�È2À�Á�Î�ÊT¼PÈ	Â	Ò	È'Æ8Î�Â	Á�Â2¿�À�Á�ÈéÀOÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿�ÊáÁ�¿zÇ2Î�Ä
P
ÈæÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿�Êá¾	Ó#½	Ê4×6Ö

L
Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½

α
è 8#������!�8#���
� &���������� ';! ���7$�� ' "��
	��

(s, t)
Ý�Î�À}Ë2È�Ä'¼�ð�Æ�¼�½�¾	Ó#½	ÊT¼�½=À�¿�Æ8Î�Ó#ð�È	ÁPÓ2¿zÃ�Â2¿

s+1
Á�¿zÇ	Ä	Ñ�Ý

Ä'¼�ð�Æ�¼�½!Á�¿zÇ	Ä'¼HË8Î�ð�È	ÁaÓ2¿zÃ�Â2¿OÂ8¼
t+1

¾	Ó#½	Ê,¿zÏ�Ý�Ë2ñaºz×HÎ�Æ2Ã�Î�Á�¿zÇ	Ä	È!Ë8Î�ð�¼�ÁaÂ2Î�º�¿�Ë8Î�Î�Ç2Î�Ê�Â8¼d¿�Æ2Â2¿zÏ
¾	Ó#½	Ê,¿zÏ�Ý�È�Æ	Ë2½ÚË2ñaº�¿zÍ�¿æ¼�Â	Á�È2ÐaË�¼�Í�¼

(a, l) ∈ (P,L )
Â8¼�Ï'Æ8Î�Á�À�½�Á�¿zÇ	Â2¿

α
¾	Ó#½	Ê4×6Ö§Ý8¾	Ó2¿�Ö#¿�Æ2½'»!È'Ö

Ç2Î�Ó2Î�Å
a
Èæ¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ä'¼�ñOï!È'Ö

l
� ¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î

pGα(s, t)
	}Ø,FêÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

α = 1
Í�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	½æÂ8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½

�
���
�
��������34� 8=����3;')�1<�� &1�  +���!
	���� ÈW¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�Á�À�½
GQ(s, t)

Ø KM¿zÇ2Î�Ç	Â	×1Ï Í�Ó8¼zÐ Í�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	È
¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�Á�À�½ëÂ8¼éÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�ÎÚÁ�¿zÇ2Î�Ä

P
ÈçÆ2Ã�ÎpÁ�¿zÇ	Ä	ÈáÀ�Ê,Î�ð�Â	×SÝTÎ�À}Ë2Èá¿zÂ	ÈçË8Î�ð�¼�ÁÉÂ8¼é¾	Ó#½	Ê,¿zÏ�Ø

KM¿zÇ2Î�Ç	Â	×1ÏæÍ�Ó8¼zÐåÍ�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	È
pGα(s, t)

À�È'Ë2Ì�Â2¿SÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó2Î�ÂæÀ
v = (s+1)(1+ st/α)

Ý
k = s(t+1)

Ý

ý
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���� 5 < 5 * �����'$A��
 � 5 � 5

λ = s − 1 + t(α − 1)
Ý
µ = α(t + 1)

ØêI�È'Ë2Ì�Â2¿�Ó2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×1ÏóÍ�Ó8¼zÐ ÀÚÁz¼�Ä	È2Ê4Èó¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼zÊ4È
Æ	Ë2½=Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×6ÖpÂ8¼�Á�Ñ�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×6Ö=Ç	È2À�Î}Ë

α
Ý
s
Ý
t
Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ $��5� � ����&���������� ';!�8=��� 	�!#� &('#��� ���áÆ	Ë2½

pGα(s, t)
Ø

]Pð�ØsìaÑ�Ë8Î�Â!¾	Ó2Î}Æ	Ë8¿�ð�È'Ë�Å�¼�Æ�¼�Ç	ÑSÈ	Å�Ñ�Ç2Î�Â	È	½SÆ2È2À�Áz¼�Â	Ò	È2¿zÂ	Â2¿aÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×6ÖSÍ�Ó8¼zÐS¿zÃ2Ý�ÃdÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö
¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�ÈçÃ�Î�Ó	ï!È	ÂÉÞ À�È'Ë2Ì�Â2¿æÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×HÎ�Í�Ó8¼zÐJ×YÀ�Â2Î�Í�Ë�¼�Ã�Â	×HÊåÀ�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÊåÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�Ê
6 t

Æ	Ë2½ÉÆ�¼�Â	Â2¿zÍ�¿ÚÂ8¼�Á�Ñ�Ó8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿éÇ	È2À}Ë�¼
t
Øp[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1ÝMÇ	Á�¿�À�È'Ë2Ì�Â2¿ÚÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×1ÏçÍ�Ó8¼zÐûÀ�Â2Î�Ò2Î}è

Ë2×HÊ À�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÊ Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�Êå½'ÃzË2½	Î�Á�À�½ÉÍ�Ó8¼zÐS¿�ÊWÃæ¾2¿�Ë8¿zÃ�È	Â	Â2¿�ÊåÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�ÝM¼mÃ�¾2¿�Ë2Â2Î�Ó2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó'è
Â	×1ÏáÍ�Ó8¼zÐ=Ý,ÃÉÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿�Ê ¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�ÈóÃ�Î�Ó	ï!È	ÂëÞ À�È'Ë2Ì�Â2¿ÉÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×HÎæÍ�Ó8¼zÐJ×\ÃÉ¾2¿�Ë8¿zÃ�È	Â	Â2¿�Ê
À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ý4Ë2È2º�¿�È2Ê,Î�Î�ÁÉÆ2È8¼zÊ,Î�Á�Óüà'ÝsË2È2º�¿�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½ëÍ�Ó8¼zÐS¿�ÊcK6Õ�Ï'Ë8¿zÓ8¼'ØÔKs¼�Ä	È2Ê ¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1ÝTÅ�¼�Æ�¼�è
Ç8¼�ìaÑ�Ë8Î�Â8¼�À�Ã�¿�Æ2È	Á�À�½áÄá¿z¾	È2À�¼�Â	È	ñ Æ2È2À�Áz¼�Â	Ò	È2¿zÂ	Â2¿�Ó2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×6ÖëÍ�Ó8¼zÐS¿zÃ2Ý,Ã�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×6Öá¿zÄ	Ó2Î�À�Ázè
Â2¿�À�Á�ÈgÃ�Î�Ó	ï!È	ÂÔÞ À�È'Ë2Ì�Â2¿�Ó2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×HÎpÍ�Ó8¼zÐJ×ßÀ�Â2Î�Í�Ë�¼�Ã�Â	×HÊcÀ�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÊòÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�Ê

t
Æ	Ë2½

t = 1, 2, . . .FßÙ�Û}ÜTÅ�¼�Ã�Î�Ó	ï�Î�Â2¿æÓ2Î�ï�Î�Â	È2Î�Å�¼�Æ�¼�Ç	ÈçìaÑ�Ë8Î�Â8¼=Æ	Ë2½
t = 3

ØPFòÓ8¼zº�¿zÁ�ÎÚÙ à�ÜT¾2¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â8¼mÓ2Î}Æ2Ñ�Ä	Ò	È	½
Å�¼�Æ�¼�Ç	ÈëìaÑ�Ë8Î�Â8¼mÆ	Ë2½

t = 4
ÄçÀ}Ë2Ñ�Ç8¼�ñ\Ä�¿zÍ�Æ�¼�¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�ÈgÃ�Î�Ó	ï!È	ÂÔÞ È2À�Ä'Ë2ñOÇ	È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×HÎpÍ�Ó8¼�è

ÐJ×ßÀ=Â2Î�Í�Ë�¼�Ã�Â	×HÊ À�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÊ_Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�Ê �2ØéFcÆ�¼�Â	Â2¿zÏgÓ8¼zº�¿zÁ�ÎpÓ8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼�ñOÁ�À�½ëÃ�¾2¿�Ë2Â2Î
Ó2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×HÎSÍ�Ó8¼zÐJ×SÝ	Ã=Ä�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö�¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�È�Ã�Î�Ó	ï!È	ÂÚÞ ¾2À�Î�ÃzÆ8¿zÍ�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	Ç2Î�À�Ä	È2Î!Í�Ó8¼zÐJ× Æ	Ë2½
pGs−4(s, t)

Ø
��¶#u8qs¶�tOr_@8C �  2����� Γ � 
�0 - �	$A�S"M� �  �����"�$	/1� � "����Y�����������}"�� * � - ��� �p� �z-

2
* 
é� - � - " - �

- �#"M������$ - �����æ
'��"��!�	$ � 0A����
�� -�� � - �����}"����������	�A� � "����d/g�����
pGs−4(s, t)

5H+�-�� ���J
�/10 - �	$�������� �
- ��$ - �2
!���A���2 ����!���p A��
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(1)
�����������}"

Γ
� - ��� �p�

3
* �	�)� -

s = 5
�
t ∈ {3, 5, 7} * �	�)� - s = 6

�
t = 1;

(2) d(Γ) = 3
* �	�)� -

s = 8
�
Γ � � "���� + � �	� - "�� * �	�)� - 5 6 s 6 7

5
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GQ(5, t)
*
t ∈ {3, 5, 7, 10, 15, 19, 20, 25} 5J+�-�� ���O
'��"�$ -a- ��$ -�2
O A��
'��"	�P�M��$	�	� !

(1) Γ � ���	����$ - "M� �  �����"�$	/1� � "����ò���	�)� -
� 5 	

t = 3
�
Γ
�2�������P0���"��������}"�/

(322, 96, 20, 32)
�	�	�

(697, 96, 20, 12)
* �	�)� -

� 575 	
t = 5

�
Γ
�2�������P0���"��������}"�/

(1782, 156, 30, 12)
�	�	�

(532, 156, 30, 52)
* �	�)� -

� 57575 	
t = 7

�
Γ
�2�������P0���"��������}"�/

(1792, 216, 40, 24)
* �	�)� -

� 5 � 	
t = 20

�
Γ
�2�������P0���"��������}"�/

(2107, 606, 105, 202);

(2) d(Γ) = 3
���	�)� -

� 5 	
t = 3

�
µ ∈ {6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 25, 30, 32, 36, 40, 45, 48, 50} * �	�)� -� 575 	

t = 5
�
µ ∈ {13, 15, 20, 25, 26, 30, 39, 50, 52, 60, 65, 75, 78} * �	�)� -� 57575 	

t = 7
�
µ ∈ {25, 27, 28, 30, 35, 36, 40, 42, 45, 50, 54, 56, 60, 63, 70, 72, 75, 84, 90, 100,

105, 108, 120, 126, 135, 140} * �	�)� -� 5 � 	
t = 10

�
µ ∈ {50, 60, 68, 90, 100, 102, 150, 170, 180, 204} * �	�)� -� � 	

t = 15
�
µ ∈ {75, 76, 90, 95, 100, 114, 120, 125, 150, 152, 171, 180, 190, 200, 228,

250, 285, 300} * �	�)� -� ��5 	
t = 19

�
µ ∈ {100, 120, 125, 128, 144, 150, 180, 192, 200, 225, 240, 250, 256, 288, 300,

360, 375, 384, 400} * �	�)� -� ��575 	
t = 20

�
µ ∈ {120, 150, 200, 202, 250, 300, 404} * �	�)� -� ��57575 	

t = 25
�
µ ∈ {125, 126, 135, 140, 150, 180, 189, 210, 250, 252, 270, 300, 315, 350, 375,

378, 420, 450, 500, 525, 540} �
(3) d(Γ) > 3

�
t ∈ {3, 5, 7} 5

� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶2C �  2����� Γ � ���A������$��	� - $	$ - "M� �  �����"�$	/1� � "����ò�����������}"��
d > 3
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�,�����!�#"M��$	����0A����
�� -�� � - �����}"����������	��� � "���� - 
P�����
pGs−4(s, t)

à�â

(1) s = 8
�
Γ � � "���� + � �	� - "�� �

(2) s = 6, t = 1
�
Γ � 0 - � - 
��	$	$	/1�

8
� �� )�

�
(3) s = 5

���	�)� -
t = 1

�
Γ � � "����ò;�� - $A� - $��

J(12, 6)
�	�	�á� �z- ������$#����"M��$ - �Ú�#������$ - � *

�	�)� -
t = 3

�
Γ � � "���� �T���������	
 - ��0A��"M����������$	�	� {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96} $�� 644 
'��"��!�	$���� 5

� CSl	&su��,¸s¶�qs¶)� 

� *Mqs¸���¶ �,u8ø§r
���8¸su�&sö�¶#v'·Tu
pGs−4(s, t)

� ��qsr�� �

�é¶�tatOrW@8C �  2����� Γ � 0A����
�� -�� � - �����}"����������	�	� � "����ò�����
pGs−4(s, t)

*
∆ � "M� �  �����"�$	/1�

0 - � � "���� ������0A��$	�
(s − 4)(t + 1)

$��
w

'��"��!�	$���� 5Ô+�-�� ���Ú
�/10 - �	$����P��� �ü���A���2 ����!�A�S A��
'��" �

�P�M��$	���+!
(1) v(st− 4t+ s− 8)/(st+ s− 4) 6 w 6 (s− 3)v/(s + 1)

* �����	� - ��$ - �2
 � �����Ú$A�����}" -�� ���
$A��"���
'��$A����
J0#"M��
�"�� �=������� ��
1"���
'��$A����
 -�* � - ��� �z� �P
'��"��!�	$��H�2


Γ−∆
��������$��J�

4(t+1)w/(v−
w)

'��"��!�	$����4�é�2


∆;

(2)
�����	�

Xi
� �4$ - �=������
 - 
'��"��!�	$ü�2


Γ − ∆
* ��������$	/ � � - �z$ - �

i

'��"��!�	$����4�ê�2


∆
*

xi = |Xi|
* � -

(2st+ 2s+ t− 3)2w · x0 6 (v − w)(v − x0)(t+ 5)2;

(3)
�����	�

w = x0
* � -

2(st+ t+ s+ 1)x0 6 v(t+ 5)
5

C
F�Ã�È'Æ2ÑÉÙ â�ÜMÃ�Î�Ó	Â	×åÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ −(t+ 1) 6 (s− 4)(t+ 1)− 4(t+ 1)w/(v − w) 6 4

Ø
GdÁ�À�ñ6Æ�¼

v(st − 4t + s − 8)/(st + s − 4) 6 w 6 (s − 3)v/(s + 1)
ØáRTÀ}Ë2Èó¿�Æ2Â2¿�È	ÅÚÕ�Á�È'Ö

Â2Î�À�Á�Ó2¿zÍ�È'ÖÉÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¾	Ó2Î�Ã�Ó8¼�»�¼zÎ�Á�À�½ÔÃæÓ8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿	Ý�Á�¿æÃ�Ã�È'Æ2ÑgÙ â�Ü,Ë2ñaº�¼�½ÉÃ�Î�Ó	ï!È	Â8¼mÈ	Å
Γ − ∆À�Ê,Î�ð�Â8¼�Á�¿zÇ	Â2¿=À

4(t+ 1)w/(v − w)
Ã�Î�Ó	ï!È	Â8¼zÊ4ÈéÈ	Å

∆
Ø

bJ¿d¾	Ó2Î}Æ	Ë8¿�ð!Î�Â	È	ñ �2Ø � Ø�Û�È	ÅJÙ �zÜ'È2Ê,Î�Î�Ê
w ·x0 6 (v−w)(v−x0)(t+5)2/(2s(t+1)−4+(t+1))2

Ø
bJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

(2st+ 2s+ t− 3)2w · x0 6 (v − w)(v − x0)(t+ 5)2
Ø

RTÀ}Ë2È
w = x0

Ý	Á�¿
(2st+ 2s+ t− 3)x0 6 (v − x0)(t+ 5)

Ý	¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
(2st+ 2s+ 2t+ 2)x0 6

v(t+ 5)
Ø
B

�é¶�tatOr � C �6���	�æ�����������}"
Γ
� - ��� �p�

3
* � - �	�)� -

s = 5
�
t ∈ {3, 5, 7} * �	�)� - s = 6

�
t = 1

5

C
baÑ�À�Á�Ì

Γ
À�¿�Æ8Î�Ó#ð�È	ÁÔÍ�Î�¿�Æ8Î�Å�È	Ç2Î�À�Ä	È	Ï �zè ¾	Ñ�Á�Ì

u
Ý
w
Ý
x
Ý
y
Ý
z
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼ÉÃ�Í�Ó8¼zÐSÎ

[x]
Ê,Î�ð�Æ2Ñ

[u] ∩ [x]
È
[x] ∩ [z]

Â2Î�Á=Ó2Î�º�Î�Ó�ÈÚÃ�Ã�È'Æ2ÑmË8Î�Ê,Ê4×?ÛJÈ2Ê,Î�Î�Ê
v(st− 4t+ s− 8)/(st+ s− 4) 6 w 6

v(t+ 5)/(2st+ 2s+ 2t+ 2)
ØTbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

2(st+ s+ t+ 1)(st− 4t+ s− 8) 6 (st+ s− 4)(t+ 5)
Ø

F�À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
s = 5

È2Ê,Î�Î�Ê
12(t+1)(t−3) 6 (5t+1)(t+5)

Ý�¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
t 6 7

ØsF�Ã�È'Æ2Ña¾	Ó2Î}Æ	Ë8¿�ð!Î�Â	È	½
t ∈ {3, 5, 7} ØF?À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

s = 6
È2Ê,Î�Î�Ê

14(t + 1)2(t − 1) 6 2(3t + 1)(t + 5)
Ý,¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

t 6 2
ØÉKs¼�ÄëÄ'¼�Ä

¾2À�Î�ÃzÆ8¿zÍ�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	Ç2Î�À�Ä	È	Ï=Í�Ó8¼zÐóÆ	Ë2½
pG2(6, 2)

Â2Î�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½PÈ2À�Ä'Ë2ñOÇ	È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×HÊÉÍ�Ó8¼zÐS¿�Ê1Ý�Á�¿
t = 1

Ø
FWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

s = 7
È2Ê,Î�Î�Ê

16(t+ 1)4t 6 4(2t− 1)(t + 5)
Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

B
�é¶�tatOr " C �6���	�S�����������}"

Γ
"���
'��$

3
* � - �	�)� -

s = 8
�
Γ � � "���� + � �	� - "�� * �	�)� - 5 6 s 6 7

5

C
RTÀ}Ë2È

s = 8
Ý	Á�¿

Γ
Þ\Í�Ó8¼zÐYK6Õ�Ï'Ë8¿zÓ8¼'Ø

baÑ�À�Á�Ì
s 6= 8

Ø,KM¿zÍ�Æ�¼
k = v′ = (s+1)(1 + st/(s− 4))

Ý
λ = k′ = s(t+1)

È
b1 = 5st/(s− 4)

Ø
F�Ã�È'Æ2ÑéË8Î�Ê,Ê4× Û�È2Ê,Î�Î�Ê

(s + 1)(1 + st/(s − 4))(st − 4t + s − 8)/(st + s − 4) < 5st/(s − 4)
Ý

¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
(s+ 1)(st− 4t+ s− 8) < 5st

Ø6GdÁ�À�ñ6Æ�¼
s 6 7

Ø�QSÎ�Ê,ÊT¼'ÝA¼�Ã�Ê,Î�À�Á�ÎPÀJÂ2Î�ÏéÈ�Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼�Û
Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â	×SØ

B

" CSl	&su��,¸s¶�qs¶)� 

� *Mqs¸���¶ �,u8ø§r
���8¸su�&sö�¶#v'·Tu
GQ(5, t)

� ��qsr�� �

F Ë8Î�Ê,ÊT¼�Ö ��ã=�ó¾	Ó2Î}Æ2¾2¿�Ë�¼�Í�¼zÎ�Á�À�½§Ý�Ç	Á�¿
Γ
Þ Ã�¾2¿�Ë2Â2ÎgÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×1ÏcÍ�Ó8¼zÐ Àç¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼zÊ4È

(v, k, λ, µ)
Ý�ÃæÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿�Ê ¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�ÈÔÃ�Î�Ó	ï!È	ÂÉÞ ¾2À�Î�ÃzÆ8¿zÍ�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	Ç2Î�À�Ä	È2ÎpÍ�Ó8¼zÐJ×òÆ	Ë2½

GQ(5, t)À6¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼zÊ4È
(30t+6, 5t+5, 4, t+1)

È=Â2Î�Í�Ë�¼�Ã�Â	×HÊ4ÈmÀ�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÊ4ÈpÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½	Ê4È
4,−(t+1)

Ø
ITË2Ñ�Ç8¼�Ï

t = 3
Ó8¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó2Î�Â�Ã�Ù ��Ü�Ø



à�� �  A��$ - 
���� 5 < 5 * �����'$A��
 � 5 � 5

�é¶�tatOr � C �  2����� u * w � 
'��"��!�	$	/W�2

Γ
�
d(u,w) = 2

51+�-�� ���P
�/10 - �	$����P��� �é���A���2 ����!�A�
 A��
'��"	�P�M��$	���+!

(1) 6(t− 3) 6 µ 6 5(t+ 1)(5t + 1)/(t+ 3);

(2)
�����	�

Xi
� �4$ - �=������
 - 
'��"��!�	$��2


[w]−[u]
* ��������$	/ �p� - �z$ - �

i

'��"��!�	$����4���2


[u]∩[w] *
xi = |Xi|

* � -
x0 · µ 6 (v′ − x0)(v

′ − µ)(t+ 5)2/(11t + 7)2;

(3)
�����	�

x0 = µ
* � -

µ 6 (t+ 5)(5t + 1)/(2t + 2)
5

C
F�Ã�È'Æ2ÑmË8Î�Ê,Ê4×?ÛaÃ�Î�Ó	Â	×òÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ −(t+ 1) 6 (t+ 1)− 4(t+ 1)µ/(30t + 6− µ) 6 4

Ø
GdÁ�À�ñ6Æ�¼

6(t−3) 6 µ 6 5(t+1)(5t+1)/(t+3)
Ø1RTÀ}Ë2Èm¿�Æ2Â2¿PÈ	ÅdÕ�Á�È'Ö�Â2Î�À�Á�Ó2¿zÍ�È'ÖpÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã

¾	Ó2Î�Ã�Ó8¼�»�¼zÎ�Á�À�½üÃ�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿	Ý6Á�¿�Ë2ñaº�¼�½áÃ�Î�Ó	ï!È	Â8¼ÉÈ	Å
[w] − [u] ∩ [w]

À�Ê,Î�ð�Â8¼�Á�¿zÇ	Â2¿ÔÀ
4(t +

1)µ/(30t + 6− µ)
Ã�Î�Ó	ï!È	Â8¼zÊ4ÈéÈ	Å

[u] ∩ [w]
Ø

UJÊ,Î�Î�Ê
µ · x0 6 (v′ − µ)(v′ − x0)(t + 5)2/(10(t + 1) − 4 + (t + 1))2

ØÚbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
x0 · µ 6

(v′ − x0)(v
′ − µ)(t+ 5)2/(11t + 7)2

Ø
RTÀ}Ë2È

x0 = µ
Ý#Á�¿

(11t+7)µ 6 (30t+6−µ)(t+5)
Ý2¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

µ 6 (t+5)(5t+1)/(2t+2)
Ø
B

�é¶�tatOr >AC��6���	�
Γ � ���	����$ - "M� �  �����"�$	/1�ó� - �	������$ - 0A����
�� -

GQ(5, t)
� � "���� * � - 
'��"�$ -

- ��$ - �2
d A��
'��"	�P�M��$	�	� !
(1) t = 3

�
Γ
�2�������P0���"��������}"�/

(322, 96, 20, 32)
�	�	�

(697, 96, 20, 12) �
(2) t = 5

�
Γ
�2�������P0���"��������}"�/

(1782, 156, 30, 12)
�	�	�

(532, 156, 30, 52) �
(3) t = 7

�
Γ
�2�������P0���"��������}"�/

(1792, 216, 40, 24) �
(4) t = 20

�
Γ
�2�������P0���"��������}"�/

(2107, 606, 105, 202)
5

C
baÑ�À�Á�Ì

(v′, k′, λ′, µ′)
Þ ¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×Y¾2À�Î�ÃzÆ8¿

GQ(5, t)
è Í�Ó8¼zÐP¼æÈ

Γ
È2Ê,Î�Î�ÁÚÂ2Î�Í�Ë�¼�Ã�Â	×HÎpÀ�¿�º�è

À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÎ�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½
n −m,−m Ø!KM¿zÍ�Æ�¼ m − 1

Æ8Î}Ë2È	Á
v′ − k′ − 1 = 25t

ØS]�¼�Ë8Î�Î�Ý
m > t + 1

Ý
n−m = 25t/(m− 1)− 1

È
n−m > 4

Ý	¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
m− 1 6 5t

Ø
FYÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ=¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ

(96, 20, 4, 4)
Ç	È2À}Ë8¿

m − 1
Æ8Î}Ë2È	Á

75
Ýs¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

m − 1 = 5, 15
Ý,À�¿�è

¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿
n − m = 14, 4

Ý
Γ
È2Ê,Î�Î�Áë¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×

(697, 96, 20, 12)
È'Ë2È

(322, 96, 20, 32)
È

Å�¼�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	È2ÎJË8Î�Ê,Ê4×åÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½	Î�Á�À�½§Ø
F À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎÚ¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ

(156, 30, 4, 6)
Ç	È2À}Ë8¿

m − 1
Æ8Î}Ë2È	Á

125
Ý6¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

m − 1 = 5, 25
Ý

À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿
n−m = 24, 4

È
Γ
È2Ê,Î�Î�Á�¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×

(1782, 156, 30, 12)
È'Ë2È

(532, 156, 30, 52)È�Å�¼�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	È2ÎaË8Î�Ê,Ê4×òÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½	Î�Á�À�½§Ø
FóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎd¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ

(216, 40, 4, 8)
Ç	È2À}Ë8¿

m−1
Æ8Î}Ë2È	Á

175
Ý�¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

m−1 = 5, 7, 25, 35
Ý

À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿
n − m = 34, 24, 6, 4

Ý
Γ
È2Ê,Î�Î�Áó¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×

(v, 216, 40, 12)
Ý
(v, 216, 40, 24)

Ý
(v, 216, 40, 60)

È'Ë2È
(v, 216, 40, 72)

ØÉF6¿ÚÃ�À�Î}ÖÔÀ}Ë2Ñ�Ç8¼�½�Ö§ÝMÄ	Ó2¿�Ê,Î=Ã�Á�¿zÓ2¿zÍ�¿	ÝsÄ	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì
n −m

Â2Î
Ò2Î}Ë�¼�½§Ý	¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑæÅ�¼�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	È2ÎJË8Î�Ê,Ê4×åÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½	Î�Á�À�½§Ø

FÔÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎT¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ
(306, 55, 4, 11)

Ç	È2À}Ë8¿
m−1

Æ8Î}Ë2È	Á
250

Ý�¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
m−1 = 5, 10, 25, 50

Ý
À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿

n − m = 49, 24, 9, 4
È
Γ
È2Ê,Î�Î�Á�¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×

(v, 306, 55, 12)
Ý
(v, 306, 55, 42)

Ý
(v, 306, 55, 72)

È'Ë2È
(v, 306, 55, 102)

ØóKs¼�ÄáÄ'¼�Ä
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

306 · 250 ÝTÁ�¿ µ = 12, 102
ØgF?¿�º�¿zÈ'Ö

À}Ë2Ñ�Ç8¼�½�ÖÚÄ	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì
n−m

Â2ÎJÒ2Î}Ë�¼�½§Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø
FóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎH¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ

(450, 80, 4, 16)
Ç	È2À}Ë8¿

m−1
Æ8Î}Ë2È	Á

375
Ý�¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

m−1 = 15, 25, 75
Ý

À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿
n − m = 24, 14, 4

Ý
Γ
È2Ê,Î�Î�ÁÉ¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×

(v, 450, 80, 66)
Ý
(v, 450, 80, 86)

È'Ë2È
(v, 450, 80, 146)

ØHbaÓ2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î!ÀaÁ�Î�Ê1Ý	Ç	Á�¿
µ
Â2ÎOÆ8Î}Ë2È	Á

450 · 375 ØFiÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎá¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ
(576, 100, 4, 20)

Ç	È2À}Ë8¿
m − 1

Æ8Î}Ë2È	Á
19 · 25 = 475

Ý=¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
m − 1 = 19, 25, 95

ÝsÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿
n −m = 24, 18, 4

Ý
Γ
È2Ê,Î�Î�Áæ¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×

(v, 576, 100, 90)
Ý

(v, 576, 100, 102)
È'Ë2È

(v, 576, 100, 186)
ØHKs¼�ÄÚÄ'¼�Ä

µ
Æ8Î}Ë2È	Á

576 · 475 Ý	Á�¿ µ = 90
Ý'¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î

ÀJÁ�Î�Ê1Ý'Ç	Á�¿�Ä	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì
24
Ó8¼�Ã�Â8¼

19 · 576 · 596/(44 · 90) ØF À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎü¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ
(606, 105, 4, 21)

Ç	È2À}Ë8¿
m − 1

Æ8Î}Ë2È	Á
500

Ýp¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
m − 1 =

20, 25, 50, 100
ÝdÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿

n − m = 24, 19, 9, 4
Ý
Γ
È2Ê,Î�Î�Á�¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×

(v, 606, 105, 102)
Ý

(v, 606, 105, 112)
Ý
(v, 606, 105, 147)

È'Ë2È
(v, 606, 105, 202)

ØjKs¼�ÄåÄ'¼�Ä
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

606 · 500 ÝaÁ�¿
µ = 202

Ø



�,�����!�#"M��$	����0A����
�� -�� � - �����}"����������	��� � "���� - 
P�����
pGs−4(s, t)

à �

F À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎó¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ
(756, 130, 4, 26)

Ç	È2À}Ë8¿
m − 1

Æ8Î}Ë2È	Á
25 · 25 = 625

Ý=¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
m − 1 = 25, 125

ÝPÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿
n − m = 24, 4

Ý
Γ
È2Ê,Î�Î�Áó¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×

(v, 756, 130, 132)È'Ë2È
(v, 756, 130, 252)

ØêKs¼�ÄáÄ'¼�Ä
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

756 · 625 Ý�Á�¿ µ = 252
Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ÀæÁ�Î�Ê1ÝTÇ	Á�¿

Ä	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì
4
Ó8¼�Ã�Â8¼

125 · 756 · 882/(130 · 252) Ø B]!¿HÄ�¿zÂ	Ò8¼H¾8¼�Ó8¼�Í�Ó8¼zÐP¼HºzÑ�Æ8Î�Ê�¾	Ó2Î}Æ2¾2¿�Ë�¼�Í�¼�Á�Ì2Ý�Ç	Á�¿1Æ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó
Γ
º�¿�Ë2Ì�ï�Î

2
Ø4[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1ÝzÇ	Á�¿HÄ'¼�ð�è

Æ2×1Ï
µ
è ¾2¿�Æ2Í�Ó8¼zÐYÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó2Î�ÂéÀ�Á�Î�¾2Î�Â	È

t+ 1
Ý	¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑæÃpÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎaÇ2Î�Á�Â2¿zÍ�¿

t
¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó

µ
Ç2Î�Á�Î�Â�Ø

�é¶�tatOr��§C �6���	�
t = 3

* � - 
'��"�$	/Y���A���2 ����!�A�6 A��
'��"	�P�M��$	���+!
(1) µ ∈ {6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 25, 30, 32, 36, 40, 45, 48, 50} �
(2)

�����	�m�����������}"
Γ
� - ��� �p�

3
* � -

µ 6 16
5

C
F\À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎÚ¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ

(96, 20, 4, 4)
¾2¿�Ë8Î�Ê,Ê,Î � È2Ê,Î�Î�Ê

0 < µ < 20 · 16/6 Ý�¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
5 < µ < 53

Ø�Ks¼�Ä�Ä'¼�Ä
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

96 · 75 Ý2Á�¿ µ ∈ {6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 25, 30, 32, 36, 40, 45,
48, 50} ØRTÀ}Ë2ÈgÆ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó

Γ
º�¿�Ë2Ì�ï�ÎÚâ'Ý,Á�¿éÃ�Ã�È'Æ2ÑçÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È	½ � â�	JË8Î�Ê,Ê4× � È2Ê,Î�Î�Ê

µ 6 8 · 16/8 Ý¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
µ 6 16

Ø
BLdÂ8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â2¿�Æ8¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼�ñOÁ�À�½�À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2ÎOÆ2Ã�ÎaË8Î�Ê,Ê4×SØ

�é¶�tatOrëB�C �6���	�
t = 5

* � - 
'��"�$	/Y���A���2 ����!�A�6 A��
'��"	�P�M��$	���+!
(1) µ ∈ {13, 15, 20, 25, 26, 30, 39, 50, 52, 60, 65, 75, 78};
(2)

�����	�m�����������}"
Γ
� - ��� �p�

3
* � -

µ ∈ {13, 15, 20} 5�é¶�tatOr �§C �6���	�
t = 7

* � - 
'��"�$	/Y���A���2 ����!�A�6 A��
'��"	�P�M��$	���+!
(1) µ ∈ {25, 27, 28, 30, 35, 36, 40, 42, 45, 50, 54, 56, 60, 63, 70, 72, 75, 84, 90, 100, 105, 108, 120,

126, 135, 140};
(2)

�����	�m�����������}"
Γ
� - ��� �p�

3
* � -

µ ∈ {25, 27} 5�é¶�tatOrçD§C �  2����� t > 7
5d+�-�� ���S�����������}"

Γ
"���
'��$

3
��
'��"�$	/ ���A���2 ����!�A�6 A��
'��"	�P�M��$	���+!

(1)
�����	�

t = 10
* � -

µ ∈ {50, 60, 68, 90, 100, 102, 150, 170, 180, 204};
(2)

�����	�
t = 15

* � -
µ ∈ {75, 76, 90, 95, 100, 114, 120, 125, 150, 152, 171, 180, 190, 200, 228,

250, 285, 300};
(3)

�����	�
t = 19

* � -
µ ∈ {100, 114, 120, 144, 150, 152, 160, 171, 180, 190, 192, 200, 225, 228,

240, 250, 285, 288, 300, 304, 320, 342, 360, 380, 400};
(4)

�����	�
t = 20

* � -
µ ∈ {120, 150, 200, 202, 250, 300, 404} �

(5)
�����	�

t = 25
* � -

µ ∈ {125, 126, 135, 140, 150, 180, 189, 210, 250, 252, 270, 300, 315, 350,
375, 378, 420, 450, 500, 525, 540} 5

C
RTÀ}Ë2È

t > 10
Ý,Á�¿�Â8¼�Ó	Ñ�ï�¼zÎ�Á�À�½ëÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿

6(t − 3) 6 µ 6 (t + 5)(5t + 1)/(2t + 2)
Ý

¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑmÆ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó
Γ
Ó8¼�Ã�Î�Â

3
Ø

FWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎS¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ
(306, 55, 4, 11)

È2Ê,Î�Î�Ê
42 < µ < 55 · 51/13 Ý8¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ 42 < µ < 216

Ø
Ks¼�Ä�Ä'¼�Ä

µ
Æ8Î}Ë2È	Á

306 · 250 Ý	Á�¿ µ ∈ {50, 60, 68, 90, 100, 102, 150, 170, 180, 204} ØF À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎü¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ
(456, 80, 4, 16)

È2Ê,Î�Î�Ê
72 < µ < 80 · 76/18 Ýæ¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ 72 <

µ < 338
ØëKs¼�ÄáÄ'¼�Ä

µ
Æ8Î}Ë2È	Á

456 · 15 · 25 ÝTÁ�¿ µ ∈ {75, 76, 90, 95, 100, 114, 120, 125, 150, 152,
171, 180, 190, 200, 228, 250, 285, 300} ØFÔÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ

(576, 100, 4, 20)
È2Ê,Î�Î�Ê

96 < µ < 100·96/22 Ý�¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ 96 < µ < 437
Ø

Ks¼�ÄüÄ'¼�Ä
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

576 · 475 Ý1Á�¿ µ ∈ {100, 114, 120, 144, 150, 152, 160, 171, 180, 190, 192, 200,
225, 228, 240, 250, 285, 288, 300, 304, 320, 342, 360, 380, 400} ØFóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎd¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ

(606, 105, 4, 21)
È2Ê,Î�Î�Ê

102 < µ < 105 · 101/23 Ý2¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ 102 < µ <
461

Ø�Ks¼�Ä�Ä'¼�Ä
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

606 · 500 Ý2Á�¿ µ ∈ {120, 150, 200, 202, 250, 300, 404} ØFóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎd¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ
(756, 130, 4, 26)

È2Ê,Î�Î�Ê
132 < µ < 130 · 126/28 Ý2¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ 132 < µ <

585
Ø4Ks¼�Ä!Ä'¼�Ä

µ
Æ8Î}Ë2È	Á

756·625 Ý#Á�¿ µ ∈ {125, 126, 135, 140, 150, 180, 189, 210, 250, 252, 270, 300,
315, 350, 375, 378, 420, 450, 500, 525, 540} ØQSÎ�Ê,ÊT¼�È�Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼=à!Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â	×SØ

B



à � �  A��$ - 
���� 5 < 5 * �����'$A��
 � 5 � 5

� C �É¹sö�÷�r	¸ $s¹su8¸s¸suÔqs¶)� 

� *Mqs¸���¶ �,u8ø§r
���8¸su &sö�¶#v'·Tu
pGs−4(s, t)

� ��qsr�� �

FgÕ�Á�¿�ÊÉ¾8¼�Ó8¼�Í�Ó8¼zÐSÎ6¾	Ó2Î}Æ2¾2¿�Ë�¼�Í�¼zÎ�Á�À�½§Ý'Ç	Á�¿
Γ
ÞòÆ2È2À�Áz¼�Â	Ò	È2¿zÂ	Â2¿PÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×1Ï=Í�Ó8¼zÐêÆ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼

d > 3
Ý4Ã�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Êc¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�ÈáÃ�Î�Ó	ï!È	ÂçÞj¾2À�Î�ÃzÆ8¿zÍ�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	Ç2Î�À�Ä	È2ÎÚÍ�Ó8¼zÐJ×?Æ	Ë2½

pGs−4(s, t)
Ø

baÑ�À�Á�Ì
θ0 > θ1 > . . . > θd

ÞYÀ�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÎdÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½pï!Ó8¼zÐP¼
Γ
Ø,[§¼zÐJÈ	Ä�À�È	Ó	Ñ�Î�ÊçÃ�Î�Ó	ï!È	Â	Ñ

u ∈ ΓÈ�¾2¿�Ë8¿�ð�È2Ê
ki = |Γi(u)|

Ø
�é¶�tatOró@��§C �6���	�

d > 4
* � - 
'��"�$ -=- ��$ - �2
d A��
'��"	�P�M��$	�	� !

(1) s = 5
�
Γ � � "���� �d���������	
 - �ë0A��"M����������$	�	� {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96} $�� 644 
'��"��!� �

$����
�
(2) s = 6

�
Γ � 0 - � - 
��	$	$	/1�

8
� �� )� 5

C
baÑ�À�Á�ÌPÆ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó

Γ
º�¿�Ë2Ì�ï�Î

3
È
u
Ý
w
Ý
x
Ý
y
Ý
z
ÞYÍ�Î�¿�Æ8Î�Å�È	Ç2Î�À�Ä	È	ÏÚ¾	Ñ�Á�ÌPÃ

Γ
Ø4FóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

s = 6¾2¿ÚË8Î�Ê,Ê,ÎæàæÈ2Ê,Î�Î�Ê
t = 1

È
28µ 6 28 · 6 Ýs¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ µ = 6

È
µ
è ¾2¿�Æ2Í�Ó8¼zÐJ×ßÃ

Γ
Þ ¿zÄ	Áz¼�Õ�Æ2Ó	×SØ

]�¼�Ë8Î�Î�Ý2Æ	Ë2½éÃ�Î�Ó	ï!È	Â	×
u ∈ Γ

Í�Ó8¼zÐ
∆ = [u]

ÞûÁ�Ó2Î�Ñ�Í�¿�Ë2Ì�Â	×1Ï�Í�Ó8¼zÐ
T (8)

ØHFWÕ�Á�¿�ÊêÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
Γ
Þ

¾2¿�Ë8¿zÃ�È	Â	Â	×1Ï
8
è Ä	Ñ'º	Ø

RTÀ}Ë2È
s = 5

Ý	Á�¿�¾2¿!Ë8Î�Ê,Ê,Î=ÛJÈ2Ê,Î�Î�Ê
t ∈ {3, 5, 7} È 6(t− 3) 6 µ 6 2(5t + 1)

Ø
FåÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

t = 3
È2Ê,Î�Î�Ê

µ 6 32
È
Γ
½'ÃzË2½	Î�Á�À�½éË8¿zÄ'¼�Ë2Ì�Â2¿p¾2À�Î�ÃzÆ8¿

GQ(5, 3)
è Í�Ó8¼zÐS¿�Ê1ØOF�Ã�È'Æ2Ñ

Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×òÈ	Å=Ù ��ÜMÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½	Î�Á�À�½�Å�¼�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	È2ÎJË8Î�Ê,Ê4×SØ
FWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

t = 5
È2Ê,Î�Î�Ê

12 6 µ 6 52
ØTKs¼�Ä�Ä'¼�Ä

µ
Æ8Î}Ë2È	Á

156 · 125 Ý	Á�¿ µ ∈ {13, 15, 20, 21, 25,
26, 30, 39, 50} ØH]�¼�Ë8Î�Î�Ý b1 = 125

Ý8¾2¿=Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎPKMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼ÉÙ ä'Ý2Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼��2Ø �2Ø â�Ü4Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½
Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ −6 > b− = −1 − b1/(θ1 + 1)

Ý
4 6 b+ = −1 − b1/(θd + 1)

ØJbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
θ1 6 24

È
θd > −26

Ø,ìJ¿�Ê4¾	Ì�ñOÁ�Î�Ó	Â	×HÎPÃ�×1Ç	È2À}Ë8Î�Â	È	½�¾2¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼�ñOÁ�Ý8Ç	Á�¿
θ1 > 34

Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø
FáÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

t = 7
È2Ê,Î�Î�Ê

24 6 µ 6 72
Ø,Ks¼�ÄpÄ'¼�Ä

µ
Æ8Î}Ë2È	Á

6 ·36 ·175 Ý'Á�¿ µ ∈ {25, 28, 30, 35, 36,
40, 42, 45, 50, 54, 56, 60, 63, 70} ØT]�¼�Ë8Î�Î�Ý b1 = 175

Ý�¾2¿HÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,Î6KMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼�Ù ä'Ý�Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼ �2Ø �2Ø â�Ü
Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½pÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ −8 > b− = −1−b1/(θ1+1)

Ý
4 6 b+ = −1−b1/(θd+1)

Ø4bJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
θ1 6 24

È
θd > −36

ØTFüË2ñaº�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎJÈ2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 44

Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø
B

�é¶�tatOró@8@8C �6���	�
d = 3

�
s = 6

* � - � "����
Γ
$A� �'
���������� �m���A������$��	� - $	$ - "M� �  �����"�$	/H� 5

C
baÑ�À�Á�Ì�Æ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó

Γ
Ó8¼�Ã�Î�Â

3
Ø,RTÀ}Ë2È

s = 6
Ý'Á�¿!¾2¿!Ë8Î�Ê,Ê,Î�ÛOÈ2Ê,Î�Î�Ê

7(t− 1) < µ < 3(3t+ 1)È
t ∈ {1, 5, 7, 9, 10, 15, 16, 23, 25, 30, 37} Ø�]�¼�Ë8Î�Î�Ý k = 7(1 + 3t)

Ý
b1 = 15t

Ý
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

105t(1 + 3t)È
µ
è ¾2¿�Æ2Í�Ó8¼zÐJ×?Ó2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×ßÀ�Á�Î�¾2Î�Â	È

2(t + 1)
ØmbJ¿ÚÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎpKMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼gÙ ä'ÝMÁ�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼ �2Ø �2Ø â�Ü

Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ −(t + 1) > b− = −1 − b1/(θ1 + 1)
Ý
4 6 b+ = −1 − b1/(θd + 1)

Ø
bJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

θ1 6 14
È
θd > −(3t+ 1)

Ø
RTÀ}Ë2È

t = 1
Ý	Á�¿

5 6 µ 6 12
Ø�FWÕ�Á�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

µ ∈ {6, 7, 10} Ø1baÑ�À�Á�Ì µ = 6
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Ç2Î�Á�Â2¿	Ý

k2 = 70
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

70b2
Ø�baÑ�À�Á�Ì

µ = 7
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÔÂ8¼ ��Ý

k2 = 60
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

60b2
Ø

baÑ�À�Á�Ì
µ = 10

ØÉKM¿zÍ�Æ�¼
b2
Ç2Î�Á�Â2¿	Ý

k2 = 42
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

42b2
ØéF Ë2ñaº�¿�Ê_À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ=Æ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6Ö

ÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃp¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏéÂ2Î�Á�Ø
RTÀ}Ë2È

t = 5
ÝsÁ�¿

28 6 µ 6 48
Ø�F Õ�Á�¿�Ê_À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

µ ∈ {30, 35, 40, 42} È θd > −16
Ø�baÑ�À�Á�Ì

µ = 30
Ø6KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Ç2Î�Á�Â2¿	Ý

k2 = 280
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

280b2
Ø�baÑ�À�Á�Ì

µ = 35
Ø6KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½éÂ8¼ ��Ý

k2 = 240
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

240b2
ØæbaÑ�À�Á�Ì

µ = 40
ØÚKM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½çÂ8¼éä'Ý

k2 = 210
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

210b2
Ø,baÑ�À�Á�Ì

µ = 42
ØTKM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÚÂ8¼ÚÛ��2Ý

k2 = 200
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

200b2
Ø,FüË2ñaº�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

θ1 > 15
Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
t = 7

Ý4Á�¿
42 6 µ 6 66

Ø�FYÕ�Á�¿�Ê_À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ ∈ {49, 55} ØÔbaÑ�À�Á�Ì µ = 49

ØÉKM¿zÍ�Æ�¼
b2Æ8Î}Ë2È	Á�À�½éÂ8¼ ��Ý

k2 = 330
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

330b2
Ø�baÑ�À�Á�Ì

µ = 55
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼ÚÛ�Û�Ý

k2 = 294È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

294b2
ØTFüË2ñaº�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

θ1 > 18
Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
t = 9

ÝAÁ�¿
56 6 µ 6 84

ØPFòÕ�Á�¿�ÊWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ ∈ {60, 63, 70} Ø�baÑ�À�Á�Ì µ = 60

ØSKM¿zÍ�Æ�¼
b2Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÚÂ8¼ �2Ý

k2 = 441
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

441b2
Ø,baÑ�À�Á�Ì

µ = 63
ØTKM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÚÂ8¼ ��Ý

k2 = 420
È

c3
Æ8Î}Ë2È	Á

420b2
Ø4baÑ�À�Á�Ì

µ = 70
Ø4KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½=Â8¼�Û��2Ý

k2 = 378
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

378b2
ØsFçË2ñaº�¿�Ê

À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
θ1 > 18

Ý2¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø
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à �

RTÀ}Ë2È
t = 10

Ý§Á�¿
63 6 µ 6 93

ØSFòÕ�Á�¿�ÊWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ ∈ {70, 75} È θd > −31

ØSbaÑ�À�Á�Ì
µ = 70

Ø
KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½éÂ8¼ ��Ý

k2 = 465
Ý
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

465b2
È
θ1 > 14

Ø6baÑ�À�Á�Ì
µ = 75

Ø6KM¿zÍ�Æ�¼
k2 = 434È

c3
Æ8Î}Ë2È	Á

434b2
Ø�FêÕ�Á�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎaË2È2º�¿

θ1 > 14
Ý	Ë2È2º�¿

b1 6 2
Ø�FüË2ñaº�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎJÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6Ö

ÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃp¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏéÂ2Î�Á�Ø
RTÀ}Ë2È

t = 15
Ý�Á�¿

98 6 µ 6 138
ØóFßÕ�Á�¿�Ê À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

µ ∈ {105, 115} È θd > −46
ØábaÑ�À�Á�Ì

µ = 105
ØTKM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÚÂ8¼ ��Ý

k2 = 690
Ý
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

690b2
È
θ1 > 24

ØTbaÑ�À�Á�Ì
µ = 115

ØTKM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼=à�â'Ý

k2 = 630
È
θ1 > 34

Ø
RTÀ}Ë2È

t = 16
ÝAÁ�¿

105 6 µ 6 147
ØJF Õ�Á�¿�ÊWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

µ ∈ {112, 120, 140} È θd > −49
ØObaÑ�À�Á�Ì

µ = 112
ØTKM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÚÂ8¼ ��Ý

k2 = 735
Ý
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

735b2
È
θ1 > 24

ØTbaÑ�À�Á�Ì
µ = 120

ØTKM¿zÍ�Æ�¼
k2 = 686

È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

686b2
Ø�F Õ�Á�¿�Ê_À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ=Ë2È2º�¿

θ1 > 14
ÝsË2È2º�¿

b1 6 2
ØébaÑ�À�Á�Ì

µ = 140
Ø

KM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼ ��Ý

k2 = 588
Ý
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

588b2
È
θ1 > 17

ØOF Ë2ñaº�¿�ÊêÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎSÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6Ö
ÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃp¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏéÂ2Î�Á�Ø

RTÀ}Ë2È
t = 23

ÝTÁ�¿
154 6 µ 6 210

ØçFYÕ�Á�¿�ÊcÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ ∈ {161, 175} È θd > −70

Ø�baÑ�À�Á�Ì
µ = 161

ØéKM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½çÂ8¼ ��Ý

k2 = 1050
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

1050b2
ØÚF Õ�Á�¿�Ê_À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

θ1 > 28
Ø

baÑ�À�Á�Ì
µ = 175

Ø�KM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼=â �!È

θ1 > 49
Ø

RTÀ}Ë2È
t = 25

ÝAÁ�¿
168 6 µ 6 228

ØJF Õ�Á�¿�ÊWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ ∈ {175, 190, 210} È θd > −76

ØObaÑ�À�Á�Ì
µ = 175

ØéKM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½çÂ8¼ ��Ý

k2 = 1140
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

1140b2
ØÚF Õ�Á�¿�Ê_À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

θ1 > 28
Ø

baÑ�À�Á�Ì
µ = 190

ØTKM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÚÂ8¼�â�ä�È

θ1 > 38
ØTbaÑ�À�Á�Ì

µ = 210
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼æÛ��

È
θ1 > 28

Ø
RTÀ}Ë2È

t = 30
ÝAÁ�¿

203 6 µ 6 273
ØJF Õ�Á�¿�ÊWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

µ ∈ {175, 190, 260} È θd > −76
ØObaÑ�À�Á�Ì

µ = 175
ØéKM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½çÂ8¼ ��Ý

k2 = 1140
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

1140b2
ØÚF Õ�Á�¿�Ê_À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

θ1 > 45
Ø

baÑ�À�Á�Ì
µ = 190

ØTKM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÚÂ8¼�â�ä�È

θ1 > 70
ØTbaÑ�À�Á�Ì

µ = 210
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼æÛ��

È
θ1 > 41

Ø
RTÀ}Ë2È

t = 37
ÝMÁ�¿

252 6 µ 6 336
ØpF_Õ�Á�¿�ÊòÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

µ ∈ {259, 280, 294, 296} È θd > −112
Ø

baÑ�À�Á�Ì
µ = 259

Ø4KM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼ ��Ý

k2 = 1680
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

1680b2
ØsFçÕ�Á�¿�ÊÉÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

θ1 > 32
Ø

baÑ�À�Á�Ì
µ = 280

ØTKM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÚÂ8¼%� � È

θ1 > 75
ØTbaÑ�À�Á�Ì

µ = 294
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼���ä

È
θ1 > 92

ØTbaÑ�À�Á�Ì
µ = 296

Ø�KM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼=ä!È

θ1 > 25
Ø
B

�é¶�tatOrá@ � C �6���	�
d = 3

�
s = 7
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C
baÑ�À�Á�ÌÉÆ2È8¼zÊ,Î�Á�Ó

Γ
Ó8¼�Ã�Î�Â

3
ØçRTÀ}Ë2È

s = 7
Ý,Á�¿�¾2¿�Ë8Î�Ê,Ê,Î�ÛmÈ2Ê,Î�Î�Ê

8(3t − 1)/3 6 µ <
4(7t/3 + 1)

È
t ∈ {9, 15, 27, 30, 51, 75} Øg]�¼�Ë8Î�Î�Ý k = 8(7t/3 + 1)

Ý
b1 = 35t/3 + 1

Ý
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

8(7t/3+1)(35t/3+1)
È
µ
è ¾2¿�Æ2Í�Ó8¼zÐJ×áÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×óÀ�Á�Î�¾2Î�Â	È

3(t+1)
Ø,bJ¿aÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,Î1KMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼

Ù ä'ÝAÁ�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼:�2Ø �2Ø â�ÜTÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½ÉÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ −(t + 1) > b− = −1 − b1/(θ1 + 1)
Ý
4 6 b+ =

−1− b1/(θd + 1)
ØTbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

θ1 6 (35t/3 + 1)/t − 1
È
θd > −((35t/3 + 1)/5 + 1)

Ø
RTÀ}Ë2È

t = 9
Ý§Á�¿

70 6 µ < 88
Ø!FòÕ�Á�¿�Ê À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

µ
Æ8Î}Ë2È	Á

32 · 11 · 53 Ý§¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È
t = 15

Ý�Á�¿
118 6 µ < 144

Ø,FgÕ�Á�¿�ÊÔÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ ∈ {128, 132} Ý θ1 6 161/15

È
θd > −181/5

Ø,baÑ�À�Á�Ì
µ = 128

ØTKM¿zÍ�Æ�¼
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼�ä'Ý

k2 = 396
È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

396b2
Ø,FêÕ�Á�¿�ÊáÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

θ1 > 23
ØTbaÑ�À�Á�Ì

µ = 132
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼=â!È

θ1 > 14
Ø

RTÀ}Ë2È
t = 27

Ý2Á�¿
214 6 µ < 256

ØHFWÕ�Á�¿�ÊêÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

79 · 2048 Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØdRTÀ}Ë2È
t = 30

Ý�Á�¿
238 6 µ < 287

Ø,FáÕ�Á�¿�ÊgÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

8 · 27 · 13 · 71 Ý2¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È t = 51
Ý

Á�¿
406 6 µ < 480

Ø6F Õ�Á�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ = 447

Ý
θ1 6 545/51

È
θd > −601/5

Ø�]�¼�Ë8Î�Î�Ý
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½

Â8¼�â'Ý
k2 = 1280

È
c3
Æ8Î}Ë2È	Á

1280b2
Ø,FêÕ�Á�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

θ1 > 17
Ø

RTÀ}Ë2È
t = 75

Ý	Á�¿
598 6 µ < 704

ØTFêÕ�Á�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
µ
Æ8Î}Ë2È	Á

512 · 11 · 219 Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø B
baÑ�À�Á�Ì�Æ8¿�Ä�¿zÂ	Ò8¼�Ó8¼zº�¿zÁ�×

s = 5
Ø

�é¶�tatOrá@ " C �6���	�
5 6 t 6 10
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Γ
$A���'
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C
baÑ�À�Á�Ì

t = 5
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼=¾2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,Î!KMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼éÙ ä'Ý2Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼��2Ø �2Ø â�ÜsÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½�Â2Î�Ó8¼�è

Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ −4 > b− = −1 − b1/(θ1 + 1)
Ý
3 6 b+ = −1 − b1/(θd + 1)

ØëbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ
θ1 6 24

È
θ3 > −26

Ø



à�ä �  A��$ - 
���� 5 < 5 * �����'$A��
 � 5 � 5

RTÀ}Ë2È
µ = 13

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½æÂ8¼pÛ�âPÈ

θ1 > 24
Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È

µ = 15
Ý'Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½

Â8¼mâpÈéË2È2º�¿
θ1 > 24

Ý8Ë2È2º�¿
c3 > 144

ØJFWË2ñaº�¿�ÊWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎPÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖÉÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃæ¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	Ï
Â2Î�Á�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 20

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½áÂ8¼ ��ÈgË2È2º�¿

θ1 > 24
ÝTË2È2º�¿

c3 > 138
ØëFYË2ñaº�¿�Ê À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

Æ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖéÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃ=¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏéÂ2Î�Á�ØTRTÀ}Ë2È
µ = 25

Ý'¾	Ó	È
b2 = 18, c3 = 148

È2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 24È

θ3 < −26
Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØübJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

b2 6 17
ØáF?Ë2ñaº�¿�ÊYÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎmÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖüÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃ

¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	Ï�Â2Î�Á�Ø
RTÀ}Ë2È

µ = 26
Ý4Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ëÂ8¼�à � ÈÔË2È2º�¿

θ1 > 24
Ý4Ë2È2º�¿

b2 = 26
È
c3 = 155, 156

ØÔF
Ë2ñaº�¿�ÊüÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎaÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6Ö�ÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃp¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	Ï�Â2Î�Á�Ø6RTÀ}Ë2È

µ = 30
Ý2Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½éÂ8¼ � È

Ë2È2º�¿
θ1 > 24

Ý	Ë2È2º�¿
c3 > 136

ØTFüË2ñaº�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎaÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖéÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃp¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏéÂ2Î�Á�Ø
RTÀ}Ë2È

µ = 39
Ý	Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼=â��'Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È

µ = 50
Ý	Á�¿�¾	Ó	È

b2 = 2, c3 = 131È2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 24

È
θ3 < −26

Ýz¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØTRTÀ}Ë2È
µ = 52

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼ ��à'Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 60

ÝAÁ�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÉÂ8¼�Û�àpÈÉ¾	Ó	È

b2 = 12, c3 = 130
È2Ê,Î�Î�Ê

θ1 > 24
È
θ3 < −26

Ý
¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØdRTÀ}Ë2È

µ = 65
Ý2Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½éÂ8¼�Û�â�È�¾	Ó	È

b2 = 13, c3 = 130
È2Ê,Î�Î�Ê

θ1 > 24
È

θ3 < −26
Ý§¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È

µ = 75
Ý�Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼æâpÈ�¾	Ó	È

b2 = 3, c3 = 130
È2Ê,Î�Î�Ê

θ1 > 24
È
θ3 < −26

Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È
µ = 78

Ý	Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼ �zä'Ý'¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

baÑ�À�Á�Ì
t = 7

ØÔKM¿zÍ�Æ�¼É¾2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎÚKMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼ÉÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½áÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼
θ1 6 24

È
θd > −36

Ø
RTÀ}Ë2È

µ = 25
Ý	Á�¿!Ë2È2º�¿

θ1 > 24
Ý'Ë2È2º�¿

b1 = 1, c3 = 216
È�Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÎPÀ�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�ÎPÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î

È2Ê,Î�Î�ÁóÂ2Î�Ò2Î}Ë2Ñ�ñjÄ	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì2Ýa¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØûRTÀ}Ë2È
µ = 27

ÝOÁ�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ Â8¼ëà �çÈ

θ1 >
24
Ý6¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø RTÀ}Ë2È

µ = 28
Ý6Á�¿ÉË2È2º�¿

θ1 > 24
Ý�Ë2È2º�¿

b1 = 4, c3 = 216
ÈóÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Î

À�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�Î�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�È2Ê,Î�Î�Á�Â2Î�Ò2Î}Ë2Ñ�ñ Ä	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì2Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØóRTÀ}Ë2È
µ = 30

Ý�Á�¿�Ë2È2º�¿
θ1 > 24

Ý�Ë2È2º�¿
b1 = 6, c3 = 216

ÈPÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Î�À�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�Î�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î�È2Ê,Î�Î�ÁOÂ2Î�Ò2Î}Ë2Ñ�ñáÄ	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì2Ý
¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 35

Ý�Á�¿�Ë2È2º�¿
θ1 > 24

Ý8Ë2È2º�¿
c3 > 195

ØOF Ë2ñaº�¿�ÊêÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎSÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖÉÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃ
¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	Ï�Â2Î�Á�Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ ∈ {36, 54, 72, 108} ÝßÁ�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ Â8¼

µ
Ýò¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø RTÀ}Ë2È

µ ∈
{40, 45, 60, 90, 120, 135} ÝHÁ�¿ b2 Æ8Î}Ë2È	Á�À�½óÂ8¼ µ/5 ÈgÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖüÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃÔ¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏóÂ2Î�Á�Ý¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È

µ ∈ {42, 56, 63, 84, 126} Ý8Á�¿ b2 Æ8Î}Ë2È	Á�À�½pÂ8¼ µ/7 È�Æ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖmÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃ¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	Ï�Â2Î�Á�Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø
RTÀ}Ë2È

µ = 50
Ý�Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½áÂ8¼�à�ÈgË2È2º�¿

θ1 > 24
ÝTË2È2º�¿

c3 > 194
ØëFYË2ñaº�¿�Ê À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

Æ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖçÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃ�¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏçÂ2Î�Á�Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØpRTÀ}Ë2È
µ = 70

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼Úà

È�Ë2È2º�¿
θ1 > 24

ÝAË2È2º�¿
c3 > 194

Ø!F Ë2ñaº�¿�Ê À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎPÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖÔÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃÚ¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏÔÂ2Î�Á�Ý
¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

LdÂ8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â2¿=Ó8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼�ñOÁ�À�½�¿�À�Áz¼�Ã�ï!È2Î�À�½�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½
µ ∈ {75, 100, 105, 140} ØbaÑ�À�Á�Ì

t = 10
ØæKM¿zÍ�Æ�¼�¾2¿ÚÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎmKMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼éÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½ÔÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼

θ1 6 24
È

θd > −51
Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 50

Ý�Á�¿�Ë2È2º�¿
θ1 > 24

Ý8Ë2È2º�¿
c3 > 288

ØOF Ë2ñaº�¿�ÊêÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎSÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖÉÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃ
¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏëÂ2Î�Á�Ýs¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È

µ = 60
ÝsÁ�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½çÂ8¼éâæÈÔË2È2º�¿

θ1 > 24
ÝMË2È2º�¿

c3 > 289
Ø�FüË2ñaº�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎaÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6Ö�ÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃp¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏéÂ2Î�Á�Ý2¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 68

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½æÂ8¼!â���È

θ1 > 24
Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È

µ = 90
Ý'Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½

Â8¼ �pÈ�¾	Ó	È
b2 = 9

Ý
c3 = 289

È2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 24

È
θ3 < −51

ÝA¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø!RTÀ}Ë2È
µ = 100

Ý§Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÔÂ8¼ÚàmÈ�¾	Ó	È

b2 = 2
Ý
c3 = 280

È2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 24

È
θ3 < −51

Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØpRTÀ}Ë2È
µ = 102

Ý2Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼%�'Û�Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 150

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼ÚâpÈ�¾	Ó	È

b2 = 3
Ý
c3 = 280

È2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 24

È
θ3 < −51

Ý
¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø1RTÀ}Ë2È

µ = 170
Ý2Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼�Û �!È�¾	Ó	È

b2 = 3
Ý
c3 = 280

È2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 24

È
θ3 < −51

Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø6RTÀ}Ë2È
µ = 180

Ý2Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼æÛ�ä�È�¾	Ó	È

b2 = 3
Ý
c3 = 280

È2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 24

È
θ3 < −51

Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È
µ = 204

Ý2Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼æÛ�í�à'Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

B
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baÑ�À�Á�Ì

t = 15
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼�¾2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎSKMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼=Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½éÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼

θ1 6 24
È

θd > −76
Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 75

Ý'Á�¿PË2È2º�¿
θ1 > 24

Ý�Ë2È2º�¿
b2 = 1

Ý
c3 = 456

ÈæÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÎSÀ�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�ÎJÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î
È2Ê,Î�Î�ÁOÂ2Î�Ò2Î}Ë2Ñ�ñóÄ	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì2Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø,RTÀ}Ë2È

µ = 76
ÝzÁ�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½!Â8¼ � � Ýz¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 90

Ý2Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½éÂ8¼ � Ý	Ë2È2º�¿

θ1 > 24
Ý	Ë2È2º�¿

b2 = 1, c3 = 456
ÈéÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Î�À�¿�º�è

À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�Î!Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î!È2Ê,Î�Î�ÁmÂ2Î�Ò2Î}Ë2Ñ�ñYÄ	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�Ì2Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØaRTÀ}Ë2È
µ = 95

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½

Â8¼pÛ5�JÈ
θ1 > 24

Ø,RTÀ}Ë2È
µ = 100

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½pÂ8¼��!È=Ë2È2º�¿

θ1 > 24
Ý#Ë2È2º�¿

c3 > 443
Ø,FáË2ñaº�¿�Ê

À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎaÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6Ö�ÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃp¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	Ï�Â2Î�Á�Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø
RTÀ}Ë2È

µ = 114
Ý�Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼æâ�ä'ÝA¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È

µ = 120
Ý§Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼æä

È�Ë2È2º�¿
θ1 > 24

ÝAË2È2º�¿
c3 > 444

Ø!FåË2ñaº�¿�Ê À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎPÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖÔÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃÚ¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏÔÂ2Î�Á�Ý
¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 125

Ý2Á�¿�Ë2È2º�¿
θ1 > 24

Ý'Ë2È2º�¿
c3 > 434

Ø�FüË2ñaº�¿�ÊóÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎJÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖéÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃ
¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏÉÂ2Î�Á�Ý8¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØdRTÀ}Ë2È

µ = 150
Ý�Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½éÂ8¼pà�Èé¾	Ó	È

b2 = 2
Ý
c3 = 433È2Ê,Î�Î�Ê

θ1 > 24
È
θ3 < −76

Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø=LdÂ8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â2¿�Î=¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î=¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È	Á�À�½ÔÈÉÆ	Ë2½
¿�À�Áz¼�Ã�ï!È'Ö#À�½

µ ∈ {152, 171, 180, 190, 200, 228, 250, 285, 300} ØbaÑ�À�Á�Ì
t = 19

ØmKM¿zÍ�Æ�¼�¾2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎpKMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼éÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½çÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼
θ1 6 24

È
θd > −96

Ø
RTÀ}Ë2È

µ = 100
Ý6Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½üÂ8¼ �2Ý1¼ÔÎ�À}Ë2È

µ = 114
Ý6Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½üÂ8¼ � ØWFßË2ñaº�¿�Ê

À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ
θ1 > 24

Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØJLdÂ8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â2¿�Î!¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È	Á�À�½�¾	Ó	È
µ ∈ {120, 144,

160, 180, 192} ØRTÀ}Ë2È
µ = 152

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½óÂ8¼�ä'ÝTË2È2º�¿

θ1 > 24
ÝTË2È2º�¿

c3 > 566
ØóF?Ë2ñaº�¿�ÊYÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

Æ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖéÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃp¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	Ï�Â2Î�Á�Ý2¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø1RTÀ}Ë2È
µ = 171

Ý2Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼7�'Ý

Ë2È2º�¿
θ1 > 24

Ý4Ë2È2º�¿
c3 > 564

ØçF Ë2ñaº�¿�ÊcÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎpÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6ÖáÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃ�¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	ÏáÂ2Î�Á�Ý
¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 190

ÝMÁ�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼�àmÈ�¾	Ó	È

b2 = 2, c3 = 554
È2Ê,Î�Î�Ê

θ1 > 24
È
θ3 < −96

Ý
¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø1LdÂ8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â2¿�ÎP¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2ÎP¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È	Á�À�½é¾	Ó	È�¿�À�Áz¼�Ã�ï!È'Ö#À�½

µ ∈ {200, 225, 228,
240, 250, 285, 288, 300, 304, 320, 342, 360, 380, 400} ØbaÑ�À�Á�Ì

t = 20
ØmKM¿zÍ�Æ�¼�¾2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎpKMÎ�Ó	Ã�È'Ë	Ë2È	Í�Î�Ó8¼éÃ�×1¾2¿�Ë2Â	½'ñOÁ�À�½çÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼

θ1 6 24
È

θd > −101
Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 120

Ý�Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼ � È

θ1 > 24
Ý�¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�ØTRTÀ}Ë2È

µ = 150
Ý�Á�¿

b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½

Â8¼mâ=ÈéË2È2º�¿
θ1 > 24

Ý�Ë2È2º�¿
c3 > 589

ØaF Ë2ñaº�¿�ÊWÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎSÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê4×6Ö�ÊT¼zÀ�À�È	Ã�¿zÃæ¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È	Ï
Â2Î�Á�Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø

RTÀ}Ë2È
µ = 200

Ý§Á�¿
b2
Æ8Î}Ë2È	Á�À�½ÉÂ8¼æàpÈÉ¾	Ó	È

b2 = 2, c3 = 584
È2Ê,Î�Î�Ê

θ1 > 24
È
θ3 < −101

Ý
¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È

µ ∈ {202, 404} ÝsÁ�¿ b2 Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼�Û�í'Û�Ý§¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø�RTÀ}Ë2È µ = 250
Ý

Á�¿æ¾	Ó	È
b2 = 1, c3 = 580

È2Ê,Î�Î�Ê
θ1 > 24

È
θ3 < −101

Ý§¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø=RTÀ}Ë2È
µ = 300

Ý�Á�¿
b2Æ8Î}Ë2È	Á�À�½�Â8¼�â�ÈÚ¾	Ó	È

b2 = 3, c3 = 580
È2Ê,Î�Î�Ê

θ1 > 24
È
θ3 < −101

Ý	¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î�Ø
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ýFþ/R�þ�65LXø7þ
ý���! 5 �+2GM�þ�6 Ù �zÜ�Ø

ð �(ý
m = 0

Ý
r = 2

Ý
s = 1

þ�65L
p = 1, O

2��(ü��Fþ�576 ��!�2���Q 2?ýFþ � �(ý O ! 5 � ! O þ�1;4�5 �+2�6 üNM ò�� ! F ��� Ù ��Ü�Ø
ð �(ý

r = 1
Ý
s = 0

Ý
a1 = 1

Ý
λ1 = 1

Ý
λ2 = b = 0

þ�65L
p = 1, O

2 4+2 � ��!�2 ��4þ F 4þ�4+2}þ�68L 2?ý 5 �Eþ � 5 �+2
��Q 2?ýFþ � �(ý Ù � Ü�Ø

ð �(ý
r = 1

Ý
s = 0

Ý
a1 = 1

Ý
λ2 = b = 0

þ�65L
p = 1, O

2 4+2 ����!�2 4+2�6�2?ýFþ F 5KJ�2>L ��4þ F 4þ�4+2}þ�6 L 2?ý 5 �Eþ � 5 �+2
��Q 2?ýFþ � �(ý 576���ý �+L / � 2>LXüNM æ F è ß�ü ��/5L 5 Ù ��Ü�Ø

ð �(ý
m = 0

Ý
r = 1

Ý
s = 0

Ý
a1 = δ + 1

þ�65L
p = 1, O

2��(ü��Fþ�576 ��!�2���Q 2?ýFþ � �(ý 576���ý �+L / � 2>L üNM
é /�1 � !�2 O 2GM"! Ù ä�Ü�Ø

ð �(ý
r = 1

Ý
s = 0

Ý
a1 = δ + 1

þ�65L
p = 1, O

2 �(ü��Fþ�576 ��!�2 ��Q 2?ýFþ � �(ý 1�� /5L 5 2>L üNM ë F è î-þ�4�/Zü 5�þ�65L
ñ#þ
ý /�1 Ù ��Ü�Ø

ð �(ý
m = 0

Ý
r = 2

þ�65L
s = 1

Ý
a2 = 1

þ�65L
p = 1, O

2��(ü��Fþ�576 ��!�2 ��Q 2?ýFþ � �(ý 1�� /5L 5 2>L üNM ì8þ
ý F 1 ��6
þ�65L ��!Tþ�� 2?ý Ù�Û�í�Ü�Ø
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ð �(ý
r = 1

Ý
s = 0

Ý
a1 = 1

Ý
λ2 = 0

þ�65L
p = 1, O

2 4+2 � ��!�2 ��Q 2?ýFþ � �(ý 576���ý �+L / � 2>L üNM ì��þ ���þ�1 Ù�Û�Û}Ü�Ø
à020S�� Ý üNM /�1 576 4 ��!�2
4+2�6�2?ýFþ F 5KJ�2>L L 5�� 2?ý32�6�� 5Ïþ F ��Q 2?ýFþ � �(ý

Dm,b
λ1,λ2,p

(a1, b1),
O 2 1�� /5L M ��!�2 �GF þ�131

Sm,b,j
λ1,λ2,p

[a1, b1, A,B, γ]
þ�1 H � FKF � O 1 �

�������! "�$#%�!&� '*)���) è 2 �
f ∈ Ap,

��!�2�6
f ∈ Sm,b,j

λ1,λ2,p
[a1, b1, A,B, γ]

�!H
p
è �Eþ F 2�6�� H / 6 � � 5 ��6�1 �!H

� �(ÿ Q F 20S �(ý	L 2?ý
γ 6= 0

576
U,
5'H�þ�65L ��6 F M 5'H

{
1 +

1

γ

(
z(Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z))

(j+1)

(Dm,b
λ1,λ2,p

(a1, b1)f(z))(j)
− p+ j

)}
≺ 1 +Az

1 +Bz
, z ∈ U,

� Û�Ø � 	

O !�2?ý32 p ∈ N
Ý
m, b, j ∈ N0 = N ∪ {0} Ý γ ∈ C\{0} Ý λ2 > λ1 > 0

Ý −1 6 B < A 6 1, ai ∈ C
Ý

bq ∈ C\{0,−1,−2, . . .} (i = 1, . . . , r
Ý
q = 1, . . . , s)

þ�65L
r 6 s+ 1 � r, s ∈ N0.ì F 2}þ
ý F M Ý O 2 !Tþ �+2���!�2�H � FKF � O 576 4�ý32 F þ � 5 ��6�1�! 5KQ�1 �

� 5 	 O !�2�6 m = 0
Ý
p = 1

Ý
j = 0

Ý
r = 2

Ý
s = 1

Ý
a1 = b1

Ý
a2 = 1

Ý
A = 1

þ�65L
B = −1,

��!�2�6 ��!�2
�GF þ�131

Sm,b,j
λ1,λ2,p

[a1, b1, A,B, γ]
ý32>L / � 2�1 � � ��!�2 �GF þ�131

S(γ).
� 575 	 O !�2�6 m = 0

Ý
p = 1

Ý
j = 1

Ý
r = 2

Ý
s = 1

Ý
a1 = b1

Ý
a2 = 1

Ý
A = 1

þ�65L
B = −1,

��!�2�6 ��!�2
�GF þ�131

Sm,b,j
λ1,λ2,p

[a1, b1, A,B, γ]
ý32>L / � 2�1 � � ��!�2 �GF þ�131

C(γ).
� 57575 	 O !�2�6 m = 0

Ý
p = 1

Ý
j = 0

Ý
r = 2

Ý
s = 1

Ý
a1 = b1

Ý
a2 = 1

Ý
A = 1

Ý
B = −1

þ�65L
γ = 1− α,

��!�2�6 ��!�2 �GF þ�131
Sm,b,j
λ1,λ2,p

[a1, b1, A,B, γ]
ý32>L / � 2�1 � � ��!�2 �GF þ�131

S∗(α)
H �(ý

0 < α < 1.ã !�2 �GF þ�13132�1
S(γ)

þ�65L
C(γ)

þ
ý32 1Fþ�5 L � ��ü 2 �GF þ�13132�1��!H 1��Fþ
ý F 5 �+2£þ�65L � ��6 �+20S �!H � �(ÿ Q F 20S �(ý	L 2?ý
γ 6= 0

576
U, O

2?ý32 � ��6�1 5 L 2?ý32>L^üNM^à�þ�1�ý�þ�65L^æ ��/ H Ù�Û�à�Ü þ�65L
S∗(α)

L 2�6 � �32 ��!�2 �GF þ�131 �!H 1��Fþ
ý F 5 �+2
H / 6 � � 5 ��6�1��!H �(ý	L 2?ý

α
576

U
Ø

� C<� 
��>AV�����.
 ?/�EA�=! <�!AV����"�#

æ ÿ þ/R��(ý 5KJ�þ � 5 ��6 QZý �(ü F 2?ÿ H �(ý H / 6 � � 5 ��6�1
f

ü 2 F ��6 4 � � ��!�2 �GF þ�131
Sm,b,j
λ1,λ2,p

[a1, b1, A,B, γ]
5 1

� ��6�1 5 L 2?ý32>L Ø
$&% "NAV�'"�#áC ()� �

f ∈ Ap
�*��� ��	�+,+-	��.� ��/ � �

g ∈ Sm,b,j
λ1,λ2,p

[a1, b1, A,B, γ]
5 0 �

(Dm,b
λ1,λ2,p

(a1, b1)f(z))
(j) 
 �21 �.34	�� 
�5��4� ���

(Dm,b
λ1,λ2,p

(a1, b1)g(z))
(j) 
��

U
* ��/ ���

∣∣∣(Dm+1,b
λ1,λ2,p

(a1, b1)f(z))
(j)
∣∣∣ 6

∣∣∣(Dm+1,b
λ1,λ2,p

(a1, b1)g(z))
(j)
∣∣∣ for |z| 6 r0,

� à'Ø�Û
	

6 / � �.� r0 = r0(p, γ, λ1, λ2, b, A,B)

 � ��/ � �71 ��� ����� � +-	�� 
 � 
98'���.	�	 � 	�� ��/ �:�4;*	 � � 
�	��

r3
∣∣∣∣γ(A−B) +

(
p+ λ2n+ b

λ1

)
B

∣∣∣∣−
[
p+ λ2n+ b

λ1
+ 2|B|

]
r2

−
[∣∣∣∣γ(A−B)−

(
p+ λ2n+ b

λ1

)
B

∣∣∣∣+ 2

]
r +

(
p+ λ2n+ b

λ1

)
= 0,

−1 6 B < A 6 1; λ2 > λ1 > 0; b ∈ N0; P ∈ N; γ ∈ C\{0}.

� à'Ø à�	

C
��576 � 2

g ∈ Sm,b,j
λ1,λ2,p

[a1, b1, A,B, γ]
O 2 � þ�6 4+2 � Hsý �(ÿ � Û�Ø � 	}Ý ��!Tþ �

1 +
1

γ

(
z(Dm,b

λ1 ,λ2,p
(a1, b1)g(z))

(j+1)

(Dm,b
λ1 ,λ2,p

(a1, b1)g(z))(j)
− p+ j

)
=

1 +Aw(z)

1 +Bw(z)
,

� à'Ø â�	
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	���
�� 5 *�� ����	���� 5

O !�2?ý32 γ ∈ C\{0} Ý j, p ∈ N
Ý
p > j

þ�65L
w
5 1�þ�6Tþ F M"� 5 � 576

U
O 5 ��!

w(0) = 0, |w(z)| < 1 (z ∈ U).
ðZý �(ÿ � à'Ø â�	}Ý O 2 4+2 �

z
(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)g(z)

)(j+1)

(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)g(z)

)(j) =
(p− j) + [γ(A−B) + (p− j)B]w(z)

1 +Bw(z)
.

� à'Ø �#	

ô M 6 � � 576 4 ��!Tþ �

z
(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z)

)(j+1)
=

(
p+ λ2n+ b

λ1

)(
Dm+1,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z)

)(j)

+

(
p− j −

(
p+ λ2n+ b

λ1

))(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z)

)(j)
,

� à'Ø ��	

þ�65L üNM ��5=ý�� /�2 �!H � à'Ø �#	 þ�65L � à'Ø ��	 O 2 4+2 �
∣∣∣(Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)g(z))

(j)
∣∣∣

6

p+λ2n+b
λ1

[1 + |B|z|](
p+λ2n+b

λ1

)
−
∣∣∣∣γ(A−B) +

(
p+λ2n+b

λ1

)
|B|
∣∣∣∣|z|

∣∣(Dm+1,n
λ1,λ2,p

g(z))(j)
∣∣. � à'Ø � 	

à020S�� Ý 1 576 � 2
(Dm,b

λ1 ,λ2,p
(a1, b1)f(z))

(j) 5 1Qÿ þ/R��(ý 5KJ�2>L�üNM
(Dm,b

λ1 ,λ2,p
(a1, b1)g(z))

(j) 576 ��!�2 / 6 5 �3L 5 1 �
U
Ý

��!�/�1ZHsý �(ÿ � Û�Ø â�	 O 2�!Tþ �+2
(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z)

)(j)
= ϕ(z)

(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)g(z)

)(j)
.

ñ05�� 2?ý32�6�� 5Ïþ � 576 4 5 � O 5 ��!Xý32�1�Q 2 � � � �
z

þ�65L ÿ / F � 5KQ F M�576 4 üNM
z O
2 4+2 �

z
(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z)

)(j+1)

= zϕ′(z)
(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)g(z)

)(j)
+ zϕ(z)

(
Dm,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)g(z)

)(j+1)
.

à�� O üNM /�1 576 4 � à'Ø ��	 576 ��!�27þ
ü ���+2 2>U�/Tþ � 5 ��6 Ý 5 �ZM�5 2 F L 1
(
Dm+1,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z)

)(j)

=
zϕ′(z)(Dm,b

λ1 ,λ2,p
(a1, b1)g(z))

(j)

p+λ2n+b
λ1

+ ϕ(z)(Dm+1,b
λ1 ,λ2,p

(a1, b1)g(z))
(j).

� à'Ø ��	

ã !�/�1 Ý üNM 6 � � 576 4 ��!Tþ �
ϕ ∈ Ω

1Fþ � 5 1 [ 2�1 ��!�2 576�2>U�/Tþ F 5 � M

|ϕ′(z)| 6 1− |ϕ(z)|2
1− |z|2 (z ∈ U),

� à'Ø ä�	

üNM /�1 576 4 � à'Ø � 	 þ�65L � à'Ø ä�	 576 � à'Ø ��	}Ý O 2 4+2 �
∣∣∣(Dm+1,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z))

(j)
∣∣∣

6


|ϕ(z)| + 1− |ϕ(z)|2

1− |z|2
|z|(1 + |B||z|)

(p+λ2n+b
λ1

)
−
∣∣∣γ(A−B) +

(p+λ2n+b
λ1

)
|B|
∣∣∣|z|


 ∣∣(Dm+1,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)g(z))

(j)
∣∣,

� à'Ø ��	
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|z| = r
þ�65L |ϕ(z)| = ρ (0 6 ρ 6 1)

F 2}þ�L 1 /�1 � � ��!�2 576�2>U�/Tþ F 5 � M
∣∣∣(Dm+1,b

λ1,λ2,p
(a1, b1)f(z))

(j)
∣∣∣

6
φ(ρ)

(1− r2)

[(
p+λ2n+b

λ1

)
−
∣∣∣∣γ(A−B) +

(
p+λ2n+b

λ1

)
B

∣∣∣∣r
]
∣∣∣(Dm+1,b

λ1,λ2,p
g(z))(j)

∣∣∣
� à'Ø�Û�í�	

O !�2?ý32

φ(ρ) = −r(1 + |B|r)ρ2 + (1− r2)

×
[(

p+ λ2n+ b

λ1

)
−
∣∣∣∣γ(A−B) +

(
p+ λ2n+ b

λ1

)
B

∣∣∣∣r
]
ρ+ r(1 + |B|r)

� à'Ø�Û�Û
	

�Fþ �+2�1 5 �31 ÿ þ/S 5=ÿ /Zÿ �Eþ F /�2 þ �
ρ = 1 O 5 ��! r0 = r0(p, γ, λ1, λ2, b, A,B).

ò02?ý32
r1(p, γ, λ1, λ2, b, A,B)

5 1 ��!�2 1�ÿ þ FKF 2�1��ZQ ��1 5 � 5 �+2#ý � � � �!H ��!�2 2>U�/Tþ � 5 ��6 � à'Ø à�	}Ø
ð /Zý���!�2?ý�ÿ��(ý32 Ý 5'H

0 6 ρ 6 r1(p, γ, λ1, λ2, b, A,B)
Ý ��!�2�6 ��!�2PH / 6 � � 5 ��6

ψ(ρ)
L 20[�6�2>L üNM

ψ(ρ) = −σ(1 + |B|σ)ρ2 + (1− σ2)

×
[(

p+ λ2n+ b

λ1

)
− |γ(A−B) +

(
p+ λ2n+ b

λ1

)
B|σ

]
ρ+ σ(1 + |B|σ)

� à'Ø�Û�à�	

5 1 132�2�6 � �uü 27þ�6
576 � ý32}þ�1 576 4WH / 6 � � 5 ��6 ��6 ��!�2 576��32?ý��Eþ F
0 6 ρ 6 1,

1 � ��!Tþ �

ψ(ρ) 6 ψ(1) = (1− σ2)

[(
p+ λ2n+ b

λ1

)
−
∣∣∣∣γ(A−B) +

(
p+ λ2n+ b

λ1

)
B

∣∣∣∣σ
]

0 6 ρ 6 1 (0 6 σ 6 r1(p, γ, λ1, λ2, b, A,B)).

� à'Ø�Û�â�	

ò02�6 � 2 /
Q ��6 132 ��� 576 4
ρ = 1

576 � à'Ø�Û�í�	 O 2 � ��6 �GF /5L 2 ��!Tþ � � à'Ø�Û
	 �!H#ã !�2 �(ý32?ÿ à'Ø�Û ! � F L 1 ��ý /�2 H �(ý
|z| 6 r1(p, γ, λ1, λ2, A,B) O

!�2?ý32
r1(p, γ, λ1, λ2, A,B)

5 1 ��!�2 1�ÿ þ FKF 2�1�� Q ��1 5 � 5 �+2#ý � � � �!H�2>U�/Tþ � 5 ��6
� à'Ø à�	}Ø

â�/���� 576 4
A = 1

þ�65L
B = −1

576 ã !�2 �(ý32?ÿ à'Ø�Û�Ý O 2�!Tþ �+2 ��!�2�H � FKF � O 576 4�ý32�1 / F � �
� AV�!A�� �E

��� � C @8C ()� �

f ∈ Ap
�*��� ��	�+,+-	��.� ��/ � �

g ∈ Sm,b,j
λ1,λ2,p

(a1, b1, γ).
0 �

(Dm
λ1,p

(a1, b1)f(z))
(j) 
 �21 �.34	�� 
�5��4� ���

(Dm
λ1,p

(a1, b1)g(z))
(j) 
��

U,
��/ ���

∣∣∣
(
Dm+1

λ1,p
(a1, b1)f(z)

)(j)∣∣∣ 6
∣∣∣
(
Dm+1

λ1,p
(a1, b1)g(z)

)(j)∣∣∣ for |z| 6 r0,
� à'Ø�Û��#	

6 / � �.�

r0 = r0(p, γ, λ1, λ2, b) =
k −

√
k2 − 4

(p+λ2n+b
λ1

)∣∣2γ − (p+λ2n+b
λ1

)
∣∣

2
∣∣2γ −

(p+λ2n+b
λ1

)∣∣ ,

k = 2 +

(
p+ λ2n+ b

λ1

)
+

∣∣∣∣2γ −
(
p+ λ2n+ b

λ1

)∣∣∣∣,

p ∈ N; γ, λ1 ∈ C\{0}, b ∈ N0, λ2 > 0

�*���
Sm,b,j
λ1,λ2,p

(a1, b1, γ)
�,� � � +-�4� 
!���)� ���.�:	��

Sm,b,j
λ1,λ2,p

[a1, b1, A,B, γ]
6 / ��� A = 1

�*���
B = −1.
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��2 ��� 576 4
p = 1

Ý
m = λ2 = b = 0

Ý
λ1 = 1

Ý
j = 0

Ý
r = 2

Ý
s = 1

Ý
a1 = b1

þ�65L
a2 = 1

576
ì �(ý � FKF þ
ý�M à'Ø�Û�Ý O 2 4+2 � ��!�2�H � FKF � O 576 4 � �(ý � FKF þ
ý�M �

� AV�!A�� �E

��� � C � C ()� �
f ∈ Ap

�*��� ��	�+,+-	��.� ��/ � �
g ∈ S(γ)

5)0 �
f(z)


 ��1 �.34	�� 
 �.�4� ���
g(z)


��
U
*

��/ ���

|f ′(z)| 6 |g′(z)| (|z| < r3),

6 / � �.�

r0 = r0(γ) =
3 + |2γ − 1| −

√
9 + 2|2γ − 1|+ |2γ − 1|2
2|2γ − 1| ,

6 / 
�� / 
 � ������	 6 � �.����	 � � 	 � � ��
����4� ��� � � � 
�� � ��� � � ��� 5 Ù�Û�â�Ü�Ø
ð �(ý

γ = 1
Ý ��!�2£ì �(ý � FKF þ
ý�M à'Ø à ý32>L / � 2�1 � � ��!�2�H � FKF � O 576 4 ý32�1 / F � �

� AV�!A�� �E

��� � C " C-()� �
f(z) ∈ Ap

�*��� ��	�+,+-	��.� ��/ � �
g ∈ S∗ = S∗(0).

0 �
f(z)


 �21 �.34	�� 
�5��4� ���

g(z)

��

U
* ��/ ���

|f ′(z)| 6 |g′(z)| (|z| 6 2−
√
3),

6 / 
�� / 
 � ������	 6 � �.����	 � � 	 � � ��
����4� ��� � � ��� �.� �,	��PÙ�Û���Ü�Ø
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 ?�"N�
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[§¼�Æ�¼�Ç8¼�¿zÁ�×HÀ�Ä'¼�Â	È	½ÚÓ2Î�ï�Î�Â	È	ÏÚÀ�È2À�Á�Î�Ê4× ¾2¿PÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÊáÈ2À�Ö#¿�Æ2Â	×HÊëÆ�¼�Â	Â	×HÊë¾	Ó	ÈæÈ	Å�Ã�Î�À�Á�Â	×6Ö
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Ã�¿�À�À�Áz¼�Â2¿zÃ�È	Á�ÌmÂ2Î�È	Å�Ã�Î�À�Á�Â	×HÎS¾	Ó8¼�Ã�×HÎJÇ8¼zÀ�Á�È�Ý	Ã�Ç8¼zÀ�Á�Â2¿�À�Á�È�Ý2¾2¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	×åÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½�À�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�¿zÃ#¼�Â	È	½
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FßÙ�Û��zÜ�ÝAÍ�Æ8Î�À�¿�ºzÓ8¼�Â	× ¾2¿zÇ	Á�È�Ã�À�Î�¿�À�Â2¿zÃ�Â	×HÎ�Â8¼�¾	Ó8¼�ÃzË8Î�Â	È	½ÉÁ�Î�¿zÓ	È	ÈÔ¿�ºzÓ8¼�Á�Â	×6ÖÉÈÉÂ2Î�Ä�¿zÓ	Ó2Î�Ä	Ázè
Â	×6ÖSÅ�¼�Æ�¼�Ç�ÝzÓ8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�Á�À�½�Áz¼�Ä	ð!Î�À�È2À�Á�Î�ÊT¼1Ë2È	Â2Î�Ï	Â	×6Ö!¿�ºz×1Ä	Â2¿zÃ�Î�Â	Â	×6ÖPÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×6Ö
Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	Ï�Ý2Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎJÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�ìJ¿zï!ÈÚÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ�¿z¾	È2À�×1Ã#¼zÎ�Áp¾	Ó2¿zÒ2Î�À�ÀJÖ'È2Ê4È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏéÄ	È	Â2Î�Á�È	Ä	È

dui
dt

= qi1u1(t) + qi2u2(t) + · · ·+ qinun(t),

ui(0) = qi, i = 1, 2, . . . , n,
Í�Æ8Î

ui(t)
Þ\Ä�¿zÂ	Ò2Î�Â	Á�Ó8¼�Ò	È	½

i
è Í�¿�Ã�Î�»�Î�À�Á�Ã#¼�ÃpÊ,¿�Ê,Î�Â	Á=Ã�Ó2Î�Ê,Î�Â	È

t
Ø

bJ¿�À�Á�¿�½'Â	Â	×HÎ�¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	×
qij

Ö�¼�Ó8¼�Ä	Á�Î�Ó	È	Å�Ñ�ñOÁ�Å�¼�Ã�È2À�È2Ê,¿�À�Á�ÌéÀ�Ä�¿zÓ2¿�À�Á�È�È	Å�Ê,Î�Â2Î�Â	È	½
ui(t)

¿zÁ
Ä�¿zÂ	Ò2Î�Â	Á�Ó8¼�Ò	È	Ï�Ã�Î�»�Î�À�Á�Ã2Ý2Ñ�Ç8¼zÀ�Á�Ã�Ñ�ñO»!È'ÖæÃ�¾	Ó2¿zÒ2Î�À�À�Î�Ø

baÓ#½	ÊT¼�½pÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼!ÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2È	Ó	Ñ�Î�Á�À�½mÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2Êç¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê �,¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2È	Á�Ì
ui(t)

Ý#Å�Â8¼�½=¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Ázè
Ó	×

qij
È
qi
Ã�Â8¼�Ç8¼�Ë2Ì�Â	×1Ï�Ê,¿�Ê,Î�Â	ÁpÃ�Ó2Î�Ê,Î�Â	È�Ø

GOºzÓ8¼�Á�Â8¼�½�Å�¼�Æ�¼�Ç8¼mÀ�Ã�¿�Æ2È	Á�À�½ÉÄéÂ8¼�Ö#¿�ð�Æ8Î�Â	È	ñß¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ
qij
¾2¿pÓ2Î�ï�Î�Â	È	ñ?À�È2À�Á�Î�Ê4×

ui(t)
Ý

Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÎPÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�Î�ÁmÂ8¼�Ç8¼�Ë2Ì�Â2¿�Ê4ÑÚÑ�À}Ë8¿zÃ�È	ñ
qi
Ø�[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý2Ç	Á�¿�È	Â2¿zÍ�Æ�¼

qi
Á�¿�ð!ÎSÂ2Î�È	Å�Ã�Î�À�Á�Â	×

È�È'ÖæÂ	Ñ�ð�Â2¿�¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2È	Á�ÌmÃ�Ê,Î�À�Á�ÎSÀ
qij
Ø

bJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	Ñ_Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â	×SÝ!Ñ�Ç8¼zÀ�Á�Ã�Ñ�ñO»!È2ÎgÃê¾	Ó2¿zÒ2Î�À�À�¼�ÖòÖ'È2Ê4È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏ Ä	È	Â2Î�Á�È	Ä	È�Ý!Ó8¼�Å�Â2¿�ÊT¼zÀ}è
ï!Áz¼zºzÂ	×SÝ	Ê4×WºzÑ�Æ8Î�ÊgÓ8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼�Á�Ì=À�È2À�Á�Î�Ê4×åÀOÊT¼�Ë2×HÊg¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿�Ê1Ý	¿z¾	È2À�×1Ã#¼�ñO»!È2ÎOÕ�Á�Èæ¾	Ó2¿�è
Ò2Î�À�À�×åÈ�¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË8Î�Â	Â	×HÎPÃ=Áz¼�Ä	È'ÖÚÓ8¼zº�¿zÁz¼�Ö§Ý	Ä'¼�ÄgÙ�Û ��ã'à�â�Ü�Ø

V4¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�Á�À�½êÀ�È	Â	Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â2¿ÉÃ�¿zÅ�Ê4Ñ�»�Î�Â	Â8¼�½áÀ�È2À�Á�Î�ÊT¼É¿�ºz×1Ä	Â2¿zÃ�Î�Â	Â	×6ÖëÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ìzè
Â	×6ÖÚÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	Ï

ẋ = f(x, y, t, ε),

εẏ = g(x, y, t, ε),
(1)

Í�Æ8Î
x ∈ R

m ÞjÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â	×HÎ�Ý
y ∈ R

n Þjºz×HÀ�Á�Ó	×HÎm¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×HÎ
� f
Ý
g
Þ Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿ÉÍ�Ë�¼�Æ2Ä	È2Î

ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�Ý
t ∈ R

Þ_¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â8¼�½§Ý�È2Ê,Î�ñO»�¼�½�À�Ê4×HÀ}Ë=Ã�Ó2Î�Ê,Î�Â	È�Ý
ẋ
Ý
ẏ
Þ_¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×HÎH¾2¿aÃ�Ó2Î�Ê,Î�Â	È�Ý

ε
Þ\¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×1ÏÉÊT¼�Ë2×1Ï�¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó�Ø
I�È2À�Á�Î�ÊT¼ÉÓ8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�Á�À�½üÃ�¿zÍ�Ó8¼�Â	È	Ç2Î�Â	Â2¿zÏüÃ�×1¾	Ñ�Ä'Ë8¿zÏóÈ	Â	Ã#¼�Ó	È8¼�Â	Á�Â2¿zÏü¾	Ó	È	Á�½'Í�È	Ã#¼�ñO»�Î�Ï

¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È
W ⊆ R

m × R
n.

@8C # &sq�*stOu��óù#r#·Tr#ús¶Ú· � *óö�¹sö�÷'¶�t �
(1)

baÓ#½	ÊT¼�½mÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼PÆ	Ë2½mÀ�È2À�Á�Î�Ê4×êÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖmÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	ÏÚÀOÊT¼�Ë2×HÊg¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿�Ê � Û
	
À�Ã�¿�Æ2È	Á�À�½�Ä�¿zÁ�×HÀ�Ä'¼�Â	È	ñY¾8¼�Ó	×_ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï

x(t)
Ý
y(t),

Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»!È'Ö�À�È2À�Á�Î�Ê,Î � Û
	}Ý2¾2¿=Â2Î�Ä�¿�è
Á�¿zÓ	×HÊáÈ2À�Ö#¿�Æ2Â	×HÊóÆ�¼�Â	Â	×HÊó¾	Ó	È�È	Å�Ã�Î�À�Á�Â	×6Ö�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½�Ö

f
Ý
g
Ø

FY¿�À�Â2¿zÃ�ÎpÓ2Î�ï�Î�Â	È	½ $�' "#�0�
� 6�������8#! Ë8Î�ð�È	ÁÉÊ,Î�Á�¿�ÆëÈ	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖëÊ4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	Ï�Ý,Ä�¿zÁ�¿�è
Ó	×1Ïm½'ÃzË2½	Î�Á�À�½mÑ�Æ8¿�ºzÂ	×HÊë¼�¾	¾8¼�Ó8¼�Á�¿�ÊgÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Â	È	½æÊ4Â2¿zÍ�¿�Ê,Î�Ó	Â	×6ÖæÀ�È	Â	Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â2¿!Ã�¿zÅ�Ê4Ñ�»�Î�Â	Â	×6Ö
À�È2À�Á�Î�ÊWÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖÉÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	Ï�Ý�¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½'ñO»!È2ÊW¾2¿zÂ	È	ð�¼�Á�Ì�Ó8¼�Å�Ê,Î�Ó	Â2¿�À�Á�Ì�À�È2À�Á�Î�Ê Ù�Û�Ý
à'Ý�â�Ü�Ø6baÓ	È	Ã�Î}Æ8Î�ÊüÂ2Î�¿�º�Ö#¿�Æ2È2Ê4×HÎ�À�Ã�Î}Æ8Î�Â	È	½�¿=Ê,Î�Á�¿�Æ8ÎPÈ	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×6Ö�Ê4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	Ï�Æ	Ë2½éÀ�È2À�Á�Î}è
Ê4× � Û
	}Ø

h�Ë�¼�Æ2Ä'¼�½é¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Ì
S
Ã
R
m ×R

n × R
Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ !�������&('#�  +���34� �0����&1���
� '#�
6�! � � À�È'è

À�Á�Î�Ê4× � Û
	}Ý6Î�À}Ë2ÈóË2ñaº�¼�½áÁ�Ó8¼zÎ�Ä	Á�¿zÓ	È	½üÕ�Á�¿zÏüÀ�È2À�Á�Î�Ê4×SÝ6È2Ê,Î�ñO»�¼�½áÖ#¿zÁ�½óºz× ¿�Æ2Â	Ñá¿�ºz»!Ñ�ñ Á�¿zÇ'è
Ä	Ñ_À

S
Ý!Ò2Î}Ë2È	Ä�¿�Ê ¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	Áå¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È

S
Ø ô!¿zÓ2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿	Ý=Î�À}Ë2È ¾	Ó	È

t = t0
Á�¿zÇ	Ä'¼

(x(t0), y(t0), t0) ∈ S
Ý'Á�¿�Á�Ó8¼zÎ�Ä	Á�¿zÓ	È	½

(x(t), y(t), t)
Ò2Î}Ë2È	Ä�¿�Êó¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	Á

S
Ø

�OÓ8¼�Ã�Â2Î�Â	È2Î
ẋ = f(x, y, t, ε)

Ã�À�È2À�Á�Î�Ê,Î � Û
	TÂ8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ �����  �������
� $�������!������ �0�
�ÚÝ	¼SÑ�Ó8¼�Ãzè
Â2Î�Â	È2Î

εẏ = g(x, y, t, ε)
Þ ��3 ��� ';�
� $�������!������ �0�
�ßÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	}Ø,RTÀ}Ë2ÈÚÃ � Û
	T¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Ì

ε = 0
Ý

¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê $�� ';��� ����, � ��,óÈ'Ë2È � 3;';��� �������
��,óÀ�È2À�Á�Î�Ê4Ñ

ẋ = f(x, y, t, 0), (2)

0 = g(x, y, t, 0). (3)
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�OÓ8¼�Ã�Â2Î�Â	È2Î
g(x, y, t, 0) = 0

Å�¼�Æ�¼zÎ�Á:�����  �����
��,.$�� � � '�< ��������+#Ø � Á�¿�Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È2ÎJÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏ
¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È�Ê,¿�ð!Î�Á�È2Ê,Î�Á�Ì�¿�Æ2Â2¿PÈ'Ë2ÈmÂ2Î�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä�¿�Ó2Î�ï�Î�Â	È	Ï�Ý�Ä'¼�ð�Æ8¿�ÎOÈ	ÅOÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6ÖmÅ�¼�Æ�¼zÎ�Á  !����
�����  �������
� $�� � � '�< ��������!8Ø

Gd¾	È	ï�Î�Êi¾2¿�Æ2Ó2¿�ºzÂ2Î�Î�Ø bJ¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Ì2ÝéÅ�¼�Æ�¼�Ã#¼zÎ�ÊT¼�½ûÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È2Î�Ê � â�	}Ý�Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ �����
�

 �������
� $�� � � '�< ��������+�,HØ F6¿zÅ�Ì�Ê,Î�Ê Ä'¼�Ä�¿�Î}è Â	È2ºzÑ�Æ2Ì Ó2Î�ï�Î�Â	È2Î
x(t0)

Ý
y(t0)

Ý
t0

Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½
g(x, y, t, 0) = 0

Ý�Á�Ø�Î�Ø�Ã�×Hº�Î�Ó2Î�Ê Á�¿zÇ	Ä	Ñ
(x(t0), y(t0), t0)

Â8¼æÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏç¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È
Γ
Ø�RTÀ}Ë2È

det
(∂g
∂y (x(t0), y(t0), t0, 0)

)
6= 0

Ý§Á�¿mÃæÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏg¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�È
V0
Á�¿zÇ	Ä	È

(x(t0), t0) ∈ D1 × R
Ý

D1 ⊂ R
m Ý�À�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Ñ�Î�Á�¾2¿ÚÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,Î=¿æÂ2Î�½'Ã�Â2¿zÏçÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ÈüÙ à��zÜTÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ'è�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½ y = h0(x, t)

Ý
y0 = h0(x0, t0)

Ý
y ∈ D2 ⊂ R

n ÝéÄ�¿zÁ�¿zÓ8¼�½ ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½ûÓ2Î�ï�Î�Â	È2Î�Ê Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � â�	}Ý�Á�ØpÎ�Ø
g(x, h0(x, t), t, 0) = 0

¾	Ó	ÈáÃ�À�Î}Ö
(x, t) ∈ V0

ØgbJÎ�Ó2Î�À�Î�Ç2Î�Â	È2ÎÚ¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È
Γ
Àm¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Ì�ñ

det
(∂g
∂y (x(t), y(t), t, 0)

)
= 0

½'ÃzË2½	Î�Á�À�½é¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Ì�ñ � Ä	Ó	È	Ã�¿zÏ;	
Γ1
Â8¼=Î}Æ2È	Â	È	Ò	ÑéÊ,Î�Â	Ì�ï�Î�Ï�Ó8¼�Å�è

Ê,Î�Ó	Â2¿�À�Á�È�Ý�Ç2Î�Ê
Γ
ØóGdÂ8¼�Æ8Î}Ë2È	ÁçÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â	Ñ�ñ ¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�ÌçÂ8¼�Ç8¼zÀ�Á�È�Ý�Ã�Ä'¼�ð�Æ8¿zÏóÈ	Å�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö

det
(∂g
∂y (x(t), y(t), t, 0)

) Â2Î!Ê,Î�Â	½	Î�ÁmÅ�Â8¼�Ä'¼'ØaìS¼�ð�Æ2Ñ�ñ È	Å!Õ�Á�È'ÖéÇ8¼zÀ�Á�Î�Ï�Â8¼�Å�×1Ã#¼�ñOÁ  !�������� �����
�

 �������
� $�� � � '�< ��������!8Ø
�0!�����3 !�������&('#�  +�����&1���0����&1���
� '#�
6�!#" �����  ������3 < � � ! �.����!
� � È'Ë2ÈòÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÍ�¿óÈ	Â	Á�Î}è

Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿çÊ4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	½ 	�½'ÃzË2½'ñOÁ�À�½óÑ�Á�¿zÇ	Â2Î�Â	È2Î�ÊY¾	Ó	ÈóÑ�Ç2Î�Á�Î�ÊT¼�Ë8¿zÍ�¿Ô¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼
ε
Ë2È2À�Á�¿zÃ

Ê,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏ�¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�ÈÉÈ�¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼�ñOÁ�À�½éÈ	ÅSÂ	È'ÖéÀJ¾2¿�Ê,¿z»!Ì�ñ?¼zÀ�È2Ê4¾	Á�¿zÁ�È	Ç2Î�À�Ä�¿zÍ�¿æÓ8¼�Å�Ë8¿�ð!Î�Â	È	½
¾2¿�À�Á�Î�¾2Î�Â	½	Ê

ε
�

h(x, t, ε) = h0(x, t) + εh1(x, t) + · · · + εkhk(x, t) + . . . , (4)

Í�Æ8ÎHÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×êÓ8¼�Å�Ë8¿�ð!Î�Â	È	½
hk(x, t)

¾2¿�Æ8À�Ç	È	Á�×1Ã#¼�ñOÁ�À�½æ¾2¿SÓ2Î�Ä	Ñ�Ó	Ó2Î�Â	Á�Â2¿zÏæÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë8Î�Ý�¾	Ó	È'è
Ã�Î}Æ8Î�Â	Â2¿zÏ�Ý2Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý2Ã�Ù ��Ü�Ý

hk = −B−1
[
g(k) − ∂hk−1

∂t −
k−1∑
p=0

∂hp

∂x f
(k−1−p)

]
,

B = det
(∂g
∂y (x, h0(x, t), t, 0)

)
6= 0.

(5)

I�Ó2Î}Æ2È�È	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×6Ö�Ê4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	ÏpÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	§Â8¼zÀ�È	Â	Á�Î�Ó2Î�À�Ñ�ñOÁ
m
è�Ê,Î�Ó	Â	×HÎ�È	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ìzè

Â	×HÎ�Ê4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	½ � Ó8¼�Å�Ê,Î�Ó	Â2¿�À�Á�ÌéÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â	×6Ö�¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×6Ö 	}Ý§Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÎ�¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�Ã�È2Ê4×?ÃæÃ�È'Æ8Î
Í�Ó8¼zÐJÈ	Ä'¼�Ã�Î�Ä	Á�¿zÓ'è�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

y = h(x, t, ε)
Ø

F�×1¾2¿�Ë2Â	½	Î�Á�À�½éÀ�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È2Î

lim
ε→0

h(x, t, ε) = h0(x, t),

Í�Æ8Î
h0(x, t)

Þ ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½§Ý'Í�Ó8¼zÐJÈ	ÄÚÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏé½'ÃzË2½	Î�Á�À�½ÚË2È2À�Á�¿�ÊóÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏé¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È�Ø
baÓ	ÈpÀ�Á�Ó2Î�ÊsË8Î�Â	È	ÈmÊT¼�Ë8¿zÍ�¿J¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼

ε
Ä�Â	Ñ�Ë2ñêÁ�Ó8¼zÎ�Ä	Á�¿zÓ	È	ÈpÈ2À�Ö#¿�Æ2Â2¿zÏmÀ�È2À�Á�Î�Ê4×üÀ�Á�Ó2Î�Ê4½'Á�À�½

ÄÚÁ�Ó8¼zÎ�Ä	Á�¿zÓ	È	½	ÊóÃ�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿zÏÉÀ�È2À�Á�Î�Ê4×SØ
GOÀ�Â2¿zÃ�Â8¼�½ÔÈ'Æ8Î�½çÊ,Î�Á�¿�Æ�¼ÚÈ	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖgÊ4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	ÏëÀ�¿�À�Á�¿zÈ	Á�ÃéÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Ê1Ømfé×?À�Ã�¿�è

Æ2È2ÊcÄ'¼�Ç2Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×1Ï ¼�Â8¼�Ë2È	Å�¾2¿�Ë2Â2¿zÏóÀ�È2À�Á�Î�Ê4×ûÄü¼�Â8¼�Ë2È	Å�ÑëÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â	×6Öá¾2¿�Æ8À�È2À�Á�Î�ÊYÂ8¼éË2È2À�Áz¼�Ö
È	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿mÊ4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	½§Ø

I�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿pÊ,Î�Á�¿�Æ2ÑÚÈ	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖéÊ4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	Ï�Ê4× Æ8¿�Ë2ð�Â	×_À�Æ8Î}Ë�¼�Á�ÌmÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Î��
Û
	�È2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�ÌáÀ�Á�Ó2¿�Î�Â	È2ÎÉÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏW¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È�ÝHÁ�Ø�Î�ØåÂ8¼�Ï	Á�ÈêÄ�¿�Ë2È	Ç2Î�À�Á�Ã�¿ëÈWÐS¿zÓ2Ê4Ñ

Ë2È2À�Á�¿zÃ
�à�	�Â8¼�Ï	Á�È�Í�Ó8¼�Â	È	Ò	× Ë2È2À�Á�¿zÃ

�â�	�¾	Ó2¿zÃ�Î�Ó	È	Á�Ì�Ö�¼�Ó8¼�Ä	Á�Î�ÓéÑ�À�Á�¿zÏ	Ç	È	Ã�¿�À�Á�ÈéË2È2À�Á�¿zÃ
��#	�¾	Ó2¿zÃ�Î�À�Á�ÈPÄ'¼�Ç2Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×1Ï�¼�Â8¼�Ë2È	Å�Ê,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â	×6ÖS¾2¿�Æ8À�È2À�Á�Î�Ê�Â8¼6Ñ�À�Á�¿zÏ	Ç	È	Ã�×6ÖJË2È2À�Áz¼�Ö � Ã1Ç8¼zÀ�Ázè

Â2¿�À�Á�È�Ý'Â8¼�Ï	Á�ÈÚÀ�Áz¼�Ò	È2¿zÂ8¼�Ó	×SÝ2È'ÖpÄ'Ë�¼zÀ�À�È2ÐJÈ	Ä'¼�Ò	È	ñ
�
¿�À�¿�ºz×1ÏÚÈ	Â	Á�Î�Ó2Î�ÀaÃ�×1Å�×1Ã#¼�ñOÁ�Ä�¿�Ë8Î�º�¼�Â	È	½ÚÓ8¼�Å�è

Ë2È	Ç	Â	×6ÖÚÁ�È	¾2¿zÃ=ÈÚÓ2Î�ï�Î�Â	È	½�è Ñ�Á�Ä	È;	
�
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��	�¾	Ó2¿zÃ�Î�À�Á�ÈÉ¼�Â8¼�Ë2È	ÅPÀ�È2À�Á�Î�Ê4×òÃ�Ò2Î}Ë8¿�Ê1Ø
NS¼�Ö#¿�ð�Æ8Î�Â	È2Î�Ó2Î�ï�Î�Â	È	½�À�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	HÀ�Ã�¿�Æ2È	Á�À�½ÉÄÉ¿zÁ�×HÀ�Ä'¼�Â	È	ñßÓ2Î�ï�Î�Â	È	½éÃ�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿zÏçÀ�È'è

À�Á�Î�Ê4× � à�	îã � â�	}Ý§¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê,¿zÏÔÈ	Å�È2À�Ö#¿�Æ2Â2¿zÏ�ÝsÎ�À}Ë2È�¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó
ε
ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ë2Ì�Â2¿æ¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Ì�Ó8¼�Ã�Â	×HÊ

Â	Ñ�Ë2ñ�Ø � Á�¿zÁÚÐP¼�Ä	ÁæÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�ÁæÈ	Å�Ó8¼zº�¿zÁÚL!Ø�N�ØAK6È'Ö#¿zÂ2¿zÃ#¼ÉÙ �2Ý ��Ü�ÝAÃmÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö�Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â	× Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×
¿é¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2Ì�Â2¿�Ê_¾2Î�Ó2Î}Ö#¿�Æ8ÎæÄgÓ2Î�ï�Î�Â	È	ñûÃ�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿zÏáÅ�¼�Æ�¼�Ç	Èë¾	Ó	ÈëÀ�Á�Ó2Î�ÊsË8Î�Â	È	ÈóÊT¼�Ë8¿zÍ�¿�¾8¼�Ó8¼�è
Ê,Î�Á�Ó8¼ÚÄÔÂ	Ñ�Ë2ñ�ØpbaÓ8¼�Ã�×HÎpÇ8¼zÀ�Á�ÈçÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	O½'ÃzË2½'ñOÁ�À�½�Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿éÍ�Ë�¼�Æ2Ä	È2Ê4ÈëÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½	Ê4È�Ý
¾2¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑPÑ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñOÁaÁ�Ó2Î�ºzÑ�Î�Ê4×HÊÉÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê1ÝzÃOÇ8¼zÀ�Á�Â2¿�À�Á�È�Ý�¿�º�Î�À�¾2Î�Ç	È	Ã#¼�ñOÁSÎ}Æ2È	Â2À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�À�Á�Ì
Ó2Î�ï�Î�Â	È	½§Ø

baÓ	È=È2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�¿zÃ#¼�Â	È	ÈæÊ,Î�Á�¿�Æ�¼JÈ	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖpÊ4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	Ï=Æ	Ë2½�Ó2Î�ï�Î�Â	È	½�Ä�¿zÂ	Ä	Ó2Î�Á�Â	×6Ö=Å�¼�è
Æ�¼�Ç�Ò2Î�Â	Á�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×HÊçÀ�Áz¼�Â2¿zÃ�È	Á�À�½=Ã�¿z¾	Ó2¿�À1¿OÃ�×1Ç	È2À}Ë8Î�Â	È	ÈmÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

h(x, t, ε)
Ý#¿z¾	È2À�×1Ã#¼�ñO»�Î�ÏpÊ4Â2¿�è

Í�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È2Î�ØóìS¼�Äó¾	Ó8¼�Ã�È'Ë8¿	Ý�Á�¿zÇ	Â2¿�ÎÚÃ�×1Ç	È2À}Ë8Î�Â	È2Î�Â2Îæ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½óÃ�¿zÅ�Ê,¿�ð�Â	×HÊYÈáÈ2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�ñOÁ�À�½
Ó8¼�Å�Ë2È	Ç	Â	×HÎ=Ã�È'Æ2× ¾	Ó	È2º�Ë2È	ð!Î�Â	Â	×6ÖÔÃ�×1Ç	È2À}Ë8Î�Â	È	Ï�Ø=fé×YºzÑ�Æ8Î�ÊWÈ2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�¿zÃ#¼�Á�Ì�Æ	Ë2½É¾	Ó	È2º�Ë2È	ð!Î�Â'è
Â2¿zÍ�¿ëÃ�×1Ç	È2À}Ë8Î�Â	È	½_¼zÀ�È2Ê4¾	Á�¿zÁ�È	Ç2Î�À�Ä�¿�ÎçÓ8¼�Å�Ë8¿�ð!Î�Â	È2ÎçÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

h(x, t, ε)
¾2¿áÀ�Á�Î�¾2Î�Â	½	Ê ÊT¼�Ë8¿zÍ�¿

¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó8¼'Ý2¾	Ó	È	Ã�Î}Æ8Î�Â	Â2¿�ÎPÃ=ÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë�¼�Ö � �#	}Ý � ��	}Ø
I�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�¿zÃ#¼�Â	È2ÎÉÈ	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿áÊ4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	½ ºz×6Ë8¿ÔÆ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿ëÃêÙ â'Ý ��Ü�ØcbaÓ	È	Ã�Î}Æ8Î�Ê\À�¿�è

¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»!Ñ�ñ Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4ÑêÈ À�ÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2È	Ó	Ñ�Î�Ê ¾2¿�À�Áz¼�Â2¿zÃ�Ä	ÑW¾	Ó#½	Ê,¿zÏåÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�Ø � [§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1ÝaÇ	Á�¿
Á�Î�Ó2Ê4È	Â � ¾	Ó#½	ÊT¼�½ �óÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼ë¿�ºz×1Ç	Â2¿ëÑ�¾2¿zÁ�Ó2Î�º�Ë2½	Î�Á�À�½ ÃgÄ�¿zÂ	Á�Î�Ä�À�Á�ÎçÀ � ¿�ºzÓ8¼�Á�Â2¿zÏ��áÅ�¼�Æ�¼�Ç2Î�Ï�ÝJ¼
Ãp¿�À�Áz¼�Ë2Ì�Â	×6ÖéÀ}Ë2Ñ�Ç8¼�½�ÖæÍ�¿zÃ�¿zÓ#½'Áp¾	Ó2¿�À�Á�¿ � Å�¼�Æ�¼�Ç8¼ ��Ø 	

õÚu8ö�÷�r	¸su8v8ø§r�&sq�*stOu��óù#r#·Tr#ús¹�C1baÑ�À�Á�Ì�Æ	Ë2½�À�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	�Ã�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â	×òÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½ �
ä Ø �OÓ8¼�Ã�Â2Î�Â	È2Î

g(x, y, t, 0) = 0
È2Ê,Î�Î�Á�È	Å�¿�Ë2È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿�Î�Ó2Î�ï�Î�Â	È2Î

y = h0(x, t)
¾	Ó	È

t ∈ R
Ý

x ∈ R
m Ø

ä�ä Ø�Fç¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È
Ω0 =

{
(x, y, t, ε) : x ∈ R

m, ‖y−h0(x, t)‖ < ρ, t ∈ R, 0 6 ε 6 ε0

} ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
f
Ý
g
È
h0
Ó8¼�Ã�Â2¿�Ê,Î�Ó	Â2¿�Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	× Èë¿zÍ�Ó8¼�Â	È	Ç2Î�Â	× Ã�Ê,Î�À�Á�ÎmÀpÇ8¼zÀ�Á�Â	×HÊ4Èá¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×HÊ4Èá¾2¿

¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×HÊóÆ8¿
(k + 2)

è Í�¿�¾2¿zÓ#½�Æ2Ä'¼=Ã�Ä'Ë2ñOÇ	È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿ �
k > 0

	}Ø
ä�ä�ä Ø�I�¿�º�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÎ�Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½

λi(x, t)
�
i = 1, . . . , n

	HÊT¼�Á�Ó	È	Ò	× ∂g
∂y (x, h0(x, t), t, 0)

¾2¿�Æ2Ç	È	Â	½�è
ñOÁ�À�½ÚÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�Ñ

Reλi(x, t) 6 −2γ < 0
Ø

K6Ó2Î�ºzÑ�Î�Á�À�½�¾2¿!Å�¼�Æ�¼�Â	Â	×HÊóÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½	Ê
f(x, y, t, ε)

Ý
g(x, y, t, ε)

Ã�¾	Ó8¼�Ã�¿zÏÚÇ8¼zÀ�Á�È�À�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	
Â8¼�Ï	Á�È

x(t)
Ý
y(t)

Ã=¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È
Ω0
Ø

��¶#u8qs¶�tOrAC �  2�����S
�/10 - �	$����P��� �! 2��� - 
���� ä 9 ä�ä�ä 5'+�-�� ���P�� ��p������
� 2���S����� - �
ε1 (0 < ε1 6 ε0)

*
��� - �����á�	���P� -��z-

ε ∈ (0, ε1]
���A���������

(1)
�2���������	$A��� � "�������$ - �Ú�4$ -��z-�- �}"���
��A�Ú�������A��$	$	/ �

��
��	�=��$	�	�
y = h(x, t, ε)

* ��
��	�=��$	�A�O0 - � - � - " - �M - 0	�A��/1
�������� �æ #"���
�$A��$	�A���

ẋ = f(x, h(x, t, ε), t, ε). (6)

�6���	�
x(t) � "M���p��$	�A� � � -��z-  #"���
�$A��$	��� * � - 0���"��

x(t)
*
y(t)

*
� �M�
y(t) = h(x, t, ε)

* �'
���������� �
"M���p��$	�A���ó�A� � - ��$ - �Ô���A�������4/

(1)
* � 5 � 5 0���"��

x(t)
*
y(t)

�������!"M���p��$	�A�d0#"��	� - ��
��������z� 5
F?Ä'¼�Ç2Î�À�Á�Ã�ÎÚ¾	Ó	È2Ê,Î�Ó2¿zÃÔ¾	Ó#½	Ê,¿zÏáÅ�¼�Æ�¼�Ç	Èóºz×6Ë2ÈáÓ8¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó2Î�Â	× Æ2Ã�ÎæÊ,¿�Æ8Î}Ë2ÈáÈ	ÅæÖ'È2Ê4È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏ

Ä	È	Â2Î�Á�È	Ä	È�Ø
ä Ø�� ����� �0����!�8=��� 	��5" �0�����  +�')� � 	���� '#� !���� �  +�����&1��� ����*�����!#"8Ø
V4¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�Á�À�½áÀ�È2À�Á�Î�ÊT¼é¿�ºz×1Ä	Â2¿zÃ�Î�Â	Â	×6ÖÔÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×6Ö�Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	Ï�Ý4¿z¾	È2À�×1Ã#¼�ñdè

»�¼�½ÚºzÈ2Ê,¿�Ë8Î�Ä	Ñ�Ë2½'Ó	Â	Ñ�ñ Ó2Î�¼�Ä	Ò	È	ñcÂ8¼!¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È�Ä'¼�Áz¼�Ë2È	Å�¼�Á�¿zÓ8¼

ẋ1 = a− x1 − α[ω1 + (ω3 − ω1 − ω2)x1],

ẋ2 = b− x2 − α[ω2 + ω4 + (ω3 − ω1 − ω2)x2],

ẏ1 = β(2ω1 − ω3 − ω4), ẏ2 = β(ω2 − ω3),

(7)

Í�Æ8Î
ω1 = κ1x1(1−y1−y2)2−κ−1y

2
1

Ý
ω2 = κ2x2(1−y1−y2)−κ−2y2

Ý
ω3 = y1y2

Ý
ω4 = κ4x2y1

Þ
¿�º�Î�Å�Ó8¼�Å�Ê,Î�Ó2Î�Â	Â	×HÎ!À�Ä�¿zÓ2¿�À�Á�È�Ç2Î�Á�×1Ó2Î}Ö�À�Áz¼�Æ2È	ÏéÓ2Î�¼�Ä	Ò	È	È�Ø



� "��	��� �Ú� - �}"�����$�� ��
��������z�æ�����É���	$ �  �����"�$ - �����A�������4/ �#â

GOº�Ë�¼zÀ�Á�Ì�ñcÈ	Å�Ê,Î�Â2Î�Â	È	½�¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×6Ö�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿

W =
{
(x1, x2, y1, y2) : 0 6 x1 6 a, 0 6 x2 6 b, 0 6 y1, 0 6 y2, y1 + y2 6 1

}
.

I�È2À�Á�Î�ÊT¼ � ��	�È	Å�Ñ�Ç8¼�Ë�¼zÀ�ÌpÃ�Ù � Ý ��Ü�Ø
I�Ä�¿zÓ2¿�À�Á�Ì�Ó2Î�¼�Ä	Ò	È	ÈpÂ8¼J¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�ÈæÄ'¼�Áz¼�Ë2È	Å�¼�Á�¿zÓ8¼�À�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿SÃ�×1ï�Î�Ý#Ç2Î�ÊçÀ�Ä�¿zÓ2¿�À�Á�È�¼�Æ	è

À�¿zÓ2ºzÒ	È	È�ØTbaÓ2Î}Æ2¾2¿�Ë�¼�Í�¼zÎ�Á�À�½§Ý�Ç	Á�¿�¿�À�Â2¿zÃ�Â	×HÊüÊ,Î}Ö�¼�Â	È	Å�Ê,¿�ÊóÓ2Î�¼�Ä	Ò	È	È�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½é¼�Æ8À�¿zÓ2ºzÒ	È2¿zÂ	Â	×1Ï�Ý
¼ÉÑ�Æ�¼�Ó	Â	×1ÏüÊ,Î}Ö�¼�Â	È	Å�Ê?Ñ�Ç	È	Á�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½óÄ'¼�ÄóÆ8¿z¾2¿�Ë2Â	È	Á�Î}Ë2Ì�Â	×1Ï�ØWbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑóÊ4×ûÈ2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�Î�Ê?¾	Ó	È
¼�Â8¼�Ë2È	Å�ÎPÊ,¿�Æ8Î}Ë2ÈÉÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!Ñ�ñ_È2Î�Ó8¼�Ó�Ö'È	ñ ¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ��

κ−2,κ−1,κ4 � κ1,κ2 � 1.
ìJ¿zÂ2À�Áz¼�Â'è

Á�×cÆ8Î�À�¿zÓ2ºzÒ	È	Èç¾	Ó2Î}Æ2¾2¿�Ë�¼�Í�¼�ñOÁ�À�½gÊT¼�Ë2×HÊ4ÈçÀ�Ó8¼�Ã�Â	È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿éÀ�Ä�¿zÂ2À�Áz¼�Â	Áz¼zÊ4Èó¼�Æ8À�¿zÓ2ºzÒ	È	È�Ø=ìaÓ2¿�Ê,Î
Á�¿zÍ�¿	Ý

α� β
È
ε = 1/β � κ−2,κ−1,κ4.ä�ä Ø � ����� �0����!�8=��� 	��5" �0�����  + 	������  !���!�8=��� 	��
�7')� � 	 ��!�! �
	�!��  ����!#"8Ø

V4¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�Á�À�½ëÆ8Î�Áz¼�Ë2Ì�Â	×1ÏóÊ,Î}Ö�¼�Â	È	Å�Ê_Ó2Î�¼�Ä	Ò	È	È ì�ß
+

ß
2
Â8¼�È	Ó	È'Æ2È	È�Ø�ìaÈ	Â2Î�Á�È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏ

À�Ö#Î�Ê,ÎpÕ�Á�¿zÏgÓ2Î�¼�Ä	Ò	È	ÈëÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�Î�Á�À�È2À�Á�Î�ÊT¼ÚÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖçÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	ÏëÀpº�Î�Å�Ó8¼�Å�Ê,Î�Ó'è
Â	×HÊ4È�¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×HÊ4È

ẋ1 = 2b1x
2
7 − b2x6x1 − b8x1x2,

ẋ2 = b4x7 − b5x2 − b8x1x2 − b9x2x3 − b12x2x4,

ẋ3 = b2x6x1 − 2b3x
2
3 − b6x3 + b7x5 − b9x2x3 + 2b10x4x5 + b12x2x4,

ẋ4 = 2b3x
2
3 − b10x4x5 − b12x2x4,

ẋ5 = b6x3 − b7x5 − b10x4x5 − b11x5,

(8)

Í�Æ8Î
x6 = 1− x3 − x4 − x5

Ý
x7 = 1− x1 − x2 − x3 − x4 − x5.I�È2À�Á�Î�ÊT¼ � ä�	6È2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Ë�¼zÀ�ÌæÃéÙ ä'Ý�Û ��ÝMÛ�ä�Ü�Ø6Ks¼zÊóð!ÎS¾	Ó	È	Ã�Î}Æ8Î�Â	×_Ã�×1Ó8¼�ð!Î�Â	È	½�Æ	Ë2½ÚÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ'è

Ò	È2Î�Â	Á�¿zÃ
bi (i = 1, 2, . . . , 12).

GOº�Ë�¼zÀ�Á�Ì�ñcÈ	Å�Ê,Î�Â2Î�Â	È	½�¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×6Ö�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿

W =

{
(x1, . . . , x5) : 0 6 xi 6 1,

5∑

j=1

xj 6 1, i = 1, . . . , 5

}
.

baÓ	È�¼�Â8¼�Ë2È	Å�ÎSÊ,¿�Æ8Î}Ë2ÈéÈ2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�Î�ÊüÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!Ñ�ñ_È2Î�Ó8¼�Ó�Ö'È	ñc¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó2¿zÃ��

b10 > b8 � b7 > b1, b2, b3, b4, b6, b11, b12 � b5, b9.

F Ù�Û5��ÜsÁz¼�Ä	ð!Î!¾	Ó2¿zÃ�Î}Æ8Î�Â�¾2¿�Æ2Ó2¿�ºzÂ	×1ÏÔ¼�Â8¼�Ë2È	Å!À�È2À�Á�Î�Ê � ��	6È � ä�	1ÀS¾	Ó	È2Ê,Î�Â2Î�Â	È2Î�ÊWÊ,Î�Á�¿�Æ�¼=È	Â'è
Á�Î�Í�Ó8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖáÊ4Â2¿zÍ�¿�¿�ºzÓ8¼�Å�È	Ï�Ý�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×1Ïó¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�ÁÔ¾	Ó2¿zÃ�Î�À�Á�ÈóÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Â	È2Î�À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿�ï�¼�Í�¼zÊ1Ý
¿z¾	È2À�¼�Â	Â	×HÊgÓ8¼�Â2Î�Î�Ø,FáÓ8¼zº�¿zÁz¼�Ö�Ù à�í�ã'à�â�ÜAÁz¼�Ämð!ÎdÓ8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼�Ë2È2À�Ì=À�È2À�Á�Î�Ê4× ÀdÊT¼�Ë2×HÊç¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Ázè
Ó2¿�Ê1Ý	Ã�Ç8¼zÀ�Á�Â2¿�À�Á�È�Ý2ÃéÙ à�í�ã'à�à�Ü�Þ À�È2À�Á�Î�Ê4×SÝ8¿z¾	È2À�×1Ã#¼�ñO»!È2ÎJÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�Ö'È2Ê4È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏéÄ	È	Â2Î�Á�È	Ä	È�Ø

� C	#�o8qsr	÷'¸sr
*óù#r#·Tr#úsr�· � *óö�¹sö�÷'¶�t �

PJÎ}Ë2Ì�ñ Æ�¼�Ë2Ì�Â2Î�Ï	ï!È'ÖáÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Â	È	Ïê½'ÃzË2½'ñOÁ�À�½á¾2¿�À�Áz¼�Â2¿zÃ�Ä'¼çÈü¼�Â8¼�Ë2È	ÅéÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�Ý1¿�ºzÓ8¼�Á�Â2¿zÏ
Ä�Å�¼�Æ�¼�Ç2Î�Ý�¾2¿�À�Áz¼�ÃzË8Î�Â	Â2¿zÏçÃÚ¾	Ó2Î}Æ2×6Æ2Ñ�»�Î�Ê ¾	Ñ�Â	Ä	Á�Î!Æ	Ë2½�À�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	}ØS]SË2½ÉÑ�¾	Ó2¿z»�Î�Â	È	½ÉÈ2À�À}Ë8Î}è
Æ8¿zÃ#¼�Â	È	½�¿�ºzÓ8¼�Á�Â2¿zÏéÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�Æ	Ë2½ÚÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	�Ã�Ã�Î}Æ8Î�Â	×òÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2ÎS¿zÍ�Ó8¼�Â	È	Ç2Î�Â	È	½ �

Û
	�Ó8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�Á�À�½�¿�ºzÓ8¼�Á�Â8¼�½SÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼1Æ	Ë2½SÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	A¾	Ó	È
ε = 0

Ý�Á�Ø�Î�Ø§Æ	Ë2½JÃ�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿zÏ
À�È2À�Á�Î�Ê4× � à�	

�à�	�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
f
ÃÔ¾	Ó8¼�Ã�¿zÏüÇ8¼zÀ�Á�ÈêÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏê¾2¿�Æ8À�È2À�Á�Î�Ê4× À�È2À�Á�Î�Ê4× � Û
	!Å�¼�Æ�¼zÎ�Á�À�½üÃÔÃ�È'Æ8Î

Ê4Â2¿zÍ�¿zÇ'Ë8Î�Â8¼
p
è Ï À�Á�Î�¾2Î�Â	È

f =
∑

i+j6p bijx
iyj
ÝHÁz¼�ÄåÄ'¼�Ä ÃëÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼�ÖêÖ'È2Ê4È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏòÄ	È	Â2Î�Á�È	Ä	È

¾	Ó8¼�Ã�×HÎÉÇ8¼zÀ�Á�ÈåÀ�È2À�Á�Î�Ê4× Ç8¼zÀ�Á�¿ë½'ÃzË2½'ñOÁ�À�½W¾2¿�Ë2È	Â2¿�ÊT¼zÊ4È�ÝJº�¿�Ë8Î�ÎÉÁ�¿zÍ�¿ëºzÑ�Æ8Î�Ê\Ó8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼�Á�Ì
Ê4Â2¿zÍ�¿zÇ'Ë8Î�Âé¾2Î�Ó	Ã�¿zÏéÀ�Á�Î�¾2Î�Â	È

�



��� < - $ - $A��$	� -��=5��=5

â�	�Ó8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼�ñOÁ�À�½�À�È2À�Á�Î�Ê4×òÀa¿�Æ2Â2¿zÏéÊ,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏéÈ�¿�Æ2Â2¿zÏéºz×HÀ�Á�Ó2¿zÏ�¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×HÊ4È�Ý2Á�Ø	Î�Ø
m = n = 1 ��#	4ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ

g(x, y, t, ε)
À�Ç	È	Áz¼zÎ�ÊçÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏpÈ=Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»�Î�ÏpÃ�À�Î�Ê�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	ÊÔÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×

¿pÂ2Î�½'Ã�Â2¿zÏÔÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�ÃmÄ'¼�ð�Æ8¿zÏ�Á�¿zÇ	Ä�Î�¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È�ÝAÃmÇ8¼zÀ�Á�Â2¿�À�Á�È�Ý ∂g(x,y,t,0)
∂y 6= 0

ÝAÀ}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý
¾	Ó	È

ε = 0
Ê,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â8¼�½�¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Ì2Ý2Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È2ÎSÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ

g(x, y, t, 0) = 0
Ý'Å�¼�Æ�¼�Â8¼

���	6Ê,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â8¼�½�¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�ÌmÀ�¿�À�Á�¿zÈ	Á=È	ÅP¿�Æ2Â2¿zÍ�¿�Ë2È2À�Áz¼'Ø
FêÓ8¼zÊ4Ä'¼�ÖéÀ�Æ8Î}Ë�¼�Â	Â	×6Öé¿zÍ�Ó8¼�Â	È	Ç2Î�Â	È	ÏéÃ�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â8¼�½�À�È2À�Á�Î�ÊT¼

ẋ =
∑

i+j6p

bijx
iyj,

0 = g(x, y, t, 0)

(9)

È2Ê,Î�Î�Á=Ã�È'Æ
ẋ = p0 + p1x+ p2y,

0 = g(x, y, t, 0).
(10)

[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1ÝTÇ	Á�¿�Ó8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�ÊT¼�½áÀ�È2À�Á�Î�ÊT¼É¿�ºz×1Ä	Â2¿zÃ�Î�Â	Â	×6ÖgÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×6ÖgÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î}è
Â	È	Ï�¿z¾	È2À�×1Ã#¼zÎ�ÁÚÐS¿zÓ2ÊT¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñ?Ä	È	Â2Î�Á�È	Ç2Î�À�Ä	Ñ�ñßÊ,¿�Æ8Î}Ë2Ì2ØJF�¾2¿�À}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	ÈÔÐS¿zÓ2ÊT¼�Ë2Ì�Â	×HÎ!Ä	È	Â2Î�Á�È'è
Ç2Î�À�Ä	È2Î�Ê,¿�Æ8Î}Ë2È�Ê,¿zÍ�Ñ�ÁO¿zÄ'¼�Å�¼�Á�ÌaÀ�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â	Ñ�ñë¾2¿�Ê,¿z»!ÌOÃHÃ�×1½	À�Â2Î�Â	È	È�Ê,Î}Ö�¼�Â	È	Å�ÊT¼HÓ2Î�¼�Ä	Ò	È	ÈæÙ à ��Ü�Ø

�OÇ	È	Á�×1Ã#¼�½�¾2Î�Ó2Î�Ç	È2À}Ë8Î�Â	Â	×HÎH¿zÍ�Ó8¼�Â	È	Ç2Î�Â	È	½éÛ
	îã���	}Ý�¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê�À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!Ñ�ñü¾2¿�À�Áz¼�Â2¿zÃ�Ä	Ñ�¿�ºzÓ8¼�Ázè
Â2¿zÏ�Å�¼�Æ�¼�Ç	È�Æ	Ë2½ÚÀ�È	Â	Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â2¿=Ã�¿zÅ�Ê4Ñ�»�Î�Â	Â2¿zÏéÀ�È2À�Á�Î�Ê4×SØ

õÚu8ö�÷�r	¸su8v8ø§riu8o8qsr	÷'¸su�� ù#r#·Tr#ús¹�C V4¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�Á�À�½ À�È2À�Á�Î�ÊT¼ Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×6Ö
Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	Ï�À�¿�À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2Ê4ÈÚÆ�¼�Â	Â	×HÊ4È

ẋ = p0 + p1x+ p2y,
0 = g(x, y, t, 0), x ∈ R, y ∈ R, t ∈ R, (x, y) ∈W,
x(ti) = αi, ẋ(ti) = βi, i = 1, 2, 3,

(11)

Í�Æ8ÎÚÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
g
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁÔÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �#	}Ý ��	}ØÉ]SË2½çÆ�¼�Â	Â	×6Ö

ti, αi
Ý
βi
Á�Ó2Î�ºzÑ�Î�Á�À�½áÂ8¼�Ï	Á�È

Ä�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×
p0
Ý
p1
Ý
p2
Ý'Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»!È2ÎPÀ�È2À�Á�Î�Ê,Î � Û�Û
	}Ø

UaÅÔÃ�Á�¿zÓ2¿zÍ�¿áÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½åÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û�í�	m¾	Ó	È Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	È ∂g(x,y,t,0)
∂y 6= 0

Ã�×1Ó8¼�Å�È2Êûºz×HÀ�Á�Ó	Ñ�ñ
¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	Ñ�ñ

y
Ç2Î�Ó2Î�Å�Ê,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â	Ñ�ñ?¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	Ñ�ñ

x
Ø � Á�¿mÃ�¿zÅ�Ê,¿�ð�Â2¿	Ý§Áz¼�ÄÉÄ'¼�ÄÔÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

g
Ñ�Æ8¿�è

ÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁéÃ�À�Î�Ê Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×ß¿æÂ2Î�½'Ã�Â2¿zÏçÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�Ø�UJÊ,Î�Î�Ê
y = ϕ(x, t)

Ø=bJ¿�Æ8À�Áz¼�Ã�È	Ã
Õ�Á�¿�Ã�×1Ó8¼�ð!Î�Â	È2ÎPÃ�¾2Î�Ó	Ã�¿�ÎJÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È2ÎPÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û�Û
	}Ý	È2Ê,Î�Î�Ê

ẋ(t) = p0 + p1x(t) + p2ϕ(x(t), t). (12)

UJÀ�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�½üÆ�¼�Â	Â	×HÎ
x(ti) = αi

Ý
ẋ(ti) = βi

ÈüÃ�Ã�¿�Æ2½ê¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½
γi = yi = ϕ(αi, ti)

Ý
i = 1, 2, 3

Ý2È2Ê,Î�Î�ÊóÀ�È2À�Á�Î�Ê4ÑæÁ�Ó2Î}ÖÚÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	ÏéÀJÁ�Ó2Î�Ê4½ÚÂ2Î�È	Å�Ã�Î�À�Á�Â	×HÊ4È
p0
Ý
p1
Ý
p2
�

p0 + p1α1 + p2γ1 = β1,
p0 + p1α2 + p2γ2 = β2,
p0 + p1α3 + p2γ3 = β3.

(13)

[�Â8¼�Ç	È	Á�Ý�Â8¼�Ê,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏé¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È �
ε = 0

	6È2À�Ä�¿�Ê4×HÎSÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×
pi
Ý
i = 0, 1, 2

Ý8Ã�×6è
Ç	È2À}Ë2½'ñOÁ�À�½�¾2¿�À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2ÊóÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë�¼zÊ �

pi =
∆0

pi
∆0

ØT[8Æ8Î�À�Ì
∆0 Þ ¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2È	Á�Î}Ë2ÌmÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û�â�	��

∆0 =

∣∣∣∣∣∣

1 α1 γ1
1 α2 γ2
1 α3 γ3

∣∣∣∣∣∣
, (14)



� "��	��� �Ú� - �}"�����$�� ��
��������z�æ�����É���	$ �  �����"�$ - �����A�������4/ �)�

¼
∆0

p0

Ý
∆0

p1

Ý
∆0

p2

Þ ¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2È	Á�Î}Ë2È�Ý�¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê4×HÎÚÈ	Å
∆0 Å�¼zÊ,Î�Â2¿zÏ j è Í�¿ÔÀ�Á�¿�Ë8ºzÒ8¼'Ý j = 1, 2, 3

Ý
À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»!È2ÊüÀ�Á�¿�Ë8ºzÒ2¿�ÊáÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�¿zÃp¾	Ó	È

p0
Ý
p1
Ý
p2
�

∆0
p0 =

∣∣∣∣∣∣

β1 α1 γ1
β2 α2 γ2
β3 α3 γ3

∣∣∣∣∣∣
, ∆0

p1 =

∣∣∣∣∣∣

1 β1 γ1
1 β2 γ2
1 β3 γ3

∣∣∣∣∣∣
, ∆0

p2 =

∣∣∣∣∣∣

1 α1 β1
1 α2 β2
1 α3 β3

∣∣∣∣∣∣
. (15)

NaÑ�Ë2ÌÉÃ�Ã�Î�Ó�Ö'Â2Î�ÊcÈ	Â'Æ8Î�Ä�À�ÎÚ¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2È	Á�Î}Ë8Î�Ïê¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�Á�Ý�Ç	Á�¿�Ä�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×
pi
Ý
i = 0, 1, 2

Ý
¾2¿�Æ8À�Ç	È	Á�×1Ã#¼�ñOÁ�À�½éÂ8¼�Ê,Î}Æ	Ë8Î�Â	Â2¿zÏé¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È � ¾	Ó	È

ε = 0
	}Ø

UaÅ�Á�Î�¿zÓ	È	È Ë2È	Â2Î�Ï	Â	×6Öò¼�Ë2Í�Î�ºzÓ8¼�È	Ç2Î�À�Ä	È'ÖòÀ�È2À�Á�Î�Ê Ù à � ÝJà ��ÜPÃ�×1Á�Î�Ä'¼zÎ�ÁêÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÎÉÑ�À}Ë8¿zÃ�È2Î
À�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�¿zÃ#¼�Â	È	½ÚÈéÎ}Æ2È	Â2À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�À�Á�È�Ä�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�¿zÃ

pi
�
∆0 6= 0

Ø
UJÊ,Î�Î�Á�Ê,Î�À�Á�¿�À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�Î1� - ������� - �z$ - �1 2��� - 
��A�a�� ��p������
 - 
���$	���æ�é�����	$A����
'��$	$ - ������� - � � �

�d���	�A��$A� - 
Ú���A�������4/ � Û�â�	}Ý	Ä�¿zÁ�¿zÓ8¼�½�ºz×6Ë�¼�¾2¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â8¼�È	ÅJÃ�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿zÏÉÀ�È2À�Á�Î�Ê4× � Û�í�	}Ø
õÚqs¶z· �,u �Ô¶#¸s¹s¶2C �  2�����p����$	$	/a� ti * αi

*
βi
*
i = 1, 2, 3

* ����� - 
�/ * ��� - 
�/10 - �	$A��$	/c 2��� - 
����
1)
9
5)
� - 0#"M���M���	�A�������W���A�������4/

(13)
0#"�� � �����ü
�$�������$	���
�

ti
*
i = 1, 2, 3

* $A��"���
'��$ê$� ���� 5
+�-�� ��� - �}"�����$�� ��
��������#���2�������=�����	$A����
'��$	$ - �H"M���p��$	�A� * � - � - " - � - 0#"M���M����������� �m"���
'��$A����
����4�

ai =
∆0

pi
∆0

* � �M�
∆0 � ∆0

pi

*
i = 1, 2, 3

* 
�/S�z�A�������P��� ��0 - � - "A�M ������
(14)

�
(15)

5
F Æ�¼�Ë2Ì�Â2Î�Ï	ï!È'ÖåÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Â	È	½�Ö_Ê4×j¾	Ó2Î}Æ2¾2¿�Ë�¼�Í�¼zÎ�Ê Ã�Ä'Ë2ñOÇ	È	Á�ÌêÃóÓ8¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó2Î�Â	È2ÎëÀ}Ë2Ñ�Ç8¼�Ï

ε 6= 0
ÝH¼�Áz¼�Ä	ð!ÎÉÀ�Â	½'Á�Ìë¿zÍ�Ó8¼�Â	È	Ç2Î�Â	È	½êÂ8¼�Ç	È2À}Ë8¿ç¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×6Ö§ÝHÀ�Á�Î�¾2Î�Â	ÌáÊ4Â2¿zÍ�¿zÇ'Ë8Î�Â8¼çÈüÄ�¿�Ë2È'è
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Ç	Ñç¿�º�¼�Ë2Ä�ÎæÀæ¿�Æ2Â2¿zÏëÑ�¾	Ó	Ñ�Í�¿zÏá¿z¾2¿zÓ2¿zÏ�ÝT¿�À�Â2¿zÃ�Â	×HÎæÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Á�×ûº�Î�ÅæÄ'¼�Ä	È'Ö�èîË2È2º�¿ÉÅ�¼�Á�Ó	Ñ�Æ2Â2Î�Â	È	Ï
¿�º�¿�ºz»�¼�ñOÁ�À�½ÚÂ8¼�À}Ë2Ñ�Ç8¼�Ïéº�¿�Ë2Ì�ï�Î�Í�¿�Ç	È2À}Ë�¼�¿z¾2¿zÓ�Ø

F6¿z¾	Ó2¿�À�×SÝ'À�Ã�½'Å�¼�Â	Â	×HÎaÀdÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2Î�Ïmh§Ó	È	Â8¼SÓ8¼�Å�Ó	×1Ã�Â	×6ÖpÄ	Ó8¼zÎ�Ã�×6ÖpÅ�¼�Æ�¼�ÇæÑ�ð!ÎHÈ	Å�Ñ�Ç8¼�Ë2È2À�Ì�Ó8¼�è
Â2Î�Î�ØTbJ¿�Ê4È2Ê,¿�Ñ�ð!ÎJÑ�¾2¿�Ê4½'Â	Ñ�Á�×6Ö�Ê,¿zÂ2¿zÍ�Ó8¼zÐJÈ	ÏçÙ�Û�Ý8à�Ü�Ý'È2Ê,Î�Î�Á�À�½�Ò	È	Ä'ËéÓ8¼zº�¿zÁ�� Ø'FaØ2bJ¿zÄ�¿zÓ	Â2¿zÍ�¿	Ý
L!Ø2FaØ �6¿zÓ2¿zÃ�À�Ä	È'ÖéÈ�ì�Ø8b�Ø2QP¼�Å�¼�Ó2Î�Ã#¼'Ý�¾2¿�À�Ã�½'»�Î�Â	Â	×6Ö�Ã�¿z¾	Ó2¿�À�¼zÊW¿=¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�Â2¿�À�Á�È�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
h§Ó	È	Â8¼�Ó8¼�Å�Ó	×1Ã�Â	×6ÖëÄ	Ó8¼zÎ�Ã�×6ÖgÅ�¼�Æ�¼�ÇáÄëÄ'Ë�¼zÀ�À�¼zÊ ¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â	×6ÖáÈëÅ�Â8¼�Ä�¿zÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×6Öá½�Æ8Î�Ó
Ù â�ã'ä�Ü�ØßF Ç8¼zÀ�Á�Â2¿�À�Á�È�ÝOÃëÓ8¼zº�¿zÁz¼�ÖYÙ â'Ý ��ÜSºz×6Ë�¼çÆ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â8¼á¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�ÌêÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È h§Ó	È'è
Â8¼=Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏ�Å�¼�Æ�¼�Ç	È�Ý§Ê,¿�Æ8Î}Ë2È	Ó	Ñ�ñO»�Î�Ï�ÊT¼�Ë2×HÎPÆ8Î�ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	È�Ò2Î�¾2¿zÇ	Ä	ÈÉï�¼�Ó	Â	È	Ó	Â2¿æÀ�¿zÇ'Ë8Î�Â2Î�Â	Â	×6Ö
À�Á�Î�Ó#ð�Â2Î�Ï�Ý2¼SÃ!Ó8¼zº�¿zÁ�Î!Ù ä�Ü§ÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2È	Ó	Ñ�ñOÁ�À�½=Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â	×HÎaÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½mÅ�Â8¼�Ä�¿zÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â2¿�À�Á�ÈéÐJÑ�Â	Ä'è
Ò	È	Èáh§Ó	È	Â8¼�Ó8¼�Å�Ó	×1Ã�Â	×6ÖáÄ	Ó8¼zÎ�Ã�×6ÖgÅ�¼�Æ�¼�Ç�Ý�¿�º�¿�ºz»�¼�ñO»!È2ÎmÈ	Å�Ã�Î�À�Á�Â	×1ÏóÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�ÁçìS¼�Ë�¼zÐP¼�Á�ÈgÞ
h'¼�Â	Á�ÊT¼�Ö#Î�Ó8¼�Þ ìaÓ2Î�Ï	Â8¼ÚÙ ��Ü�Ø

F Ò2Î�Â	Á�Ó2ÎpÃ�Â	È2ÊT¼�Â	È	½gÂ8¼zÀ�Á�¿�½'»�Î�ÏgÓ8¼zº�¿zÁ�×ßÞ Å�¼�Æ�¼�Ç8¼'Ý,Ä�¿zÁ�¿zÓ8¼�½g¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È'Ë�¼�Â8¼�Å�Ã#¼�Â	È2Î � º�¼�Ë	è
Ä'¼ÉÀmÑ�¾	Ó	Ñ�Í�È2Ê4Èó¿z¾2¿zÓ8¼zÊ4È���ØëF6¿z¾	Ó2¿�ÀÚ¿�¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�ÈêÈ�Ý,Á�Î�Ê º�¿�Ë8Î�Î�Ý�¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�È
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èçh§Ó	È	Â8¼�Õ�Á�¿zÏÔÅ�¼�Æ�¼�Ç	ÈgÂ2Î�Á�Ó	È	Ã�È8¼�Ë8Î�ÂgÆ�¼�ð!Î=Ã�À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ=¿�Æ2Â2¿zÏë¿z¾2¿zÓ	×���Î�À}Ë2ÈÔð!Î�À�Á�Ä�¿�À�Á�Ì
¿z¾2¿zÓ	× Ó8¼�Ã�Â8¼æÂ	Ñ�Ë2ñ�ÝAÁ�¿æÃ�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â	× Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â	×HÎ=Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½�Å�Â8¼�Ä�¿zÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â2¿�À�Á�È � ¼mÅ�Â8¼�Ç	È	Á�È

ý
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¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�È;	TÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È=h§Ó	È	Â8¼'Ý#À�ÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â	×HÎHÃJÓ8¼zº�¿zÁ�ÎSÙ ä�Ü�Ø4RTÀ}Ë2È=ð!Î1ð!Î�À�Á�Ä�¿�À�Á�È
¿z¾2¿zÓmÀ�Á�Ó2Î�Ê4½'Á�À�½mÄpº�Î�À�Ä�¿zÂ2Î�Ç	Â2¿�À�Á�È�Ý	Á�¿PÊ4×üÃS¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Îd¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�ÊgÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ h§Ó	È	Â8¼SÁz¼�ÄpÂ8¼�Å�×1Ã#¼�è
Î�Ê,¿zÏ � Å�¼�Æ�¼�Ç	ÈçÀPï�¼�Ó	Â	È	Ó	Â2¿zÏÔ¿z¾2¿zÓ2¿zÏ���Ý�Ä�¿zÁ�¿zÓ8¼�½�Ê,Î�Â	½	Î�ÁæÅ�Â8¼�Ä � Ãæï�¼�Ö	ÊT¼�Á�Â2¿�ÊW¾2¿zÓ#½�Æ2Ä�Î�� � Õ�Áz¼
Å�¼�Æ�¼�Ç8¼�È�Î�Îa¿�º�¿�ºz»�Î�Â	È	½ÚÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Ë2È2À�ÌmN�Ø'FaØ	LdÅ�º�Î}Ë8Î�Ã�×HÊ1Ý � Ø'FaØ'bJ¿zÄ�¿zÓ	Â	×HÊ1Ý8FaØ2Z�Ø�]!Î�Ó	Ó2¿�Ê
È�L!ØAb�ØAKMÎ�¾	Á�È	Â	×HÊ � À�Ê1ØSÓ8¼zº�¿zÁ�×ûÙ�Û�í�ã�Û�à�ÜTÈ�ºzÈ2º�Ë2È2¿zÍ�Ó8¼zÐJÈ	ñßÃæÂ	È'Ö 	}ØSbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑÉÎ�À�Á�Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×HÊ
½'ÃzË2½	Î�Á�À�½ÔÃ�¿z¾	Ó2¿�À�Þ ºzÑ�Æ8Î�ÁæË2ÈçÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½�h§Ó	È	Â8¼æ¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�¾	Ó	ÈÔÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿�Êå¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ìzè
Â2¿�ÊcÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	ÈóÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Áz¼Éð!Î�À�Á�Ä�¿�À�Á�È�ØóF?Ó8¼zº�¿zÁz¼�Ö Ù�Û�â'ÝOÛ��zÜ1Ñ�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â	× Â2Î�¿�º�Ö#¿�Æ2È2Ê4×HÎ
È�Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â	×HÎmÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½Ô¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�ÈëÈç¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�ÈáÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èçh§Ó	È	Â8¼'ÝMÃ�Ä�¿zÁ�¿�è
Ó	×6Ö�¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�Á�À�½�¾	Ó2¿�Ê,Î�ð�Ñ�Á�¿zÄÉÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	Ï�Ä�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Áz¼pð!Î�À�Á�Ä�¿�À�Á�ÈÔ¿z¾2¿zÓ	×SÝ�¾	Ó	È�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½Éh§Ó	È	Â8¼æ¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼ÚÈ�Ã�Â2Î!Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÍ�¿�ÑéÂ2Î�Î!Á�Î�Ó#½	Î�Á�À�½ÔÕ�Á�¿ÚÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�¿	Ø �OÄ'¼�Å�¼�Â	Â	×1Ï
¾	Ó2¿�Ê,Î�ð�Ñ�Á�¿zÄæ¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�Á�À�½=Ë2È	Â2Î�Ï	Â	×HÊÔÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿�Êg¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿PÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Áz¼Jð!Î�À�Á�Ä�¿�è
À�Á�ÈÔÙ�Û�â�Ü�Ø,baÓ	È	Ç2Î�Êá¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý	Ç	Á�¿�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½æ¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�ÈéÈ�¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�È�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
h§Ó	È	Â8¼=À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼�ñOÁéÙ�Û��zÜ�Ø

FóÆ�¼�Â	Â2¿zÏ�À�Áz¼�Á�Ì�ÎOÆ8¿zÄ'¼�Å�¼�Âé¼�Ë2Í�¿zÓ	È	Á�Ê4È	Ç2Î�À�Ä	ÈéÕ�ÐSÐSÎ�Ä	Á�È	Ã�Â	×1ÏæÄ	Ó	È	Á�Î�Ó	È	ÏÚ¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�È�Ý
¼�Å�Â8¼�Ç	È	Á�Ý6Èó¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�È�ÝHÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èóh§Ó	È	Â8¼'Ø �TÀ}Ë8¿zÃ�È	½üÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2È	Ó	Ñ�ñOÁ�À�½ëÃ�Á�Î�Ó2Ê4È	Â8¼�Ö
À�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�¿�Æ2Â2¿zÅ�Â8¼�Ç	Â2¿�¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�Ê,¿zÍ�¿!Ó2Î�ï�Î�Â	È	½p¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿!Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½pÈ=È'Æ8Î�¿�Ë8¿zÍ�È	Ç2Î�À�Ä	Èæ¾2Î}è
Ó2Î�Ä'Ë2È	Ä'¼�ñOÁ�À�½pÀ6Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4È=Â2Î�¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È	È=Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿SÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � À�Ê1Ø6Ù�Û��'Ý8Û � Ü2È'Ë2È
Ù à'Ý#Í�ËMØ�â�Ü
	4È=Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4Èæ¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�È�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èph§Ó	È	Â8¼ � Ä'Ë�¼zÀ�À�È	Ç2Î�À�Ä	È'Ö �!Æ2Ã�Ñ#Ö'Á�¿zÇ2Î�Ç	Â	×6Ö
Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×6ÖóÅ�¼�Æ�¼�Ç_Ù�Û ��Ü�ØóNJÎ�À�Ê,¿zÁ�Ó#½óÂ8¼ÉÁ�¿	Ý�Ç	Á�¿	Ý�Ãç¿zÁ�Ë2È	Ç	È2Îé¿zÁÔÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Áz¼ÔÓ8¼zº�¿zÁ�× Ù�Û�â�Ü�Ý�Õ�Á�¿zÁ
Ä	Ó	È	Á�Î�Ó	È	ÏæÂ2Îd¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�Á�½'Ã�Â2¿!¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2È	Á�Ì � Ä	Ó	È	Á�È	Ç2Î�À�Ä�¿�Î��=Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È2ÎOÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Áz¼Pð!Î�À�Á�Ä�¿�è
À�Á�Èá¿z¾2¿zÓ	×SÝ,¾	Ó	Èë¾2Î�Ó2Î}Ö#¿�Æ8ÎæÇ2Î�Ó2Î�ÅæÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÎæÁ�Î�Ó#½	Î�Á�À�½áÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�¿�¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�È � ¼�Å�Â8¼�Ç	È	Á�Ý
ÈÔ¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�È;	SÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ÈÔh§Ó	È	Â8¼'Ýs¿zÂ�È2Ê,Î�Î�ÁéÀ�Ã�¿zÈ�¾	Ó2Î�È2Ê4Ñ�»�Î�À�Á�Ã#¼'Ø=bJ¿�Ê4È2Ê,¿ÚÁ�¿zÍ�¿	Ý�Ç	Á�¿
Õ�Á�¿zÁ�Ä	Ó	È	Á�Î�Ó	È	ÏmÆ8¿z¾	Ñ�À�Ä'¼zÎ�Á�Õ�ÐSÐSÎ�Ä	Á�È	Ã�Â	Ñ�ñ ¾	Ó2¿zÃ�Î�Ó	Ä	Ñp¾	Ó	Èm¾2¿�Ê,¿z»!ÈæÃ�×1Ç	È2À}Ë2È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿zÏ�Á�Î}Ö'Â	È	Ä	È�Ý
¿zÂ�Áz¼�Ä	ð!Î1¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�ÁS¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È	Á�ÌJÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÎHÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Á�×óÄ'¼�Ç2Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿zÍ�¿SÖ�¼�Ó8¼�Ä	Á�Î�Ó8¼'Ø,FçÇ8¼zÀ�Á�Â2¿�è
À�Á�È�Ý#Ñ�Æ�¼zÎ�Á�À�½ � ¿zÒ2Î�Â	È	Á�Ì �!Í�Ó8¼�Â	È	Ò	×W¿�º�Ë�¼zÀ�Á�Èm¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�È�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èmh§Ó	È	Â8¼'Ø,ìaÓ2¿�Ê,ÎdÁ�¿zÍ�¿	Ý
Õ�Á�¿zÁÚÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Á�¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�ÁÚÆ8¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì�Â2Î�Å�¼�Ã�È2À�È2Ê,¿�À�Á�ÌéÅ�Â8¼�Ä�¿zÃ�×6Ö§ÝM¼æÀ}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	ÝM¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½�è
Ò	È2¿zÂ	Â	×6Ö§Ý8À�Ã�¿zÏ2À�Á�ÃpÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�h§Ó	È	Â8¼=¿zÁ=À�¾2¿�À�¿�º�¼�Å�¼�Ä	Ó2Î�¾'Ë8Î�Â	È	½�Ä�¿zÂ	Ò2¿zÃmÀ�Á�Î�Ó#ð�Â2Î�Ã�¿zÏ�À�È2À�Á�Î�Ê4×SØ

@8CPõÚu8ö�÷�r	¸su8v8ø§r�ù#r#·Tr#ús¹

GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê Ç2Î�Ó2Î�Å
Γ
È	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë

(a1, a2) ∈ R
À ÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿zÏûÃ�Â	Ñ�Á�Ó2Î�Â	Â2Î�ÏûÁ�¿zÇ	Ä�¿zÏ

ξ ∈ (a1, a2)
Ø�^JÎ�Ó2Î�Å

C[Γ]
¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Êü¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã�¿pÄ	Ñ�À�¿zÇ	Â2¿�è Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×6ÖÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï�Ý�Æ8¿z¾	Ñ�À}è

Ä'¼�ñO»!È'Ö�Ó8¼�Å�Ó	×1ÃSÁ�¿�Ë2Ì�Ä�¿S¾2Î�Ó	Ã�¿zÍ�¿JÓ2¿�Æ�¼aÈ�Á�¿�Ë2Ì�Ä�¿JÃJÁ�¿zÇ	Ä�Î
ξ
ØsKM¿zÍ�Æ�¼aÆ	Ë2½�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

u(x) ∈ C[Γ]
Ý

¾2¿�Æ
u(ξ ± 0)

ºzÑ�Æ8Î�Ê ¾2¿zÂ	È2ÊT¼�Á�ÌgÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»!È2Î�¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2×SØê^JÎ�Ó2Î�Å
Ck[Γ]

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê?¾	Ó2¿�è
À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã�¿�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ÏpÈ	Å

C[Γ]
Ý#È2Ê,Î�ñO»!È'Ö

k
¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×6Ö§Ý	Áz¼�Ä	ð!Îa¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�¼�»!È'Ö

C[Γ]
Ø�]SË2½

È	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë8¿zÃ
(a1, ξ)

È
(ξ, a2)

Ã�Ã�Î}Æ8Î�Êó¿zÁ�Æ8Î}Ë2Ì�Â	×HÎ!¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½�Þ
γ1
È
γ2
Ý	À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿	Ø

baÑ�À�Á�Ì
u ∈ C[a, b]

È�È2Ê,Î�Î�ÁmÄ�¿zÂ2Î�Ç	Â2¿�Î�Ç	È2À}Ë8¿pÂ	Ñ�Ë8Î�Ï�Â8¼
[a, b]

ØO^JÎ�Ó2Î�Å
σu(x ± 0)

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê
Å�Â8¼�Ä

u(x)
À�¾	Ó8¼�Ã#¼ � À}Ë8Î�Ã#¼�	a¿zÁÚÁ�¿zÇ	Ä	È

x
Ø�UJÀ�¾2¿�Ë2Ì�Å�¿zÃ#¼�Â	È2Î

σu(x ± 0)
¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�Á�Â8¼zÊ Ã�À}Ë2Ñ�Ç8¼�è

½�Ö§ÝMÄ�¿zÍ�Æ�¼
u(x ± 0) = 0

ÝM¾	Ó	È	¾	È2À�×1Ã#¼�Á�ÌÉÕ�Á�¿�Ê4ÑÉÂ	Ñ�Ë2ñ\Ã�¾2¿�Ë2Â2Îm¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	Â	×1ÏgÅ�Â8¼�Ä�ØæRTÀ}Ë2Ègð!Î
u(x) 6= 0

Ý'Á�¿	Ý2¿zÇ2Î�Ã�È'Æ2Â2¿	Ý
σu(x+ 0) = σu(x− 0) = sign u(x)

Ø
V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊóÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â2¿�ÎSÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È2Î

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ γ1 ∪ γ2, (1)

À�Ä�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Áz¼zÊ4È
p ∈ C2[Γ]

Ý
infx∈Γ p(x) > 0

Ý
q ∈ C1[Γ]

Ý
q(x) > 0

Â8¼
Γ
È
f ∈ C[Γ]

Ý
À�Â8¼zº�ð!Î�Â	Â2¿�ÎPÃ=Á�¿zÇ	Ä'¼�Ö

a1
È
a2
Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×HÊ4ÈéÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4È

u(a1) + α(a1)D
3u(a1) = 0, ϑ(a1)u

′(a1)− β(a1)u
′′(a1) = 0, (21)
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u(a2)− α(a2)D
3u(a2) = 0, ϑ(a2)u

′(a2) + β(a2)u
′′(a2) = 0, (22)

¼!Ã=Á�¿zÇ	Ä�Î
ξ
Þ\Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4È�À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�¿zÃ#¼�Â	È	½

u(ξ − 0) = u(ξ + 0), u′(ξ − 0) = u′(ξ + 0), (pu′′)(ξ − 0) = (pu′′)(ξ + 0), (3)

D3u(ξ − 0)−D3u(ξ + 0)− δu(ξ) = f̃(ξ), (4)
Í�Æ8ÎJÇ2Î�Ó2Î�Å

D3u
¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç2Î�Â8¼�Á�Ó2Î�Á�Ì�½ÚÄ	Ã#¼�Å�È	¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â8¼�½

(p(x)u′′)′ − q(x)u′
Ý2¼

δ, f̃ (ξ) ∈ R
Ø

FWÆ�¼�Â	Â2¿zÏ�Ó8¼zº�¿zÁ�ÎPÂ8¼zÊó¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË2½	Î�Á�À�½�º�¿�Ë8Î�ÎPÑ�Æ8¿�ºzÂ	×HÊêÀ�Ê,¿zÁ�Ó2Î�Á�ÌmÂ8¼=À�È2À�Á�Î�Ê4ÑéÀ�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î}è
Â	È	Ï � Û
	6È � â�	}Ý � �#	�Ä'¼�ÄéÂ8¼�Ó2Î�¼�Ë2È	Å�¼�Ò	È	ñ Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿=Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½�Â8¼�Í�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	Ç2Î�À�Ä�¿�Ê
Í�Ó8¼zÐSÎ�Ù�Û}Ü�Ý	Á�Ø2Î�Ø4Ä'¼�Ä�Â8¼�Î}Æ2È	Â	×1Ïé¿�º���Î�Ä	Á

Lu = F (x), x ∈ Γ, (5)

Ë8Î�Ã#¼�½gÇ8¼zÀ�Á�Ì
Lu

Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÍ�¿�ÞjÕ�Á�¿�Ë8Î�Ã#¼�½gÇ8¼zÀ�Á�ÌÉÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � Û
	JÃ�Ê,Î�À�Á�ÎæÀmÓ8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼zÊ4È � â�	JÈ
Ë8Î�Ã�¿zÏ�Ç8¼zÀ�Á�Ì�ñcÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½ � �#	}Ý8¼!¾	Ó8¼�Ã#¼�½ÚÇ8¼zÀ�Á�Ì=Þ

F (x) =

{
f(x),

Î�À}Ë2È
x ∈ Γ\ξ;

f̃(x),
Î�À}Ë2È

x = ξ.

VsÎ�ï�Î�Â	È2Î�Ê Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿ Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	êºzÑ�Æ8Î�Ê Â8¼�Å�×1Ã#¼�Á�ÌûÃ�À�½'Ä	Ñ�ñ ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ
u(x) ∈ C4[Γ]

Ý�Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»!Ñ�ñcÂ8¼
Γ\ξ ¿�ºz×1Ä	Â2¿zÃ�Î�Â	Â2¿�Ê4ÑmÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â2¿�Ê4ÑmÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	ñ� Û
	}Ý	¼PÃ!Á�¿zÇ	Ä�Î

ξ
Þ?Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê � â�	}Ý � �#	}Ø,KM¿zÍ�Æ�¼!Ä	Ó8¼zÎ�Ã#¼�½æÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼ � ��	}Ý � à�	,Þ?Õ�Á�¿�À�È2À�Á�Î�ÊT¼ � Û
	}Ý � â�	}Ý

� �#	�Ã�Ê,Î�À�Á�ÎSÀaÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â	×HÊ4ÈéÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4È � à�	}Ø
baÓ	ÈëÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Â	È	ÈáÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏáÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	PÊ4×\ºzÑ�Æ8Î�Ê_¾	Ó2Î}Æ2¾2¿�Ë�¼�Í�¼�Á�Ì2Ý�Ç	Á�¿éÃ�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â	×

À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2ÎaÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½ �
� ¼�	

p ∈ C2[Γ]
Ý
inf
x∈Γ

p(x) > 0
Ý
q ∈ C1[Γ]

Ý
q > 0

Â8¼
Γ
Ý
f ∈ C[Γ] �

� º 	
ϑ(·), β(·) > 0

Ý
ϑ(·) + β(·) 6= 0 �� Ã#	

δ > 0
Ø

[§¼�Æ�¼�Ç8¼ � ��	}Ý � à�	�¿z¾	È2À�×1Ã#¼zÎ�ÁëÊT¼�Ë2×HÎæÆ8Î�ÐS¿zÓ2ÊT¼�Ò	È	ÈêÀ�È2À�Á�Î�Ê4×SÝ1À�¿�À�Á�¿�½'»�Î�ÏüÈ	ÅÚÆ2Ã�Ñ#Öëð!Î�À�Á�Ä�¿
À�¿�Î}Æ2È	Â2Î�Â	Â	×6Ö�À�Á�Î�Ó#ð�Â2Î�ÏéÀOÑ�¾	Ó	Ñ�Í�¿zÏÚ¿z¾2¿zÓ2¿zÏÚÃ�Á�¿zÇ	Ä�ÎJÀ�Á�×1Ä�¿zÃ�Ä	ÈçÙ�Û�ä�Ü�ØTìJ¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×WÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î}è
Â	È	½ � Û
	HÅ�¼�Æ�¼�ñOÁÚÓ2Î�¼�Ä	Ò	È	ñßÀ�È2À�Á�Î�Ê4× Â8¼mÈ	Å�Í�È2ºmÈÉÓ8¼zÀ�Á�½'ð!Î�Â	È2Î�ÝMÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á

δ
ÃæÑ�À}Ë8¿zÃ�È	È � ��	

Å�¼�Æ�¼zÎ�ÁmÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Ámð!Î�À�Á�Ä�¿�À�Á�ÈÔ¿z¾2¿zÓ	×SÝ§¼�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½ � à�	1¿�Ö'Ã#¼�Á�×1Ã#¼�ñOÁæÃ�À�ÎPÈ	Å�Ã�Î�À�Á�Â	×HÎ�À}Ë2Ñ�Ç8¼�È
Å�¼�Ä	Ó2Î�¾'Ë8Î�Â	È	½�Ä�¿zÂ	Ò2¿zÃmÀ�Á�Î�Ó#ð�Â2Î�Ï�Ø

ìS¼�Ä�Ñ�ð!ÎH¿zÁ�Ê,Î�Ç8¼�Ë8¿�À�ÌSÃ�×1ï�Î�Ý�Â8¼zÀ1È	Â	Á�Î�Ó2Î�À�Ñ�ñOÁJÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½=¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�ÈæÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�h§Ó	È'è
Â8¼JÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏmÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	}Ø,Lê¾2¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	ÑpÂ2Î�¿�º�Ö#¿�Æ2È2Ê4×HÊgÈ=Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â	×HÊëÑ�À}Ë8¿zÃ�È2Î�Êg¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½�è
Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�ÈëÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èçh§Ó	È	Â8¼�Ó8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�Ê,¿zÏëÅ�¼�Æ�¼�Ç	Èg½'ÃzË2½	Î�Á�À�½çÎ�Î=¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�ÌóÙ�Û��zÜ�Ý
Á�¿�Â8¼zÊëÆ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿pÈ	Å�Ñ�Ç	È	Á�Ì=Ã�¿z¾	Ó2¿�ÀS¿=Î�Îa¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�È�Ø

� CPõÚqs¶z·Tv8r	qs¹s÷'¶ ���8¸���¶éö�v8¶z·T¶#¸s¹+*ü¹üv8ö�&su�tOu���r	÷'¶ ���8¸���¶�qs¶�ù�

���'÷�r	÷ �
ôPÑ�Â	Ä	Ò	È2Î�Ï�h§Ó	È	Â8¼=Â2Î�Ã�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿zÏÔÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏÉÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	1Â8¼�Å�¿zÃ�Î�ÊWÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ

G(x, s) :
Γ× Γ → R

Áz¼�Ä	Ñ�ñ�Ý	Ç	Á�¿�Ó2Î�ï�Î�Â	È2ÎSÅ�¼�Æ�¼�Ç	ÈéÊ,¿�ð!Î�Áæºz×1Á�Ì=¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË8Î�Â2¿pÃ�Ã�È'Æ8Î

u(x) =

∫

Γ

G(x, s)F (s) ds + F (ξ)G(x, ξ).

FcÓ8¼zº�¿zÁ�ÎéÙ�Û�â�Ü�ºz×6Ë8¿�Ñ�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â2¿	Ý4Ç	Á�¿ÚÄ	Ó8¼zÎ�Ã#¼�½ÔÅ�¼�Æ�¼�Ç8¼ � ��	}Ý � à�	a¿�Æ2Â2¿zÅ�Â8¼�Ç	Â2¿�Ó8¼�Å�Ó2Î�ï!È2ÊT¼
Èü½'ÃzË2½	Î�Á�À�½WÀ�¼zÊ,¿�À�¿z¾	Ó#½'ð!Î�Â	Â2¿zÏ�Ø bJ¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑüÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½óh§Ó	È	Â8¼çÅ�¼�Æ�¼�Ç	È À�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Ñ�Î�ÁgÈê¿�º�Ë�¼�Æ�¼�è
Î�Á�À�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�¿�Ê_À�È2Ê,Ê,Î�Á�Ó	È	Ç	Â2¿�À�Á�È

G(x, s) = G(s, x)
ØÚìaÓ2¿�Ê,ÎpÁ�¿zÍ�¿	Ý4À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿éÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Áz¼zÊ Ù�Û}Ü�Ý

ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½Úh§Ó	È	Â8¼�Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏéÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	6¿�º�Ë�¼�Æ�¼zÎ�ÁmÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2Ê4ÈéÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã#¼zÊ4È��
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Û
	§ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
G(x, s)

Ã�Ê,Î�À�Á�Î�À�¿dÀ�Ã�¿zÈ2Ê4È!¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×HÊ4È�¾2¿
x
Æ8¿HÇ2Î�Á�Ã�Î�Ó	Á�¿zÍ�¿O¾2¿zÓ#½�Æ2Ä'¼HÂ2Î�¾	Ó2Î}è

Ó	×1Ã�Â8¼�¾2¿�À�¿zÃ�¿zÄ	Ñ�¾	Â2¿�À�Á�È�¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×6Ö�Ã�¾'Ë8¿zÁ�Ì�Æ8¿�Í�Ó8¼�Â	È	Ò	×òÂ8¼!Ä'¼�ð�Æ8¿�ÊüÈ	ÅJ¾	Ó#½	Ê,¿zÑ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä�¿zÃ
γi× γk (i 6= k)

ÈpÂ8¼SÄ'¼�ð�Æ8¿�ÊgÈ	ÅOÁ�Ó2Î�Ñ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä�¿zÃ2Ý	Â8¼SÄ�¿zÁ�¿zÓ	×HÎdÆ2È8¼�Í�¿zÂ8¼�Ë2Ì�ñ
x = s

Ó8¼�Å�ºzÈ	Ã#¼zÎ�Á�À�½
Ä	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á

γi × γi
�
i, k = 1, 2

	
�à�	d¾	Ó	È�Ä'¼�ð�Æ8¿�ÊòÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿�Ê

s ∈ Γ
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

G(x, s)
¾2¿

x
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�Á�¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ	è

Â2¿�Ê4ÑæÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	ñ � ��	�Â8¼
x ∈ Γ\s �â�	�¾	Ó	ÈæÄ'¼�ð�Æ8¿�ÊóÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿�Ê

s ∈ Γ
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

G(x, s)
¾2¿

x
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�Á=Ã�À�Î�ÊëÄ	Ó8¼zÎ}è

Ã�×HÊáÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê � à�	
��#	AÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

G(x, s)
Â8¼�Æ2È8¼�Í�¿zÂ8¼�Ë2È

x = s
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁOÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê�Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�À�Á�È!Ã�Ê,Î�À�Á�Î

À�¿ÔÀ�Ã�¿zÈ2Ê4Èó¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×HÊ4È ∂G(x,s)
∂x

Ý ∂2G(x,s)
∂x2

ÈáÑ�À}Ë8¿zÃ�È	ñ À�Ä'¼�Ç	Ä'¼ÔÁ�Ó2Î�Á�Ì�Î�ÏüÄ	Ã#¼�Å�È	¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â2¿zÏ
¾2¿

x

D3G(s+ 0, s)−D3G(s− 0, s) = 1;

��	6ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
G(x, s)

Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4ÈgÛ
	îã �#	6¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�Á�À�½é¿�Æ2Â2¿zÅ�Â8¼�Ç	Â2¿	Ø
UaÅ!À�Ã�¿zÏ2À�Á�ÃÉÛ
	�È�à�	1À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý8Ç	Á�¿pÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

G(x, s)
Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â8¼=Â8¼�Å�¼zÊ4Ä	Â	Ñ�Á�¿�ÊüÄ	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á�Î

Γ× Γ
Ø

[§¼�Æ�¼�Â	Â8¼�½�Â8¼
Γ
Ä	Ó8¼zÎ�Ã#¼�½!Å�¼�Æ�¼�Ç8¼ � ��	}Ý � à�	�Ê,¿�ð!Î�ÁSºz×1Á�ÌaÓ2Î}Æ2Ñ�Ò	È	Ó2¿zÃ#¼�Â8¼OÄ!Å�¼�Æ�¼�Ç2Î�Â8¼

γ1
À�¿OÀ�¾2Î}è

Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×HÊ4È�Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×HÊ4È�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4È�Ý�Î�À}Ë2Èé¾	Ó8¼�Ã#¼�½�Ç8¼zÀ�Á�Ì�Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿pÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	
Ó8¼�Ã�Â8¼ÔÂ	Ñ�Ë2ñ Â8¼

γ2
Ø Ks¼�Ä'¼�½üÓ2Î}Æ2Ñ�Ä	Ò	È	½ü¿zÇ2Î�Â	ÌgÑ�Æ8¿�ºzÂ8¼�¾	Ó	ÈW¼�Â8¼�Ë2È	Å�Î�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èüh§Ó	È	Â8¼'Ý1Ä�¿zÁ�¿�è

Ó	Ñ�ñcÊ,¿�ð�Â2¿=À�Ç	È	Áz¼�Á�ÌpÓ2Î�ï�Î�Â	È2Î�ÊáÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½§Ý2¾	Ó8¼�Ã#¼�½ÚÇ8¼zÀ�Á�Ì�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÍ�¿pÀ�¿�À�Ó2Î}Æ8¿zÁ�¿zÇ2Î�Â8¼=Ã=¿�Æ2Â2¿zÏ
Á�¿zÇ	Ä�Î�Ø

]SË2½p¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â2¿zÏÚÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
u(x) ∈ Ck[Γ]

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊgÇ2Î�Ó2Î�Å
ui(x)

Î�ÎdÀ�Ñ�ð!Î�Â	È2ÎOÂ8¼JÈ	Â	Á�Î�Ó'è
Ã#¼�Ë

γi
ÈÔ¾2¿�Ë8¿�ð�È2Ê

u
(j)
1 (ξ) = u(j)(ξ − 0)

Ý
u
(j)
2 (ξ) = u(j)(ξ + 0)

Ý
j = 0, 1, . . . , k

Ø=KM¿zÍ�Æ�¼'Ý4Î�À}Ë2È
f(x) ≡ 0

¾	Ó	È�Ã�À�Î}Ö
x ∈ γ2

Ý'Á�¿�È2À�Ö#¿�Æ2Â8¼�½�Å�¼�Æ�¼�Ç8¼ � ��	}Ý � à�	�Õ�Ä	Ã�È	Ã#¼�Ë8Î�Â	Á�Â8¼=Â8¼zº�¿zÓ	ÑæÈ	Å��
Û
	�Â2Î�¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿mÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ÚÂ8¼

γ1 = (a1, ξ) �à�	6¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿pÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ÚÂ8¼
γ2 = (ξ, a2) �â�	�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	Ï

u2(ξ) = u1(ξ)
Ý
u′2(ξ) = u′1(ξ)

Ý
p2(ξ)u

′′
2(ξ) = p1(ξ)u

′′
1(ξ) ��#	§Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½!À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�¿zÃ#¼�Â	È	½�Á�Ó2Î�Á�Ì�È'ÖSÄ	Ã#¼�Å�È	¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×6Ö

D3u2(ξ) = D3u1(ξ)−δu1(ξ)−f̃(ξ)
Ø

ìS¼�Ä�Ñ�ð!Î6ºz×6Ë8¿J¿zÁ�Ê,Î�Ç2Î�Â2¿	Ý�Ä	Ó8¼zÎ�Ã#¼�½!Å�¼�Æ�¼�Ç8¼ � ��	}Ý � à�	�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½!Â2Î�Ã�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿zÏ�Ø � Á�¿zÁJÐP¼�Ä	Á
¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�Áp¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È	Á�Ì�Æ	Ë2½�À�Ñ�ð!Î�Â	È	½

u2(x)
À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÎJ¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË8Î�Â	È2Î��

u2(x) = u1(ξ)z20(x) + u′1(ξ)z21(x), (6)

Í�Æ8Î
z20(x)

Þ Ó2Î�ï�Î�Â	È2Î�¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿�Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � Û
	HÂ8¼
γ2 = (ξ, a2)

Ý§Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»�Î�Î�Í�Ó8¼�è
Â	È	Ç	Â	×HÊWÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê

z20(ξ) = 1
Ý
z′20(ξ) = 0

ÈÉÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �
22
	1ÃmÁ�¿zÇ	Ä�Î

a2
Ý§¼

z21(x)
Þ Ó2Î�ï�Î�Â	È2Î

¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿óÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � Û
	pÂ8¼
γ2
ÝHÑ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»�Î�Î�Í�Ó8¼�Â	È	Ç	Â	×HÊ Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê

z21(ξ) = 0
Ý

z′21(ξ) = 1
ÈÚÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �

22
	�Ã�Á�¿zÇ	Ä�Î

a2
Ø

bJ¿�Æ8À�Áz¼�ÃzË2½'½å¾2¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	Â2¿�ÎÉÃ�×1Ó8¼�ð!Î�Â	È2Î � � 	pÃëÑ�À}Ë8¿zÃ�È2ÎÉÈ	Å � â�	�Æ	Ë2½WÃ�Á�¿zÓ	×6Öê¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×6Ö
Ã=Á�¿zÇ	Ä�Î

ξ
Ý'¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê

p1(ξ)u
′′
1(ξ) + β1u

′
1(ξ) + β0u1(ξ) = 0, (7)

Í�Æ8Î
β1 = −p2(ξ)z′′21(ξ)

Ý
β0 = −p2(ξ)z′′20(ξ)

� Â8¼�¾2¿�Ê4Â	È2Ê1ÝdÇ	Á�¿gÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
p(x)

Ê,¿�ð!Î�ÁáÈ2Ê,Î�Á�Ì
Ó8¼�Å�Ó	×1ÃpÃ�Á�¿zÇ	Ä�Î

ξ
	}Ø

V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊåÁ�Î�¾2Î�Ó	ÌæÑ�À}Ë8¿zÃ�È2Î�À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�¿zÃ#¼�Â	È	½�Á�Ó2Î�Á�Ì�È'ÖÉÄ	Ã#¼�Å�È	¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×6Ö�ÃæÁ�¿zÇ	Ä�Î
ξ
ØJUJÀ}è

¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�½ � �#	�È � � 	}Ý'¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê

D3u1(ξ) + %1u
′
1(ξ) + %0u1(ξ) = f̃(ξ), (8)

Í�Æ8Î
%1 = −D3z21(ξ)

È
%0 = −D3z20(ξ)− δ

Ø



:A��� - 
���� - ���	�	�	�����	� - $	$ - ����� �1 	$	���	�	� � "��	$��J"���
�"�/1
�$ - �é�#"�����
 - ��
��������z� �'Û

�TÀ}Ë8¿zÃ�È	½ � ��	}Ý � ä�	aÃ�Ê,Î�À�Á�ÎmÀ �
21
	aÈÔÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×HÊòÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È2Î�Ê � Û
	aÂ8¼

γ1 = (a1, ξ)¿�ºzÓ8¼�Å�Ñ�ñOÁ=¾2¿�Ë2Â2¿zÒ2Î�Â	Â	Ñ�ñ�Ý2À�¼zÊ,¿�À�Á�¿�½'Á�Î}Ë2Ì�Â	Ñ�ñYÄ	Ó8¼zÎ�Ã�Ñ�ñ_Å�¼�Æ�¼�Ç	ÑÚÂ8¼
[a1, ξ]

Ø
��¶#u8qs¶�tOrë@8Cs<H"�����
�� ��
��������#�

(5)
*
(2)

$��
Γ
�
F (x)

"���
�$ - �Ú$� ����ò
�$A�
γ1 = [a1, ξ]

� �	
��	
�� �
�A��$A��$��J��
� 2�ó
��������#��� !

1)
$A��
�/�" - �P�M��$	$ - �ç����� - � - 0#"��'�=��$	$ - �É�#"�����
 - ��
����������O$��

[a1, ξ]

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ (a1, ξ),

u(a1) + α(a1)D
3u(a1) = 0, ϑ(a1)u

′(a1)− β(a1)u
′′(a1) = 0,

p(ξ)u′′(ξ) + β1u
′(ξ) + β0u(ξ) = 0, D3u(ξ) + %1u

′(ξ) + %0u(ξ) = f̃(ξ),

(9)

�O� - � � �d���	�A��$A�����4� *  �� - 
��A����
 - "������!�2�4�é 2��� - 
����	�
β1 > 0

*
β0 = −%1 > 0

*
%0 < 0

�
β1%0 −

β0%1 < 0 �%�� $A��
�/�" - �P�M��$	$ - �É
����������O$��
[ξ, a2]

����� - ��$ - " - ��$ -��z-  #"���
�$A��$	���

(p(x)U ′′)′′ − (q(x)U ′)′ = 0, x ∈ (ξ, a2),

�H$A� - ��$ - " - ��$	/H�4�É�#"�����
�/H�4�Ú 2��� - 
����	�4�

U(ξ) = u(ξ), U ′(ξ) = u′(ξ),

U(a2)− α(a2)D
3U(a2) = 0, ϑ(a2)U

′(a2) + β(a2)U
′′(a2) = 0

$�� � "���$	���A�O0#" - �����! A���	�
(a2, ξ)

5
UOÆ8Î�ÈÉÆ8¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Î}Ë2Ì�À�Á�Ã#¼�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×YÁ�Î�ð!Î�Ý�Ç	Á�¿æÈÉÃÚÓ8¼zº�¿zÁ�Î�Ù�Û5��Ü�Ø�NS¼m¾2¿�Æ2Ó2¿�ºzÂ2¿�À�Á�½�ÖÔÂ2Î�¿�À�Áz¼�è

Â8¼�ÃzË2È	Ã#¼zÎ�Ê,À�½§Ø
UaÅJÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×?ÛJÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý	Ç	Á�¿�Â8¼SÆ2È8¼�Í�¿zÂ8¼�Ë2Ì�Â2¿�ÊüÄ	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á�Î

γ1 × γ1
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½æh§Ó	È	Â8¼

G(x, s)Å�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	,À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�Á�ÀdÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2Î�Ïph§Ó	È	Â8¼ � Ä'Ë�¼zÀ�À�È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏ��!Æ2Ã�Ñ#Ö'Á�¿zÇ2Î�Ç	Â2¿zÏmÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏpÅ�¼�Æ�¼�è
Ç	È � ��	}Ý'Æ	Ë2½æÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏéÃ�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â	×_Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½ÚÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×_ìS¼�Ë�¼zÐP¼�Á�ÈÚÞ h'¼�Â	Á�ÊT¼�Ö#Î�Ó8¼�Þ ìaÓ2Î�Ï	Â8¼�Ù ä'Ý
��Ü�ØcITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	ÝOÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½üh§Ó	È	Â8¼ÔÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏWÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½êÅ�Â8¼�Ä�¿zÓ2Î�Í�Ñ�Ë2½'Ó	Â	×HÊ1Ýa¼
Å�Â8¼�Ç	È	Á�Ý,¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â	×HÊò½�Æ2Ó2¿�Ê1ØæìS¼�ÄçÀ}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È2ÎpÕ�Á�¿zÍ�¿éÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã#¼ÚÈÔÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4× Û�¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê1Ý
Ç	Á�¿!ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½ph§Ó	È	Â8¼

G(x, s)
Å�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	,À�Á�Ó2¿zÍ�¿!¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼!Â8¼P¿zÁ�Ä	Ó	×1Á�×6ÖpÄ	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Áz¼�Ö

γ1×γ1
È
γ2×γ2

Ø,GdÁ�À�ñ6Æ�¼'ÝzÃOÀ�Ã�¿zñó¿zÇ2Î�Ó2Î}Æ2Ì2Ý�À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�ÁOÂ2Î�¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�ÌSÀ�Ó2Î�Å�Ä	È
gξ(·) = G(·, ξ)Â8¼dÃ�À�Î�ÊÉÈ	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë8Î

Γ
ØsbJ¿zÄ'¼�ð!Î�Ê1Ý#Ç	Á�¿aÀ�Ó2Î�Å�Ä'¼

gξ(·) = G(·, ξ) À�Á�Ó2¿zÍ�¿a¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼JÂ8¼ Γ Ø§]SË2½Õ�Á�¿zÍ�¿�Ã�¿�À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�Î�Ê,À�½�À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2ÊóÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�¿�ÊüÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�h§Ó	È	Â8¼=�
�é¶�tatOr_@åÙ�Û�â�Ü C �  2����� G(x, s) � �1 	$	���	��� � "��	$��é
��������z�

(5), (2)
5ë+�-�� ���m�����ç��� � -��z-

s ∈ (a1, ξ]
��"M��
��	�

gs(·) = G(·, s) �2�������1$�� [ξ, a2) $A� � - �A��� - ��$ -��z- $� ���� � �M ������ - ���#"�����$ - �����;	 5
bJ¿zÂ	½'Á�Â2¿	Ý�Ç	Á�¿1ÃHÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2È	Ó2¿zÃ�Ä�Î,Ë8Î�Ê,Ê4×êÛ,Ê4×çÊ,¿�ð!Î�Êé¾2¿�Ê,Î�Â	½'Á�ÌOÊ,Î�À�Áz¼zÊ4ÈPÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â	×HÎTÁ�¿zÇ	Ä	È

a1
È
a2
ØæbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ�È	Å=Ë8Î�Ê,Ê4× Û�ÝsÂ2Î�¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�ÈóÀ�Ó2Î�Å�Ä	È

gξ(x)
ÈgÎ�Î=Í�Ë�¼�Æ2Ä�¿�À�Á�ÈëÂ8¼æÃ�À�Î�Ê

È	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë8Î
Γ
� À�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã#¼pà!È �pÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�h§Ó	È	Â8¼�	�¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê1Ý2Ç	Á�¿

gξ(x) > 0
Â8¼

Γ
Ø

IëÑ�Ç2Î�Á�¿�Êç¾	Ó2Î}Æ2×6Æ2Ñ�»!È'ÖpÓ8¼zÀ�À�Ñ�ð�Æ8Î�Â	È	ÏæÈæÀ�È2Ê,Ê,Î�Á�Ó	È	Ç	Â2¿�À�Á�È�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èmh§Ó	È	Â8¼P¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�ÊçÁz¼�è
Ä�¿�ÎJÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2Î��

�é¶�tatOr � C	�1 	$	���	��� � "��	$��
G(x, s)


��������z�
(5)
*
(2)

���}" -��z- 0 - � - ���A��������$���$��æ0 - �� 2
�� �
�4�	$� A��/ �Ú�	
����	"��������

(a1, ξ]× (a1, ξ]
�
[ξ, a2)× [ξ, a2)

5
GdÁ�Ê,Î�Á�È2Ê1Ý�Ç	Á�¿æÃæÓ8¼zº�¿zÁ�ÎÚÙ�Û�â�ÜTÕ�Á�¿zÁÚð!Î�Ó2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�Áéºz×6ËÔ¾2¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â�È	Å=À�¿zÃ�Î�Ó	ï�Î�Â	Â2¿æÈ	Â	×6Ö�À�¿�è

¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	Ï�Ø
�������
	��
�
�
� '*)pUaÅ�Ë8Î�Ê,Ê4× Û=À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�È2Ê4¾'Ë2È	Ä'¼�Ò	È	½ ��Î�À}Ë2ÈçÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½Ôh§Ó	È	Â8¼æÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý

� à�	,Ó8¼�Ã�Â8¼SÂ	Ñ�Ë2ñ ÃPÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏæÁ�¿zÇ	Ä�ÎO¾	Ó#½	Ê,¿zÑ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä'¼
γ1×γ2

Ý#Á�¿PÃPÕ�Á�¿�Êçð!Îd¾	Ó#½	Ê,¿zÑ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä�Î
Â8¼�Ï'Æ8Î�Á�À�½�Á�¿zÇ	Ä'¼�Ã�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½Úh§Ó	È	Â8¼�À�Á�Ó2¿zÍ�¿pÊ,Î�Â	Ì�ï�ÎJÂ	Ñ�Ë2½§Ø



��à <d �������
 � 5��H5

�������
	��
�
�
� ��),QSÎ�Ê,ÊT¼æÛJÀ�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼�Æ	Ë2½pË2ñaº�¿zÍ�¿�Â2Î�Á�Ó	È	Ã�È8¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿=Ó2Î�ï�Î�Â	È	½Ú¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ	è
Â2¿zÍ�¿�Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	�Â8¼

Γ
Ý'Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»�Î�Í�¿=Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×HÊóÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �

22
	}Ø

�������
	��
�
�
� �%)�F Ù�Û�â�Ü6¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Â2¿	Ý,Ç	Á�¿�Î�À}Ë2È
u(x)

ÞjÂ2Î�Á�Ó	È	Ã�È8¼�Ë2Ì�Â2¿�ÎæÓ2Î�ï�Î�Â	È2Îm¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ	è
Â2¿zÍ�¿éÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	JÂ8¼

Γ
ÝsÑ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»�Î�ÎæÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �

22
	}ÝsÁ�¿éÈ	ÅmÓ8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼

u(x0) = 0
Ã

Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ�Á�¿zÇ	Ä�Î
x0 ∈ [a1, a2)

À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á=Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿
u′(x0 + 0)u′′(x0 + 0) < 0

Ø

" CPõÚu��,u �ë¹s÷'¶ ���8¸su8ö�÷�� � 
�¸sø $s¹s¹ 	Tqs¹s¸srÉøsqsr	¶#v8u��üù#r#·Tr#ús¹
(5)



(2)

KMÎ�¿zÓ2Î�ÊT¼áÛæ¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�Á�Ñ�À�Áz¼�Â2¿zÃ�È	Á�ÌgÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2×SÝ,¾2¿ÉÄ�¿zÁ�¿zÓ	×HÊYÊ,¿�ð�Â2¿ÔÀ�Ñ�Æ2È	Á�ÌÔ¿�¾2¿zÃ�Î}Æ8Î�Â	È	È
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èéh§Ó	È	Â8¼

G(x, s)
Å�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	�Ã�Á�Î}Ö�À}Ë2Ñ�Ç8¼�½�ÖæÄ�¿zÍ�Æ�¼=¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â8¼�½

s ∈ Γ
¾	Ó	È	Â	È2ÊT¼zÎ�Á

Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½ëº�Ë2È	Å�Ä	È2ÎmÄçÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â	×HÊ_Á�¿zÇ	Ä'¼zÊ1ØÚ]SË2½çÕ�Á�¿zÍ�¿�¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2È2Ê_¾8¼�Ó	ÑÔÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
wa1(x)

È
ya1(x)

Ý#Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÎd½'ÃzË2½'ñOÁ�À�½=Ó2Î�ï�Î�Â	È	½	Ê4Èæ¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿!Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	4Â8¼
Γ
Ý�Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»!È'è

Ê4È�Ã�Á�¿zÇ	Ä�Î
a2
Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×HÊóÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �

22
	}Ý2¼!Ã=Á�¿zÇ	Ä�Î

a1
Þ\Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê

wa1(a1) + α(a1)D
3w(a1) = 1, ϑ(a1)w

′
a1(a1)− β(a1)w

′′
a1(a1) = 0, (101)

ya1(a1) + α(a1)D
3y(a1) = 0, ϑ(a1)y

′
a1(a1)− β(a1)y

′′
a1(a1) = 1. (102)

f�Î�Â	½'½pÃ�¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	È	È�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
wa1(x)

È
ya1(x)

Ó2¿�Ë2½	Ê4ÈæÄ�¿zÂ	Ò2Î�Ã�×HÎaÁ�¿zÇ	Ä	È
a1
È
a2
Ý�¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê

Î�»�Î6¿�Æ2Â	ÑP¾8¼�Ó	ÑPÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
wa2(x)

È
ya2(x)

Ø4bJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	Ñ!Ä	Ó8¼zÎ�Ã#¼�½�Å�¼�Æ�¼�Ç8¼ � ��	}Ý � à�	�Â2Î�Ã�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â8¼'Ý
Á�¿=ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

wai(x)
È
yai(x)

¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	×_¿�Æ2Â2¿zÅ�Â8¼�Ç	Â2¿	Ø
GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊÉÇ2Î�Ó2Î�Å

lj(·)
Ý
j = 1, 2, 3, 4

Ý�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2¿zÂ8¼�Ë2×SÝ�¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½'ñO»!È2Î�Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×HÎ�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½ � ��	
� ÃSÁ�¿�ÊÉð!Î1¾2¿zÓ#½�Æ2Ä�Î�Ý�ÃJÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿�Êç¿zÂ	È=È'Æ2Ñ�ÁJÃ � ��	 	}Ý�¼OÇ2Î�Ó2Î�Å

φj(x)
Þ ÐJÑ�Â'Æ�¼zÊ,Î�Â	Áz¼�Ë2Ì�Â	Ñ�ñåÀ�È2À�Á�Î�Ê4Ñ

Ó2Î�ï�Î�Â	È	ÏÚÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	TÁz¼�Ä	Ñ�ñ�Ý'Ç	Á�¿
lj(φk) = δkj

Ý�Í�Æ8Î
δkj

Þ\À�È2Ê4Ã�¿�ËéìaÓ2¿zÂ2Î�Ä�Î�Ó8¼'Ø�UaÅJÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã
Û
	îã �#	mÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È h§Ó	È	Â8¼ëÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�ÝOÇ	Á�¿ë¾	Ó	ÈêË2ñaº�¿�Ê ÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿�Ê

s ∈ γ1
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

gs =
G(·, s) ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½ Ó2Î�ï�Î�Â	È2Î�Ê ¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿üÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � Û
	mÂ8¼

Γ\(a1, s)
ÝaÑ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»!È2Ê

Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �
22
	}Ø1bJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ�À�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Ñ�ñOÁp¾2¿�À�Á�¿�½'Â	Â	×HÎ

ψ
È
χ
Ý2Å�¼�Ã�È2À�½'»!È2Î!¿zÁ

s ∈ γ1
Ý2Áz¼�Ä	È2Î�Ý8Ç	Á�¿

¾	Ó	È
x ∈ Γ\(a1, s)

Æ	Ë2½mÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èæh§Ó	È	Â8¼!Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏÚÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	,È2Ê,Î�Î�Á�Ê,Î�À�Á�¿�¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË8Î�Â	È2Î

G(x, s) = wa1(x)ψ(s) + ya1(x)χ(s), (11)

Í�Æ8Î

ψ(s) = − [φ; 2, 3, 4](s)

p(s)[φ; 1, 2, 3, 4](s)
, χ(s) =

[φ; 1, 3, 4](s)

p(s)[φ; 1, 2, 3, 4](s)
,

¼�Ç2Î�Ó2Î�Å
[φ; i1, . . . , ik]

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç2Î�ÂéÃ�Ó2¿zÂ2À�Ä	È8¼�Â�À�È2À�Á�Î�Ê4×_ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï {φij}kj=1

Ø
]!Î�Ï2À�Á�Ã�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý�ÃpÁ�Ó2Î�Ñ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä�Î

a1 < s < x < ξ
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

wa1(x)ψ(s) + ya1(x)χ(s)
À�¿zÃzè

¾8¼�Æ�¼zÎ�ÁÔÀæÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2Î�Ïóh§Ó	È	Â8¼éÆ2Ã�Ñ#Ö'Á�¿zÇ2Î�Ç	Â2¿zÏáÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏóÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	 � À�Ê1Ø�ÝTÂ8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�ÝOÙ�Û�Ý,Í�ËMØ � Ü
	
È�Ý�À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,Î�Û�Ý�À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�Á�À�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È2Î�ÏÔh§Ó	È	Â8¼

G(x, s)
Å�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	}Ø�UaÅ=¿zÇ2Î�Ã�È'Æ	è

Â	×6Ö�Ã�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	È	Ï
wa1(x), ya1(x) ∈ C[Γ]

È
ψ(s), χ(s) ∈ C[a1, ξ]

À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿SÓ8¼zÀ�À�ÊT¼�Á�Ó	È	Ã#¼zÎ�ÊT¼�½
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½çÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â8¼ÉÂ8¼�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�Î {(x, s) ∈ Γ× Γ : s ∈ γ1, x ∈ Γ\(a1, s)}

Ø�ìaÓ2¿�Ê,ÎæÁ�¿zÍ�¿	Ý
¾	Ó	ÈÉÄ'¼�ð�Æ8¿�Ê ÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿�Ê

s ∈ γ1
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

wa1(·)ψ(s) + ya1(·)χ(s)
½'ÃzË2½	Î�Á�À�½�Ó2Î�ï�Î�Â	È2Î�Ê

¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿mÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	�Â8¼!¾	Ó2¿�Ê,Î�ð�Ñ�Á�Ä�Î
Γ\(a1, s)

ÈÚÑ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁmÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �
22
	}Ø,bJ¿�è

Õ�Á�¿�Ê4Ñ�È	Å!À�Ã�¿zÏ2À�Á�ÃÉÛ
	îã���	HÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�h§Ó	È	Â8¼mÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿mÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë�¼ � Û�Û
	1¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�ÁÚÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ
h§Ó	È	Â8¼�Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏ�Å�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	�Â8¼�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�Î {(x, s) ∈ Γ× Γ : s ∈ γ1, x ∈ Γ\(a1, s)}

Ø
�é¶�tatOr " Ù�Û ��Ü C � "�� s→ a1

�1 	$	���	���
χ(s) > 0

�'
���������� � ������� - $A���z$ - ����� - ��0 - "������	�!$A�
� - ��� �p� �z- ��
� �� * � �1 	$	���	���

ψ(s)
 �� - 
��A����
 - "������p� -�- ��$ - �p��$	���

ψ(s) = o (χ(s))
5

�é¶�tatOr � Ù�Û�Ý4Í�ËMØ � Ü C �6���	�ë� - � � �d���	�A��$A�
α(a1)

�#"�����
 - �á
��������z�
(9)

� - ��� �p��$� ���� * � -
0#"��

s = a1
��"M��
��	�

G(x, a1)
0#" - 0 - "��	� - $�������$��Ô$��

Γ
"M���p��$	���

wa1(x)
�p0 - � - ���A��������$	/H�

� - � � �d���	�A��$A� - �ó0#" - 0 - "��	� - $�������$ - ����� * � 5 � 5
ψ(a1) > 0

�
χ(a1) = 0

5



:A��� - 
���� - ���	�	�	�����	� - $	$ - ����� �1 	$	���	�	� � "��	$��J"���
�"�/1
�$ - �é�#"�����
 - ��
��������z� ��â

GdÇ2Î�Ã�È'Æ2Â2¿	ÝsÇ	Á�¿�Ê4×ßÊ,¿�ð!Î�Êò¾2¿�Ê,Î�Â	½'Á�ÌéÓ2¿�Ë2½	Ê4ÈçÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â	×HÎ=Ã�Î�Ó	ï!È	Â	×?Í�Ó8¼zÐP¼æÈÔ¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È	Á�Ì
ÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2Ñ�ÝH¼�Â8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â	Ñ�ñ � Û�Û
	}Ý6Ä�¿zÁ�¿zÓ8¼�½êºzÑ�Æ8Î�Ág¿z¾	È2À�×1Ã#¼�Á�ÌáÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ

G(x, s)
¾	Ó	È

s ∈ γ2
È

x ∈ Γ\(s, a2)
Ø

bJ¿�À�Áz¼�Ã�È2ÊçÃ!À�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�È2ÎdÄ'¼�ð�Æ8¿zÏmÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â2¿zÏmÁ�¿zÇ	Ä�Î
ai
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ�Ý#¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�Ê4Ñ�ñòÀ}Ë8Î}Æ2Ñ#è

ñO»!È2Êá¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê �

uai(x) =

{
wai(x), α(ai) 6= 0;

yai(x), α(ai) = 0.

��¶#u8qs¶�tOr � C �  2����� �1 	$	���	���
uai(x)

$A�1"���
�$���$� ����c
�� - �z�2�
x0 ∈ Γ

5J+�-�� ���æ�� ��p������
� 2���
����� - �

τ = τ(x0) > 0
* ��� - 0#"��

0 < |s − ai| < τ � s ∈ Γ
� ����� �1 	$	���	�	� � "��	$����#"�����
 - �


��������z�
(5)
*
(2)


�/10 - �	$A��$ - � -�- ��$ - �p��$	�A�

sign G(x0, s) = sign uai(x0).

C
I�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿ � Û�Û
	}Ý,¾	Ó	ÈgÃ�À�Î}Ö

s ∈ Γ
ÝsÆ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿�º�Ë2È	Å�Ä	È'ÖgÄgÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â2¿zÏëÁ�¿zÇ	Ä�Î

ai
ÝsÈ2Ê,Î�Î�Á

Ê,Î�À�Á�¿�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿
G(x0, s) = wai(x0)ψ(s) + yai(x0)χ(s).

RTÀ}Ë2È
α(ai) 6= 0

Ý8Á�¿
uai(x0) = wai(x0) 6= 0

È�Ý2Ã�Ã�È'Æ2ÑæË8Î�Ê,Ê4× �2Ý
ψ(ai) > 0

È
χ(ai) = 0

Ø1L_Áz¼�Ä
Ä'¼�Ä�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

ψ(s)
È
χ(s)

Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×SÝ8Á�¿�¾	Ó	È
s
Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿æº�Ë2È	Å�Ä	È'ÖÚÄ

ai
Å�Â8¼�ÄéÃ�Î}Ë2È	Ç	È	Â	×

G(x0, s)
À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�ÁmÀ�¿�Å�Â8¼�Ä�¿�Êó¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�Î}Æ8Î�Â	È	½

wai(x0)ψ(s)
Ý	Á�Ø2Î�ØTÀ�¿�Å�Â8¼�Ä�¿�Ê

uai(x0)
Ø

RTÀ}Ë2Èpð!Î
α(ai) = 0

Ý�Á�¿SÃ�º�Ë2È	Å�ÈpÁ�¿zÇ	Ä	È
ai
Ý�Ã�Ã�È'Æ2Ñ�Ë8Î�Ê,Ê4×Wâ'Ý

χ(s) > 0
È
ψ(s) = o (χ(s))

Ø4bJ¿�è
Õ�Á�¿�Ê4Ñp¾	Ó	È

s
Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿=º�Ë2È	Å�Ä	È'ÖmÄmÍ�Ó8¼�Â	È	Ç	Â2¿zÏÚÁ�¿zÇ	Ä�Î

ai
Å�Â8¼�Ä

G(x0, s)
À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�Á=À�¿!Å�Â8¼�Ä�¿�Ê

¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�Î}Æ8Î�Â	È	½
yai(x0)χ(s)

Ý	Ä�¿zÁ�¿zÓ	×1Ï�Ý8Ã=À�Ã�¿zñc¿zÇ2Î�Ó2Î}Æ2Ì2Ý8À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�ÁmÀ�¿�Å�Â8¼�Ä�¿�Ê
uai(x0)

Ø
B

� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶2CT<P��� - 
 - ��/ò$	����/1� - 
�$�������$	�A�a� - � � �d���	�A��$A���
δ > 0


� 2��� - 
��	�
(4)
* �1 	$	� �

�	���
ua1(x)

0 - � - ���A��������$��Ú$��m0 - �� 	�	$A����"�
����A�
(a1, ξ]

* � �1 	$	���	���
ua1(x)

0 - � - ���A��������$���$��
0 - �� 	�	$A����"�
����A�

[ξ, a2)
5

C
F�Ã�È'Æ2Ñ!¾2¿�Ë2Â2¿zÏm¼�Â8¼�Ë8¿zÍ�È	È=Ó8¼zÀ�À�Ñ�ð�Æ8Î�Â	È	Ï�Ý�Æ8¿zÄ'¼�ð!Î�ÊçÀ�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã�¿�À�Á�Ì!Ñ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È	½�Á�¿�Ë2Ìzè

Ä�¿mÆ	Ë2½
ua1(x)

Ø!F_À�È'Ë2Ñ�Ë8Î�Ê,Ê4×?à'Ý§¾	Ó	ÈÉÃ�À�Î}Ö
x ∈ (a1, ξ]

ºzÑ�Æ8Î�ÊêÈ2Ê,Î�Á�Ì
σG(x, a1 + 0) > 0

ØPUaÅ
Õ�Á�¿zÍ�¿æÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼æÈÉÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×ßàmÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿

ua1(x) > 0
Æ	Ë2½ÉÄ'¼�ð�Æ8¿zÍ�¿

x ∈ (a1, ξ]
Ø�ITË8Î}Æ8¿�è

Ã#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý#Æ8¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Ê,¿�ÎaÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2ÎaÊ,¿�ð!Î�Á�ºz×1Á�Ì!Â8¼�Ó	Ñ�ï�Î�Â2¿	Ý�Î�À}Ë2ÈæÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
ua1(x)

È2Ê,Î�Î�Á
Ä	Ó8¼�Á�Â	×1ÏüÂ	Ñ�Ë2Ì

x0 ∈ γ1
È'Ë2È�Ý6Î�À}Ë2È

ua1(ξ) = 0
ØóF\¾2Î�Ó	Ã�¿�ÊYÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ý�Ã�Ã�È'Æ2ÑëÂ2Î�Ã�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿�è

À�Á�ÈgÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏáÅ�¼�Æ�¼�Ç	ÈgÆ	Ë2½gÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	JÂ8¼
(x0, a2) ⊂ Γ

À=Ë2ñaºz×HÊ4ÈëÄ	Ó8¼zÎ�Ã�×HÊ4ÈáÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4È
Ã�È'Æ�¼ � à�	}Ý�¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Á�À�½§ÝsÇ	Á�¿

ua1(x) ≡ 0
Â8¼

(x0, a2)
ØæGdÁ�À�ñ6Æ�¼æÈÔÈ	Å=Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×?Î}Æ2È	Â2À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�À�Á�È

À�Ó8¼�Å�ÑgÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�ÁÉÁ�¿�ð�Æ8Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�ÎÚÓ8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿
ua1(x) ≡ 0

Â8¼éÃ�À�Î�Ê
Γ
Ý4Ç	Á�¿	ÝT¿zÇ2Î�Ã�È'Æ2Â2¿	ÝTÂ2Î�Ã�Î�Ó	Â2¿	Ø

ITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý
ua1(x) > 0

Â8¼
γ1
È
ua1(ξ) > 0

ØæbJ¿zÄ'¼�ð!Î�Ê1Ý4Ç	Á�¿ÚÃ�¾2¿�À}Ë8Î}Æ2Â2Î�ÊòÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�Î
Å�Â8¼�ÄéÓ8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼�Â2ÎSÃ�¿zÅ�Ê,¿�ð!Î�Â�Ø�]SË2½ÚÕ�Á�¿zÍ�¿=Â8¼zÊó¾2¿zÂ8¼�Æ8¿�ºzÈ	Á�À�½éÓ2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�ÁmÓ8¼zº�¿zÁ�×\Ù�Û�â�Ü�Ý8À�¿zÍ�Ë�¼zÀ}è
Â2¿!Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Ê4Ñ�Ý'Æ	Ë2½æÃ�À�½'Ä�¿zÍ�¿�Ó2Î�ï�Î�Â	È	½æ¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿=Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	TÂ8¼!È	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë8Î

(x0, a2) ⊂ Γ
Ý

Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñO»�Î�Í�¿=Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê �
22
	�È

σu(x0 + 0) > 0, σu′(x0 + 0) > 0, σu′′(x0 + 0) < 0

Ã�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â2¿=Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿
D3u(x0 + 0) > 0

Ø
baÓ2Î}Æ2¾2¿�Ë8¿�ð�È2Ê1ÝHÇ	Á�¿

ua1(ξ) = 0
Ø KM¿zÍ�Æ�¼'ÝHÀé¿�Æ2Â2¿zÏWÀ�Á�¿zÓ2¿zÂ	×SÝ1È	Å�¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	È	½êÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

ua1(x)
ÈóÅ�¼zÊ,Î�Ç8¼�Â	È	½êâÔÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�ñOÁÔÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼

u′a1(a1 + 0) > 0
È
u′′a1(a1 + 0) < 0

Ý1¿zÁ�Ä	Ñ�Æ�¼
¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

D3ua1(a1 + 0) > 0
Ø\LjÀéÆ2Ó	Ñ�Í�¿zÏòÀ�Á�¿zÓ2¿zÂ	×SÝOÈ	Å�Ñ�ð!Î�Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�Â	Â2¿zÍ�¿óÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼

ua1(ξ − 0) > 0
È�Á�¿zÍ�¿æð!Î�Å�¼zÊ,Î�Ç8¼�Â	È	½çâp¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

u′a1(ξ + 0) < 0
È
u′′a1(ξ + 0) > 0

Ý�¿zÁ�Ä	Ñ�Æ�¼



��� <d �������
 � 5��H5

D3ua1(ξ+0) < 0
Ø,bJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	ÑpÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ua1(x)
½'ÃzË2½	Î�Á�À�½=Ó2Î�ï�Î�Â	È2Î�Êg¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿�Ñ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½

� ��	}Ý	Á�¿
D3ua1(x) = const

Â8¼
γ1
Ø,bJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

D3ua1(a1 + 0) = D3ua1(ξ − 0) > 0
È

D3ua1(ξ − 0)−D3ua1(ξ + 0)− δua1 (ξ) > 0,
Á�ØAÎ�ØdÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ua1(x)
Â2Î!Ê,¿�ð!Î�Á�ºz×1Á�ÌmÓ2Î�ï�Î�Â	È2Î�ÊW¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿æÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	}ØObJ¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	Â2¿�Î

¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2ÎSÆ8¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�Ý8Ç	Á�¿
ua1(ξ) > 0

Ý8¼!Å�Â8¼�Ç	È	Á�Ý
ua1(x) > 0

Â8¼
(a1, ξ]

Ø
B��¶#u8qs¶�tOr " C �1 	$	���	��� � "��	$��p�#"�����
 - �ç
��������z�

(5)
*
(2)

���}" -��z- 0 - � - ���A��������$��æ$��
Γ × Γ� -�� ���m�ë� - ����� - � -�� ��� * � -�� ��� � - � � ��/ - ��$��m�2
 �1 	$	���	�	�

ua1(x)
�	�	�

ua2(x)
0 - � - ���A��������$��

$��!
'�����á�	$A����"�
����A�
Γ
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C � ���
�5< ����!#�0������+��4bJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	ÑÚÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½mh§Ó	È	Â8¼!¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼'Ý2Á�¿!È	ÅaÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×òàPÃ�×1Á�Î}èÄ'¼zÎ�Á�Ý�Ç	Á�¿S¿�º�ÎHÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
uai(x)

Â2Î�¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â	×êÂ8¼
Γ
ØsLêÈ	ÅdÀ}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	½=Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4× àaÈ�Ë8Î�Ê,Ê4×_Û

À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�ÝaÇ	Á�¿ó¿�º�ÎÉÕ�Á�ÈåÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È Â2Î�Ê,¿zÍ�Ñ�ÁáÈ2Ê,Î�Á�ÌóÄ	Ó8¼�Á�Â	×6Ö Â	Ñ�Ë8Î�Ï Â8¼
Γ
ØûITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý

uai(x) > 0
Â8¼

Γ
Ø

9:������������8#��������+��m]SË2½ç¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	Â2¿�À�Á�È�ÝTºzÑ�Æ8Î�ÊòÀ�Ç	È	Áz¼�Á�Ì2Ý,Ç	Á�¿
ua2(x) > 0

Â8¼
Γ
ØÚbaÓ2Î}Æ	è

¾2¿�Ë8¿�ð�È2Ê1Ý1Ç	Á�¿ÔÁ�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼�Â2Î�Ã�Î�Ó	Â8¼'ØWKM¿zÍ�Æ�¼ÔÈ	ÅéÅ�¼zÊ,Î�Ç8¼�Â	È	½òÛ�À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�ÁëÀ�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�¿zÃ#¼�Â	È2ÎéÁ�¿zÇ	Ä	È
(x0, s0) ∈ γ2 × γ1

Áz¼�Ä�¿zÏ�Ý�Ç	Á�¿
G(x0, s0) < 0

Ø6UaÅPÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�À�Á�È�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�h§Ó	È	Â8¼�Â8¼�¾	Ó#½	Ê,¿�è
Ñ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä�Î

γ2 × γ1
È�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã

σG(a2 − 0, s) > 0
¾	Ó	È

s ∈ γ1
� Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼pà�	}Ý

G(ξ, s) > 0
¾	Ó	È

s ∈ γ1
È
gξ(x) = G(x, ξ) > 0

¾	Ó	È
x ∈ γ2

� Ë8Î�Ê,ÊT¼Úà�	dÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�À�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�¿zÃ#¼�Â	È2Î�Á�¿zÇ	Ä	È
(x∗, s∗)¾	Ó#½	Ê,¿zÑ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä'¼

γ2 × γ1
Áz¼�Ä�¿zÏ�Ý4Ç	Á�¿

G(x∗, s∗) = ∂G
∂x (x

∗, s∗) = 0
� Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý,Ê,¿�ð�Â2¿éÃ�Å�½'Á�Ì

s∗ = inf {s ∈ (s0, ξ) ⊂ γ1 : gs(x) > 0
Â8¼
γ2}

È
x∗
Þ Áz¼�Ä	Ñ�ñ�ÝMÇ	Á�¿

gs∗(x
∗) = 0

	}ØæNJ¿	ÝsÀ�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿
Ñ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È	ñcË8Î�Ê,Ê4×?Û�Ý	À�Ó2Î�Å�Ä	È

gs(x)
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�h§Ó	È	Â8¼�Â2ÎaÈ2Ê,Î�ñOÁ�Ä	Ó8¼�Á�Â	×6ÖÚÂ	Ñ�Ë8Î�ÏÚÂ8¼

γ2
¾	Ó	È

s ∈ γ1
ØTbJ¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	Â2¿�ÎJ¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2Î!¿zÄ�¿zÂ	Ç8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿=Æ8¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼zÎ�ÁmÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4Ñ�Ø

BbJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	Ñ�Â2Î�¿�º�Ö#¿�Æ2È2Ê4×HÊgÈ�Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â	×HÊçÑ�À}Ë8¿zÃ�È2Î�Êç¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�ÈæÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È=h§Ó	È	Â8¼
Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏéÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½éÎ�Îa¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�Ì�Ù�Û��zÜ�Ý	Á�¿�È2Ê,Î�Î�ÁpÊ,Î�À�Á�¿=Ñ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2Î��

� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶�@8C��1 	$	���	��� � "��	$��a�#"�����
 - �p
��������z�
(5)
*
(2)

�'
���������� � - ���	�	�	�����	� - $	$	/H� ��� �
" - ��� -�� ���6�=� - ����� - � -�� ��� * � -�� ��� � - � ����/ - ��$��1�2
 �1 	$	���	�	�

ua1(x)
�	�	�

ua2(x)
0 - � - ���A��������$��

$��!
'�����á�	$A����"�
����A�
Γ
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� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶ � C �1 	$	���	�	�
ua1(x)

�
ua2(x)

�	�)� -a- ���T0 - � - ���A��������$	/ó$��d
'�����É�4$ - �=������
'�
Γ
*

�	�)� - �2�����P�æ" - 
�$ - 0 -Ô- ��$ - �M ü0#" - ��� - �M ü$� ���� $��
Γ
5 � - � 
'� - " - � ���� ��#��� * $� ����'�1 	$	���	�	�

ua1(x)
�A�����A�!
�$� A�}"��Ú�	$A����"�
������

γ2
* �P$� ���� �1 	$	���	�	�

ua2(x)
�A�����A�P
�$� A�}"����	$A����"�
������

γ1
5

C
]!Î�Ï2À�Á�Ã�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý'Î�À}Ë2È�Ý#Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý#¾	Ó2Î}Æ2¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Ì2Ý'Ç	Á�¿SÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ua2(x)
¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼

Â8¼
Γ
Ý�¼ÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ua1(x)
Â2Î�Á�ÝTÁ�¿	ÝTÃÔÀ�È'Ë2ÑçÅ�¼zÊ,Î�Ç8¼�Â	È	½üàéÈóÀ}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	½ëÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4× à'Ý�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ua1(x)
¾	Ó	È	Â	È2ÊT¼zÎ�Áæ¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â	×HÎ!Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½�Â8¼�È	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë8Î

γ2
Ø�KM¿zÍ�Æ�¼'Ý�ÀS¿�Æ2Â2¿zÏÉÀ�Á�¿zÓ2¿zÂ	×SÝ2È	Å

Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×üàdÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿OÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½!h§Ó	È	Â8¼dÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏ�Å�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	§¾	Ó	È	Â	È2ÊT¼zÎ�ÁS¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â	×HÎ
Å�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½§ÝH¼'Ý6ÀæÆ2Ó	Ñ�Í�¿zÏüÀ�Á�¿zÓ2¿zÂ	×SÝ6È	Å�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4× â�À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý1Ç	Á�¿Ô¿zÂ8¼É¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼çÂ8¼ÉÃ�À�Î�Ê
Ä	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Á�Î

Γ× Γ
Ø,bJ¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	Â2¿�ÎS¾	Ó2¿zÁ�È	Ã�¿zÓ2Î�Ç	È2ÎJÆ8¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�Ý�Ç	Á�¿

ua1(x) > 0
Â8¼

Γ
Ø
B

� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶ " C �1 	$	���	��� � "��	$����#"�����
 - �W
��������z�
(5)
*
(2)

�'
���������� � - ���	�	�	�����	� - $	$	/H�
���	" - �ç� -�� ���d�p� - ����� - � -�� ��� * � -�� ���d
�/10 - �	$A��$ - � - � � ��/ - ��$ - �2
�$A��"���
'��$A����


σua1(a2−0) > 0�	�	�
σua2(a1 + 0) > 0
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C
IçÑ�Ç2Î�Á�¿�Ê�À}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	Ï�Û�Èpà'ÝzÆ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿P¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì2Ý#Ç	Á�¿aÈ	Å1Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼

σua1(a2−0) > 0À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á
ua1(x) > 0

Â8¼
γ2
Ø bJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	Ñ

ua1(ξ) > 0
� À}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È2ÎÔÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4× à�	pÈòÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ua1(x)
È2Ê,Î�Î�Á�Â8¼!È	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë8Î

γ2
Â2ÎJº�¿�Ë8Î�ÎJ¿�Æ2Â2¿zÍ�¿=¾	Ó2¿�À�Á�¿zÍ�¿�Â	Ñ�Ë2½ � À}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È2Î!àPÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×_â�	}Ý'Á�¿

ua1(x) > 0
¾	Ó	ÈmÃ�À�Î}Ö

x ∈ γ2
Ý'¼SÅ�Â8¼�Ç	È	Á�Èm¾	Ó	ÈmÃ�À�Î}Ö

x ∈ Γ
Ø�]SË2½mÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

ua1(x)
Ó8¼zÀ�À�Ñ�ð�Æ8Î�Â	È	½

¼�Â8¼�Ë8¿zÍ�È	Ç	Â	×HÎ�Ø
B�é¶�tatOrÚ>AC �  2����� �1 	$	���	���

ua1(x)
"���
�$��H$� ����á
P� - �z�2�

x∗ ∈ γ2
56+�-�� ���H0#"��

s ∈ (x∗, a2) ⊂
γ2
��"M��
��	�

gs(x)
����$������J
�$����m$��d"M���}"M�

γ1
* �J0#"��

s ∈ (ξ, x∗] ⊂ γ2
��"M��
��	�

gs(x)
0 - � - ���A��������$��

$��
Γ
5
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�$ - �é�#"�����
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��������z� � �

C
F�Ã�È'Æ2ÑÔÀ}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	½ëàÚÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×ûâ'Ý

ua1(x) < 0
Â8¼

(x∗, a2)
È
ua1(x) > 0

Â8¼
(ξ, x∗)

ØÚRTÀ}è
Ë2È

x∗ < s < a2
Ý6Á�¿	Ý6Ã�Ã�È'Æ2ÑáÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4× à'Ý

σgs(a1 + 0) < 0
ÝH¼�Ã�Ã�È'Æ2ÑëË8Î�Ê,Ê4× à'Ý

gs(ξ) > 0
Ø

ITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
gs(x)

Ê,Î�Â	½	Î�Á=Å�Â8¼�Ä�Â8¼!Ó2Î�ºzÓ2Î
γ1
Ø

RTÀ}Ë2Èæð!Î
ξ < s < x∗

Ý#Á�¿	Ý�Ã�Ã�È'Æ2ÑpÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×åà'Ý
σgs(a1 +0) > 0

Ý	¼SÃ�Ã�È'Æ2Ñ=Ë8Î�Ê,Ê4×åà'Ý
gs(ξ) > 0

Ø
bJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	ÑmÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

gs(x)
È2Ê,Î�Î�Á�Â8¼

γ1 = (a1, ξ)
Â2ÎOº�¿�Ë8Î�Îa¿�Æ2Â2¿zÍ�¿!¾	Ó2¿�À�Á�¿zÍ�¿!Â	Ñ�Ë2½ � Ë8Î�Ê,ÊT¼mÛ
	}Ý

Á�¿
gs(x) > 0

Â8¼
γ1
È�Ý	Ã�À}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È2ÎJË8Î�Ê,Ê4×_à'Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

gs(x) > 0
Â8¼

Γ
Ø

NS¼zÊ�¿�À�Áz¼zÎ�Á�À�½P¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì2Ý�Ç	Á�¿HÀ�Ó2Î�Å�Ä'¼
gx∗(x)

¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼dÂ8¼
Γ
Øs[8Æ8Î�À�ÌOÊ4×�Ã�¿�À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�Î�Ê,À�½

Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�À�Á�Ì�ñcÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èæh§Ó	È	Â8¼PÈpÁ�Î�Ê1Ý�Ç	Á�¿
gs(x) > 0

Â8¼
Γ
¾	Ó	ÈmÃ�À�Î}Ö

s ∈ (ξ, x∗) ⊂ γ2
Ø,baÓ	È

s → x∗ − 0
ºzÑ�Æ8Î�Á�Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½'Á�Ì�À�½üÀ�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È2Î

gs(x) → gx∗(x) > 0
ØëLû¾2¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	ÑóÀ�Ó2Î�Å�Ä'¼

gx∗(x)
Â2ÎaÈ2Ê,Î�Î�ÁpÄ	Ó8¼�Á�Â	×6ÖÚÂ	Ñ�Ë8Î�ÏÚÂ8¼

Γ
Ý'Á�¿

gx∗(x) > 0
Â8¼

Γ
Ø
B

]!¿zÄ'¼�Å�¼�Â	Â8¼�½éË8Î�Ê,ÊT¼�¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�ÁmÃ�×6Æ8Î}Ë2È	Á�ÌæÂ8¼
Γ× Γ

¾2¿�Æ8Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿ÚÂ8¼�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÊüÅ�Â8¼�Ä�¿z¾2Î}è
Ó2Î�Ê,Î�Â	Â8¼�½�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½Úh§Ó	È	Â8¼�Å�¼�Ã�Î}Æ8¿�Ê,¿pºzÑ�Æ8Î�Á�¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼'Ø

��¶#u8qs¶�tOr � C �  2����� �1 	$	���	���
ua1(x)

"���
�$���$� ���� 
ç� - �z�2�
x2 ∈ γ2

* � �1 	$	���	���
ua2(x)"���
�$��æ$� ����\
Ô� - �z�2�

x1 ∈ γ1
5�+�-�� ��� �1 	$	���	��� � "��	$��Ú�#"�����
 - �ë
��������z�

(5)
*
(2)

���}" -��z- 0 - �
� - ���A��������$��Ô$����4$ - �=������
'� * 0 - �� ��#����� - �  ������A��$	�A���?�2
��	
����	"������

Γ × Γ
��
� �� - ���#"�/a��/ �

0#"��	� -  �z- ����$	�	� - 

(a1, x1)× (x2, a2) ⊂ γ1 × γ2

�
(x2, a2)× (a1, x1) ⊂ γ2 × γ1
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GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊgÇ2Î�Ó2Î�Å
N

Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿!Ã�À�Î}Ö�Á�¿zÇ2Î�ÄmÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼
Γ×Γ

ÃPÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6ÖpÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½=h§Ó	È'è
Â8¼

G(x, s)
Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏæÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	4Ó8¼�Ã�Â8¼SÂ	Ñ�Ë2ñ�Ø,NS¼zÀHÈ	Â	Á�Î�Ó2Î�À�Ñ�Î�Á�À}Ë2Ñ�Ç8¼�Ï�Ý�Ä�¿zÍ�Æ�¼

N 6= ∅
Ø4UaÅ

Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4× �SÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿JÃ�À�Î6Á�¿zÇ	Ä	È
N

Ë8Î�ð�¼�ÁSÃJ¾	Ó#½	Ê,¿zÑ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä'¼�Ö
(a1, x1)×(x2, a2) ⊂ γ1×γ2È

(x2, a2)× (a1, x1) ⊂ γ2 × γ1
Ý	¾	Ó	È	Ç2Î�ÊóÃ�À�½'Ä'¼�½é¾	Ó#½	ÊT¼�½§Ý8¾8¼�Ó8¼�Ë	Ë8Î}Ë2Ì�Â8¼�½éÄ'¼�Ä�¿zÏ'è Â	È2ºzÑ�Æ2ÌæÈ	ÅSÄ�¿�è

¿zÓ�Æ2È	Â8¼�Á�Â	×6Öë¿�À�Î�Ï�ÝsÈ2Ê,Î�Î�Á�ÀpÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿�Ê
N

Â2Îpº�¿�Ë8Î�Îp¿�Æ2Â2¿zÏë¿�ºz»�Î�ÏgÁ�¿zÇ	Ä	È � Ë8Î�Ê,Ê4× Û=Èëà�	}Ø
�6¿�Ë8Î�Î�Á�¿zÍ�¿	ÝzÈ	Å6Õ�Á�È'ÖPð!Î�Ë8Î�Ê,Ê�È�Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�À�Á�È=ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È�h§Ó	È	Â8¼OÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿OÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿

NÂ2ÎaÈ2Ê,Î�Î�Á=È	Å�¿�Ë2È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â	×6Ö�Á�¿zÇ2Î�Ä�ÈÚÃ�Ë2ñaº�¿zÏ�¿zÄ	Ó2Î�À�Á�Â2¿�À�Á�ÈéÁ�¿zÇ	Ä	È
(x, s) ∈ N ∩ (Γ× Γ)

ÐJÑ�Â	Ä'è
Ò	È	½Éh§Ó	È	Â8¼mÊ,Î�Â	½	Î�ÁÚÅ�Â8¼�Ä�ØSL ¾2¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	ÑÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

G(x, s)
À�È2Ê,Ê,Î�Á�Ó	È	Ç	Â8¼ � À�Ê1Ø�Ù�Û�â�Ü
	HÈ�À�Á�Ó2¿zÍ�¿

¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�Â8¼pÆ2È8¼�Í�¿zÂ8¼�Ë2ÈçÄ	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Áz¼
Γ × Γ

� Ë8Î�Ê,ÊT¼éà�	}Ý§Á�¿�Ê,¿�ð�Â2¿ÚÅ�¼�Ä'Ë2ñOÇ	È	Á�Ì2ÝMÇ	Á�¿ÚÊ4Â2¿�è
ð!Î�À�Á�Ã�¿

N
¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË2½	Î�ÁæÀ�¿�º�¿zÏ�¾8¼�Ó	ÑmÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×6Ö�Ä	Ó	È	Ã�×6Ö§Ý2À�È2Ê,Ê,Î�Á�Ó	È	Ç	Â	×6Öé¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿

Æ2È8¼�Í�¿zÂ8¼�Ë2È
x = s

Ý	ÀOÄ�¿zÂ	Ò8¼zÊ4È�Â8¼�À�Á�¿zÓ2¿zÂ8¼�ÖÚÄ	Ã#¼�Æ2Ó8¼�Áz¼
Γ× Γ

Ø,baÓ	È
δ → ∞ Ä	Ó	È	Ã�×HÎ�Ý	Å�¼�Æ�¼�ñO»!È2Î

Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿
N
Ý	Â8¼�Ç	È	Â8¼�ñOÁmÀ�Á�Ó2Î�Ê4È	Á�Ì�À�½�ÄéÀ�Á�¿zÓ2¿zÂ8¼zÊ

x = ξ
È
s = ξ

¾	Ó#½	Ê,¿zÑ�Í�¿�Ë2Ì�Â	È	Ä�¿zÃ
γ2 × γ1È

γ1 × γ2
Ý8¼!Ã�¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2Ì�Â2¿�ÊüÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

δ = ∞ À�¿zÃ�¾8¼�Æ�¼zÎ�ÁmÀJÕ�Á�È2Ê4ÈéÀ�Á�¿zÓ2¿zÂ8¼zÊ4È�Ø
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�¸sø $s¹s¹ 	Tqs¹s¸sr
vçö � 
�úsr	¶é¸s¶)&su�·Tv8¹ �ë¸�� �ëø§u8¸ $su8v

F6À�ñ6Æ2ÑæÃ�Õ�Á�¿�Êó¾	Ñ�Â	Ä	Á�ÎSÀ�Ç	È	Áz¼zÎ�Ê1Ý2Ç	Á�¿�Ã�Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×6Ö�Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½�Ö � à�	
α(a1) = α(a2) = 0

Ø�FüÆ�¼�Â'è
Â2¿�ÊåÀ}Ë2Ñ�Ç8¼zÎ

uai(x) ≡ yai(x)
Ø�fé×Y¿�º�À�Ñ�Æ2È2Ê Ã�¿z¾	Ó2¿�À=¿æÁ�¿�Ê1Ý�Ä'¼�ÄÔÃ�Î}Æ2Ñ�Á�À�Î�º�½ÔÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

yai(x)
Ý

Î�À}Ë2ÈçÊ4×YÊ,Î�Â	½	Î�ÊWÃÚÄ	Ó8¼zÎ�Ã�×6ÖÉÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½�Ö � à�	dÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	½�Ä�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�¿zÃ
ϑ(·) Ý β(·) Ø ��Ñ�Æ8Î�ÁÚ¾2¿�èÄ'¼�Å�¼�Â2¿	ÝAÇ	Á�¿pÅ�Â8¼�Ä�¿zÃ�×HÎ�À�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã#¼mÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï

yai(x)
Â2ÎPÅ�¼�Ã�È2À�½'ÁÚ¿zÁmÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	Ï

ϑ(·) Ý β(·) ØOF�Ã�È'Æ2Ñ¾2¿�Ë2Â2¿zÏ�¼�Â8¼�Ë8¿zÍ�È	È�ÝAÊ4×ò¾2¿zÄ'¼�ð!Î�Ê1ÝAÇ	Á�¿m¿zÁpÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È	Ï
ϑ(·) Ý β(·) Â2ÎSÅ�¼�Ã�È2À�È	ÁmÅ�Â8¼�Ä�Á�¿�Ë2Ì�Ä�¿m¿�Æ2Â2¿zÏÈ	ÅSÕ�Á�È'ÖÚÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï�Ý	Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý

ya1(x)
Ø

V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊüÄ	Ó8¼zÎ�Ã�Ñ�ñcÅ�¼�Æ�¼�Ç	Ñ

Lu = 0, x ∈ Γ,

u(a1) = 0, ϑ(a1)u
′(a1)− β(a1)u

′′(a1) = 1,

u(a2) = 0, u′(a2)u
′′(a2) 6 0,

(12)

Èé¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊóÇ2Î�Ó2Î�Å
Y
Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿pÃ�À�Î}ÖÚÎ�ÎJÓ2Î�ï�Î�Â	È	Ï�Ø

bJ¿�À�Áz¼�Ã�È2Ê ÃæÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�È2Î�Ä'¼�ð�Æ8¿�Ê4ÑÉÎ}Æ2È	Â	È	Ç	Â2¿�Ê4ÑéÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ	Ñ
(ϑ, β) ∈ R

2
+

ÀPÂ2Î�¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ìzè
Â	×HÊ4ÈòÄ�¿�¿zÓ�Æ2È	Â8¼�Áz¼zÊ4ÈYÁz¼�Ä	Ñ�ñ ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ñ

u(x) ∈ Y
ÝaÇ	Á�¿óÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ	×

(u′(a2), u
′′(a2)) ∈ R

2 È
(ϑ, β)

¿zÓ	Á�¿zÍ�¿zÂ8¼�Ë2Ì�Â	×SØáUaÅÚÂ2Î�Ã�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿�À�Á�ÈêÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏáÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	PÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿ÉÁz¼�Ä'¼�½
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½�À�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Ñ�Î�ÁmÈÉÎ}Æ2È	Â2À�Á�Ã�Î�Â	Â8¼'ØJbJ¿�Ë2Ñ�Ç2Î�Â	Â2¿�Î�¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î

(ϑ, β) 7→ u(x)
Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼

O+ =
{
(ϑ, β) : ϑ2 + β2 = 1, β, ϑ > 0

} Ã
Y
À�ñOÓ	Ì�Î�Ä	Á�È	Ã�Â2¿	ÝAÂ2¿	Ý�Ã�¿�¿�ºz»�Î!Í�¿zÃ�¿zÓ#½§ÝAÂ2ÎP½'ÃzË2½	Î�Á�À�½

Ã�Å�¼�È2Ê4Â2¿�¿�Æ2Â2¿zÅ�Â8¼�Ç	Â	×HÊ1Ø1GHÆ2Â8¼�Ä�¿	Ý	Ã�Ã�È'Æ2ÑpÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿zÏ�Å�¼�Ã�È2À�È2Ê,¿�À�Á�ÈÚÓ2Î�ï�Î�Â	È	ÏÚÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏÚÅ�¼�Æ�¼�è
Ç	È � ��	}Ý � à�	T¿zÁ!Ä�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�¿zÃ!Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×6ÖmÑ�À}Ë8¿zÃ�È	Ï�Ý�Õ�Á�¿!¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Îa½'ÃzË2½	Î�Á�À�½mÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×HÊ
� Ê4×å¾2¿�Ë�¼�Í�¼zÎ�Ê1Ý2Ç	Á�¿�Â2¿zÓ2ÊT¼�Ã

O+ È	Â'Æ2Ñ�Ò	È	Ó2¿zÃ#¼�Â8¼�È	Å
R
2 Ý2¼!Â2¿zÓ2ÊT¼�Ã Y

Þ\È	Å
C3[Γ]

	}Ø
�é¶�tatOr �§C �  2����� �1 	$	���	���

u(x) ∈ Y
 �� - 
��A����
 - "������Ú 2��� - 
����	�

u′(a2) = u′′(a2) = 0
5

+�-�� ���
Y = {u(x)} 5

C
Ks¼�Ä Ä'¼�Ä

u′(a2) = u′′(a2) = 0
Ý�Á�¿YÆ	Ë2½ Ë2ñaº�¿zÏ ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

v(x) ∈ Y
Ã�Î�Ä	Á�¿zÓ	×

(u′(a2), u
′′(a2))

È
(v′(a2), v

′′(a2))
¿zÓ	Á�¿zÍ�¿zÂ8¼�Ë2Ì�Â	×\Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Ê4ÑçÂ2Î�Â	Ñ�Ë8Î�Ã�¿�Ê4ÑÔÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ	Ñ

(ϑ, β) ∈
O+ Ý§¼pÅ�Â8¼�Ç	È	ÁæÑ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½'ñOÁé¿�Æ2Â	È2ÊêÈÉÁ�Î�Êêð!Î!Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×HÊêÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê1ØSUaÅ�Â2Î�Ã�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿�À�Á�È
Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏéÅ�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	6À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á

v(x) ≡ u(x)
Â8¼

Γ
Ø
B

� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶2C � � - �}"����=��$	�A�
O+ 7→ Y

�	�)� - 0 - ��� - �'$	$ -�* �	�)� - �'
���������� � �z- ��� - � - " �d�2
�� - � 5
�é¶�tatOråB�C �  2����� u(x) ∈ Y

5 �6���	�
σu(a2 − 0) > 0

* � - ��������� � - �'�1 	$	���	�	�
v(x) ∈ Y�����	�=� �� ��M���P
�/10 - �	$A��$ - $A��"���
'��$A����
 -

σv(a2 − 0) > 0
5

C
UaÅSÅ�¼zÊ,Î�Ç8¼�Â	È	½�à�À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý2Ç	Á�¿�Ë2ñaº�¼�½�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

v(x) ∈ Y
È2Ê,Î�Î�ÁpÂ8¼�Ó2Î�ºzÓ2Î

γ2
Ä�¿zÂ2Î�Ç	Â2¿�Î

Ç	È2À}Ë8¿�Â	Ñ�Ë8Î�Ï�ØTbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4ÑæÃ�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼
σv(a2 − 0)

¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â8¼�Æ	Ë2½æÃ�À�Î}Ö
v(x) ∈ Y

Ø
baÓ2Î}Æ2¾2¿�Ë8¿�ð�È2Ê1ÝTÇ	Á�¿�Æ8¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Ê,¿�ÎæÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2ÎæÂ2ÎpÃ�Î�Ó	Â2¿	Ý4Á�ØsÎ�ØéÀ�Ñ�»�Î�À�Á�Ã�Ñ�Î�ÁÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

z(x) ∈ Y
Æ	Ë2½ÉÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ

σz(a2 − 0) < 0
Ø!KM¿zÍ�Æ�¼'Ý�ÃÚÀ�È'Ë2ÑéË8Î�Ê,Ê4× � ÝAÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ

(z′(a2), z
′′(a2))

Â2Î
Â	Ñ�Ë8Î�Ã�¿zÏ�È�Ý'Ã�Ã�È'Æ2Ñ

z(a2) = 0
È � Û�à�	}Ý	¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	ÁpÅ�¼zÊ4×1Ä'¼�Â	È	ñ Ã�Á�¿zÓ2¿zÏéÇ2Î�Á�Ã�Î�Ó	Á�È�¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È�Ý

¼�Ã�Î�Ä	Á�¿zÓ
(u′(a2), u

′′(a2))
Ý6ÃgÀ�È'Ë2ÑáÑ�À}Ë8¿zÃ�È	Ï

u(a2) = 0
Ý
σu(a2 − 0) > 0

È � Û�à�	}Ý6¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î}è
ð�È	ÁpÅ�¼zÊ4×1Ä'¼�Â	È	ñ Ç2Î�Á�Ã�Î�Ó	Á�¿zÏ�Ç2Î�Á�Ã�Î�Ó	Á�È

R
2 Ø�V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊW¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î O+ 7→ Y

Ø�bJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	Ñ
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

u(x)
È
z(x)

Ó8¼�Å�Ë2È	Ç	Â	×SÝ'Á�¿PÈ	ÅJÀ}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	½mË8Î�Ê,Ê4× � Ã�×1Á�Î�Ä'¼zÎ�Á�Ý	Ç	Á�¿!Õ�Á�¿�¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î
Ã�Å�¼�È2Ê4Â2¿æ¿�Æ2Â2¿zÅ�Â8¼�Ç	Â2¿�Î�ÈéÆ	Ë2½�Ë2ñaº�¿zÏÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

v(x) ∈ Y
Ã�Î�Ä	Á�¿zÓ

(v′(a2), v
′′(a2))

Â2ÎPÂ	Ñ�Ë8Î�Ã�¿zÏ�Ø
baÑ�À�Á�Ì (

ϑu, βu
) È (

ϑz, βz
) ¾	Ó2¿�¿�ºzÓ8¼�Å�×üÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï

u(x)
È
z(x)

¾	Ó	È=¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	È
O+ 7→ Y

ØsbaÓ	È
Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�ÊWÀ�Á�Ó2Î�ÊsË8Î�Â	È	ÈÉÁ�¿zÇ	Ä	È

(ϑ, β) ∈ O+ ¿zÁ (
ϑz, βz

)
∈ O+ Ä (ϑu, βu

)
∈ O+ Â2Î�Â	Ñ�Ë8Î�Ã�¿zÏ

Ã�Î�Ä	Á�¿zÓ
(v′(a2), v

′′(a2))
ÝMÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»!È	Ïg¿�ºzÓ8¼�Å�ÑÉÁ�¿zÇ	Ä	È

(ϑ, β)
Ý�Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�Æ8¿�Ë2ð!Î�ÂgÀ�Á�Ó2Î}è

Ê4È	Á�À�½ ¿zÁ
(z′(a2), z

′′(a2))
Ä

(u′(a2), u
′′(a2))

ÝdÇ	Á�¿gÂ2Î�Ã�¿zÅ�Ê,¿�ð�Â2¿	ÝOÁz¼�ÄWÄ'¼�Ä
v′(a2)v

′′(a2) 6 0È |v′(a2)| + |v′′(a2)| > 0
Æ	Ë2½åË2ñaº�¿zÏ ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

v(x) ∈ Y
Ý!¼óÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ	×

(z′(a2), z
′′(a2))

Ä
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(u′(a2), u
′′(a2))

¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�¼�ÁgÓ8¼�Å�Â	×HÊ Ç2Î�Á�Ã�Î�Ó	Á�½	ÊY¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È�ØWITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý6Ä'¼�Ä�¿zÃ#¼Ôºz×
Â	È�ºz×6Ë�¼=ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

v ∈ Y
Ý	Ã�Î�Ä	Á�¿zÓ	×

(v′(a2), v
′′(a2))

È
(u′(a2), u

′′(a2))
Æ8¿�Ë2ð�Â	×òË8Î�ð�¼�Á�ÌmÃp¿�Æ	è

Â2¿zÏ�Ç2Î�Á�Ã�Î�Ó	Á�È�¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È�Ý8Á�Ø2Î�Ø
σv(a2 − 0) > 0

Æ	Ë2½ÚÃ�À�Î}Ö
v ∈ Y

Ø
B

V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2Ê Á�Î�¾2Î�Ó	ÌWÃ�¿z¾	Ó2¿�Àë¿üÅ�¼�Ã�È2À�È2Ê,¿�À�Á�È Å�Â8¼�Ä�¿zÃ�×6ÖcÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�ÃWÓ2Î�ï�Î�Â	È	Ï_Å�¼�Æ�¼�Ç	È � Û�à�	
¿zÁòÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�¿zÃ

ϑ(a1)
È
β(a1)

Ø [§¼zÊ,Î�Â	È2ÊjÃòÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏ\Å�¼�Æ�¼�Ç2Î � Û�à�	�Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿�ÎüÑ�À}Ë8¿zÃ�È2Î
ϑ(a1)u

′(a1)− β(a1)u
′′(a1) = 1

Â8¼�º�¿�Ë8Î�ÎS¿�ºz»�Î�Î

u′′(a1)u
′(a1) < 0,

¼ÚÃ�À�Îp¿�À�Áz¼�Ë2Ì�Â	×HÎmÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½ç¿�À�Áz¼�Ã�È2Êcº�Î�ÅpÈ	Å�Ê,Î�Â2Î�Â	È	½§Ø�GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê_Ç2Î�Ó2Î�Å
Y∗ Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿�Ã�À�Î}Ö

Ó2Î�ï�Î�Â	È	Ï�Ý4¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È	Ã�ï�Î�Ï2À�½gÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏgÅ�¼�Æ�¼�Ç	È�ØÉUaÅpÅ�¼zÊ,Î�Ç8¼�Â	È	½áâ�À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�ÁÉÃ�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	È2Î
Y ⊂ Y∗ Ý

Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÎSÃ�Ê,Î�À�Á�ÎSÀaÂ2Î�Ã�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	Â2¿�À�Á�Ì�ñ?Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏ�Å�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	�¾2¿zÅ�Ã�¿�Ë2½	Î�ÁmÀ�ÐS¿zÓ2Ê4Ñ�Ë2È	Ó2¿zÃ#¼�Á�Ì
Áz¼�Ä�¿�ÎSÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2Î��

�é¶�tatOr �§C
Y∗ = {λY, λ > 0} 5

]!Î�Ï2À�Á�Ã�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý#Î�À}Ë2È
u(x)

¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×1Ï�Õ�Ë8Î�Ê,Î�Â	ÁJÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼
Y
ÝzÁ�¿	Ý�Ä'¼�Ä�¿zÃ�¿Sºz×gÂ	È�ºz×6Ë8¿

Ç	È2À}Ë8¿
λ > 0

ÝsÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
λu(x)

ÝsÃéÀ�È'Ë2Ñ�Å�¼zÊ,Î�Ç8¼�Â	È	½ëâ'ÝM¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	Á
Y∗ ØÚU Â8¼z¿�º�¿zÓ2¿zÁ�Ý,Î�À}Ë2È

u(x)
¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×1ÏpÕ�Ë8Î�Ê,Î�Â	ÁSÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼

Y∗ ÝzÁ�¿ ϑ(a1)u′(a1)−β(a1)u′′(a1) = λ > 0
ØsbJ¿zÕ�Á�¿�Ê4Ñ

1
λu(x) ∈ Y

Ø
��¶#u8qs¶�tOrá>AC��4�A������$A��/c�4$ - �=������
��

Y∗ �	�)� - 
'���P���}" -��z- 0 - � - ���A��������$	/ $��
Γ
* �	�)� - 
'���


�$���� - 0A��"M������$	$	/a� 5

C
IóÑ�Ç2Î�Á�¿�ÊgË8Î�Ê,Ê4×òä'Ý#Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿�Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì=Ñ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2ÎJÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4×WÆ	Ë2½

Y
Ø �6¿�Ë8Î�ÎOÁ�¿zÍ�¿	Ý

Æ8¿�À�Áz¼�Á�¿zÇ	Â2¿�¾2¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Ì2Ý�Ç	Á�¿�È	ÅÚ¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�Èê¿�Æ2Â2¿zÍ�¿�Õ�Ë8Î�Ê,Î�Â	Áz¼ÉÈ	Å
Y
À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�¾2¿�Ë8¿�ð�È'è

Á�Î}Ë2Ì�Â2¿�À�Á�ÌpÃ�À�Î}ÖæÕ�Ë8Î�Ê,Î�Â	Á�¿zÃmÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼
Y
Ø

UaÅ!¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	È	½ÉÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼
Y
À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿=Ë2ñaº�¼�½éÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

v(x) ∈ Y
½'ÃzË2½	Î�Á�À�½�Ó2Î�ï�Î}è

Â	È2Î�Ê Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏçÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏÔÅ�¼�Æ�¼�Ç	ÈÔÆ	Ë2½�¿�Æ2Â2¿zÓ2¿�Æ2Â2¿zÍ�¿éÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	½ � ��	OÀ�Ä	Ó8¼zÎ�Ã�×HÊ4ÈçÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½	Ê4È
�
102

	}Ý �
22
	}Ø,baÓ	È	Ç2Î�ÊáÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�×

ϑ(a2)
Ý
β(a2)

Ñ�À}Ë8¿zÃ�È	½æÃ�Í�Ó8¼�Â	È	Ç	Â2¿zÏ�Á�¿zÇ	Ä�Î
a2
¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½�è

ñOÁ�À�½ÉÄ�¿�¿zÓ�Æ2È	Â8¼�Áz¼zÊ4ÈëÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ8¼ (
ϑ, β

)
∈ O+ Ý§Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Ê4Ñ�¿zÁ�Ã�Î�Ç8¼zÎ�ÁéÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½ v(x) � Î�À}Ë2È�Áz¼�Ä	È'ÖÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ2¿zÃ�º�¿�Ë8Î�Î=¿�Æ2Â2¿zÍ�¿	ÝMÁ�¿ÚÄ�¿�¿zÓ�Æ2È	Â8¼�Áz¼zÊ4ÈgË2ñaº�¿zÍ�¿ÚÈ	Å=Â	È'Ö 	}Ø=KM¿zÍ�Æ�¼'ÝsÃ�À�È'Ë2Ñ�À}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	½ÔÁ�Î�¿�è

Ó2Î�Ê4×Yâ'Ý8Ë2ñaº�¼�½ÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
v(x) ∈ Y

À�Á�Ó2¿zÍ�¿m¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼ÚÂ8¼
(a1, ξ]

È�È2Ê,Î�Î�ÁÚÂ8¼=È	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë8Î
γ2 = (ξ, a2)

Â2ÎSº�¿�Ë8Î�ÎS¿�Æ2Â2¿zÍ�¿=¾	Ó2¿�À�Á�¿zÍ�¿�Â	Ñ�Ë2½§Ø
baÑ�À�Á�Ì

u(x)
Þû¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×1ÏÔÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â	×1Ï�Õ�Ë8Î�Ê,Î�Â	ÁÚÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼

Y
È
u(x) > 0

Â8¼
Γ
Ø

KM¿zÍ�Æ�¼=È	ÅJË8Î�Ê,Ê4× �!À}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý8Ç	Á�¿�Æ	Ë2½æË2ñaº�¿zÏéÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
v ∈ Y

ºzÑ�Æ8Î�ÁpÃ�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â2¿=Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿
σv(a2 − 0) > 0

ØOLc¾2¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	Ñ
v(x) > 0

Â8¼
x ∈ (a1, ξ]

È�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
v(x)

È2Ê,Î�Î�ÁæÂ8¼�È	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë8Î
γ2
Â2ÎJº�¿�Ë8Î�ÎS¿�Æ2Â2¿zÍ�¿=¾	Ó2¿�À�Á�¿zÍ�¿=Â	Ñ�Ë2½§Ý'Á�¿

v(x) > 0
Â8¼

Γ
Ø
B

UaÅÚÁ�Î�¿zÓ2Î�ÊYâ�È �ÉÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�Ý�Ç	Á�¿ÉÃ�À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎæÂ2Î�¾2¿�Æ2Ã�È	ð�Â	×6ÖóÄ�¿zÂ	Ò2¿zÃ2Ý�Å�Â8¼�ÄüÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Èáh§Ó	È	Â8¼
Å�¼�Æ�¼�Ç	È � ��	}Ý � à�	}Ý2¼!Å�Â8¼�Ç	È	Á�Ý8È�Î�ÎJ¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿�À�Á�ÌÉÙ�Û��zÜ�Ý'Â2ÎJÅ�¼�Ã�È2À�½'Áp¿zÁ�Ä�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�¿zÃ

ϑ(·) Ý
β(·) ØJ]PÓ	Ñ�Í�È2Ê4ÈÔÀ}Ë8¿zÃ#¼zÊ4È�Ý§Å�Â8¼�ÄÔÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	ÈÉÃzË2È	½'Â	È	½�º�¼�Ë2Ä	ÈÔÀ!Ñ�¾	Ó	Ñ�Í�¿zÏ�¿z¾2¿zÓ2¿zÏÔÅ�¼�Ã�È2À�È	Á�¿zÁæÄ�¿�èÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Áz¼�ð!Î�À�Á�Ä�¿�À�Á�ÈÉ¿z¾2¿zÓ	×SÝ	Â2¿�Â2ÎaÂ2ÎJÅ�¼�Ã�È2À�È	Áp¿zÁpÀ�¾2¿�À�¿�º�¼�ÐJÈ	Ä�À�¼�Ò	È	È�Î�ÎaÄ�¿zÂ	Ò2¿zÃ2Ø

I�Á�¿zÈ	Á=¿zÁ�Ê,Î�Á�È	Á�Ì2Ý	Ç	Á�¿�Î�À}Ë2ÈæÖ#¿zÁ�½Úºz× ¿�Æ2È	Â�È	ÅaÄ�¿zÂ	Ò2¿zÃpº�¼�Ë2Ä	ÈÚ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½Ú¾2¿�Æ2Ã�È	ð�Â	×HÊ � À�¿�¿zÁzè
Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»!È	ÏÔÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á

α(·) º�¿�Ë2Ì�ï�Î�Â	Ñ�Ë2½ 	}Ý�Á�¿æÄ�¿zÕ�ÐSÐJÈ	Ò	È2Î�Â	Á�× ϑ(·) È β(·) Ñ�ð!Î�ºzÑ�Æ2Ñ�ÁÃzË2È	½'Á�ÌJÂ8¼OÅ�Â8¼�Ä�¿zÃ�×HÎdÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã#¼JÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È=h§Ó	È	Â8¼'Ø � Á�¿zÁSÐP¼�Ä	Áa¾2¿�Æ2Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ�¼zÎ�Á�À}Ë8Î}Æ2Ñ�ñO»!È	Ï�¾	Ó	È'è
Ê,Î�Ó�Ø
��� ����� �")pbaÑ�À�Á�Ì

Γ
Þ Õ�Á�¿ÚÈ	Â	Á�Î�Ó	Ã#¼�Ë

(0, 2) ⊂ R
À=ÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿zÏçÁ�¿zÇ	Ä�¿zÏ

ξ = 1
Ø�NS¼

ΓÓ8¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊáÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â2¿�ÎJÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È2Î � ��	}Ý	¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�Ê,¿�ÎSÆ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë2Ì�Â	×HÊáÃ�×1Ó8¼�è
ð!Î�Â	È2Î�Ê

L u ≡ uIV
Ý
x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2)

ÝOÈ À�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È	½	Ê4È � â�	}Ý � �#	}ÝHÃëÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö
δ = 20

Ø
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V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2ÊüÄ	Ó8¼zÎ�Ã�Ñ�ñcÅ�¼�Æ�¼�Ç	Ñ)�

Lu = F (x), x ∈ Γ,

u(0) + 2D3u(0) = 0, u(i)(0) = 0, u(2) = u′(2) = 0,
(13)

Ã�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ
i = 1

È'Ë2È
i = 2

ØóI�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿ÔÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,Îéâ�ÈáÎ�ÎÚÀ}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	½	Ê1Ý6ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½ëh§Ó	È	Â8¼ÉÅ�¼�è
Æ�¼�Ç	È � Û�â�	1½'ÃzË2½	Î�Á�À�½�¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿zÏ�Á�¿zÍ�Æ�¼=È�Á�¿�Ë2Ì�Ä�¿mÁ�¿zÍ�Æ�¼'Ý�Ä�¿zÍ�Æ�¼pÓ2Î�ï�Î�Â	È2Î

u0(x)
Ä	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏ

Å�¼�Æ�¼�Ç	È
Lu = 0, x ∈ Γ,

u(0) + 2D3u(0) = 1, u(i)(0) = 0, u(2) = u′(2) = 0
Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁmÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�Ñ

σu0(2− 0) > 0
ØTF�×1Ç	È2À}Ë8Î�Â	È	½�¾2¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼�ñOÁ�Ý8Ç	Á�¿

u0(x) = C1
(2− x)3

6
+C2

(2− x)2

2
, 1 6 x 6 2;

Í�Æ8Î
C1 ≈ 0.13

Ý
C2 ≈ 0.1

¾	Ó	È
i = 1

È
C1 ≈ 0.41

Ý
C2 ≈ −0.06

¾	Ó	È
i = 2

Ø
bJ¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	Ñ

u′′0(2) = C2
ÝAÁ�¿m¾	Ó	È

i = 1
Ã�×1¾2¿�Ë2Â	½	Î�Á�À�½�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿

σu0(2 − 0) > 0
Ý�¼p¾	Ó	È

i = 2
Þ Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿

σu0(2 − 0) < 0
ØSITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý§¾	Ó	È

i = 1
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½�h§Ó	È	Â8¼pÄ	Ó8¼zÎ�Ã�¿zÏ

Å�¼�Æ�¼�Ç	È � Û�â�	�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½Ú¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿zÏ � È�¿�À�Ò	È'Ë	Ë2½'Ò	È2¿zÂ	Â2¿zÏ;	}ÝA¼�¾	Ó	È
i = 2

Þ\Â2Î�Á�Ø

�é¹s÷'¶#qsr	÷
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x(n) + p1(t)x
(n−1)+ · · ·+ pn(t)x = 0
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It was observed and employed in [1, 2, 3] that a linear operator T from a vector lattice X to
a Dedekind complete vector lattice Y is, in a sense, determined up to an orthomorphism from
the family of the kernels of the strata πT of T with π ranging over all band projections on Y .
Similar reasoning was involved in [4] to characterize order bounded disjointness preserving
bilinear operators. Unfortunately, Theorem 3.4 in [4] is erroneous and this note aims to give
correct statement and proof of this result. Unexplained terms can be found on the theory of
vector lattices and order bounded operators, in [5, 6], on Boolean valued analysis machinery,
in [7, 8].

In what follows X, Y , and Z are Archimedean vector lattices, Zu is a universal completion
of Z, and B : X × Y → Z is a bilinear operator. We denote the Boolean algebra of band
projections in X by P(X). Recall that a linear operator T : X → Y is said to be disjointness
preserving if x ⊥ y implies Tx ⊥ Ty for all x, y ∈ X. A bilinear operator B : X × Y → Z
is called disjointness preserving (a lattice bimorphism) if the linear operators B(x, ·) : y 7→
B(x, y) (y ∈ Y ) and B(·, y) : x 7→ B(x, y) (x ∈ X) are disjointness preserving for all
x ∈ X and y ∈ Y (lattice homomorphisms for all x ∈ X+ and y ∈ Y+). Denote Xπ :=⋂ {ker(πB(·, y)) : y ∈ Y } and Yπ :=

⋂ {ker(πB(x, ·)) : x ∈ X}. Clearly, Xπ and Yπ are
vector subspaces of X and Y , respectively. Now we state the main result of the note.

Theorem. Assume that X, Y , and Z are vector lattices with Z having the projection

property. For an order bounded bilinear operator B : X × Y → Z the following assertions

are equivalent:

(1) B is disjointness preserving.

(2) There are a band projection % ∈ P(Z) and lattice homomorphisms S : X → Z u and

T : Y → Zu such that B(x, y) = %S(x)T (y)− %⊥S(x)T (y) for all (x, y) ∈ X × Y .

(3) For every π ∈ P(Z) the subspaces Xπ and Yπ are order ideals respectively in X and Y ,

and the kernel of every stratum πB of B with π ∈ P(Z) is representable as

ker(πB) =
⋃{

Xσ × Yτ : σ, τ ∈ P(Z); σ ∨ τ = π
}
.

ý
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The proof presented below follows along general lines of [1–4]: Using the canonical embed-
ding and ascent to the Boolean valued universe V

(B), we reduce the matter to characterizing
disjointness preserving bilinear functional on the product of two vector lattices over dense
subfield of the reals R. The resulting scalar problem is solved by the following simple fact.

Lemma 1. Let X and Y be vector lattices. For an order bounded bilinear functional

β : X × Y → R the following assertions are equivalent:

(i) β is disjointness preserving.

(ii) ker(β) = (X0 × Y ) ∪ (X × Y0) for some order ideals X0 ⊂ X and Y0 ⊂ Y .

(iii) There exist lattice homomorphisms g : X → R and h : Y → R such that either

β(x, y) = g(x)h(y) or β(x, y) = −g(x)h(y) for all x ∈ X and y ∈ Y .

C Assume that ker(β) = (X0 × Y )∪ (X × Y0) and take y ∈ Y . If y ∈ Y0 then β(·, y) ≡ 0,
otherwise ker(β(·, y)) = X0 and β(·, y) is disjointness preserving, since an order bounded
linear functional is disjointness preserving if and only if its null-space is an order ideal.
Similarly, β(x, ·) is disjointness preserving for all x ∈ X and thus (ii) =⇒ (i). The implication
(i) =⇒ (iii) was established in [9, Theorem 3.2] and (iii) =⇒ (i) is trivial with X0 = ker(g)
and Y0 = ker(h). B

Let B be a complete Boolean algebra and V
(B) the corresponding Boolean valued model

with Boolean truth values [[ϕ]] for set-theoretic formulas ϕ. There exists an element R ∈ V
(B)

which plays the role of a field of reals within V
(B). The descending functor sends every internal

algebraic structure A into its descent A↓ which is an algebraic structure in conventional sense.
Gordon’s theorem (see [5, 8.1.2] and [10, Theoren 2.4.2]) tells us that the algebraic structure
R↓ (with the descended operations and order relation) is an universally complete vector
lattice. Moreover, there is a Boolean isomorphism χ of B onto P(R↓) such that b 6 [[x = y ]]
if and only if χ(b)x = χ(b)y. We identify B with P(R↓) and take χ to be IB.

Let [X × Y,R↓] ∈ V and [[X∧ × Y ∧,R]] ∈ V
(B) stand for the sets respectively of all maps

from X ×Y to R↓ and from X∧ ×X∧ to R (within V
(B)). The correspondences f 7→ f↑, the

modified ascent, is a bijection between [X × Y,R↓] and [[X∧ × Y ∧,R ]]. Given f ∈ [X,R↓],
the internal map f↑ ∈ [[X∧,R]] is uniquely determined by the relation [[f↑(x∧) = f(x)]] = �
(x ∈ X). Observe also that π 6 [[f↑(x∧) = πf(x)]] (x ∈ X, π ∈ P(R↓)). This fact specifies
for bilinear operators as follows.

Lemma 2. Let B : X × Y → Y be a bilinear operator and β := B↑ its modified ascent.

Then β : X∧×Y ∧ → R is a R
∧-bilinear functional within V

(B). Moreover, B is order bounded

and disjointness preserving if and only [[β is order bounded and disjointness preserving ]] = � .
C The proof goes along similar lines to the proof of Theorem 3.3.3 in [10]. B

Lemma 3. Let B and β be as in Lemma 2. Then [[ker(B)∧ = ker(β)]] = � .
C Using the above mentioned determining property of modified ascent and interpreting

the formal definition z ∈ ker(β) ↔ (∃x ∈ X∧)(∃ y ∈ Y ∧)(z = (x, y) ∧ β(x, y) = 0), the proof
is reduced to a straightforward calculation:

[[z ∈ ker(β)]] =
∨

x∈X, y∈Y

[[z = (x∧, y∧) ∧ β(x∧, y∧) = 0]]

=
∨

(x,y)∈X×Y

[[z = (x, y)∧ ∧ (x, y)∧ ∈ ker(B)∧]]
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6 [[z ∈ ker(B)∧]] =
∨

(x,y)∈X×Y

[[z = (x, y)∧ ∧ (x.y) ∈ ker(B)]]

=
∨

x∈X, y∈Y

[[(z = (x∧, y∧) ∧ β(x∧, y∧) = 0]]

6 [[z ∈ ker(β)]]. B

Lemma 4. Define X and Y within V
(B) by X :=

⋂ {ker(β(·, Y )) : y ∈ Y ∧} and

Y :=
⋂ {ker(β(x, ·)) : x ∈ X∧}. Given arbitrary π ∈ P(Z), x ∈ X, and y ∈ Y , the

equivalences hold:

π 6 [[x∧ ∈ X ]] ⇐⇒ x ∈ Xπ, π 6 [[y∧ ∈ Y ]] ⇐⇒ y ∈ Yπ.

C For π ∈ P(Z) and x ∈ X we need only to calculate Boolean truth values taking into
account that [[B(x, y) = β(x∧, v∧)]] = � for all x ∈ X and y ∈ Y :

[[x∧ ∈ X ]] = [[(∀ v ∈ Y ∧)β(x∧, v) = 0]] =
∧

v∈Y

[[β(x∧, v∧) = 0]] =
∧

v∈Y

[[B(x, v) = 0]].

It follows that π 6 [[x∧ ∈ X ]] if and only if π 6 [[B(x, v) = 0]] for all v ∈ Y . By Gorgon’s
theorem the latter means that πB(x, v) = 0 for all v ∈ Y , that is x ∈ Xπ. B

Lemma 5. Let B and β be as in Lemma 2. For arbitrary π ∈ P(Z), x ∈ X, and y ∈ Y ,

we have π 6 [[(x∧, y∧) ∈ (X × Y )∪ (X ×Y )]] if and only if there exist σ, τ ∈ P(Z) such that

σ ∨ τ = π, x ∈ Xσ , and y ∈ Yτ .

C Denote ρ := [[(x∧, y∧) ∈ (X × Y ) ∪ (X × Y )]] and observe that

ρ = [[(x∧ ∈ X ) ∨ y∧ ∈ Y ]] = [[x∧ ∈ X ]] ∨ [[y∧ ∈ Y ]].

Clearly, π 6 ρ if and only if σ ∨ τ = π for some σ 6 [[x∧ ∈ X ]] and τ 6 [[y∧ ∈ Y ]], so that
the required property follows from Lemma 4. B

Proof of the main result.The implication (1) =⇒ (2) was proved in [9, Corollary 3.3],
while (2) =⇒ (3) is straightforward. Indeed, observe first that if (2) is fulfilled then |B(x, y)| =
|B|(|x|, |y|) = |S|(|x|)|T |(|y|), so that we can assume S and T to be lattice homomorphisms, as
in this event ker(B) = ker(|B|). Take π ∈ P(Z) and denote σ := π−π[Sx] and τ := π−π[Ty],
where [y] is a band projection onto {y}⊥⊥. Observe next that πB(x, y) = 0 if and only
if π[Sx] and π[Ty] are disjoint or, what is the same, if σ ∨ τ = π. Moreover, the map
ρy : x 7→ σS(x)T (y) is disjointness preserving for all y ∈ Y and hence Xσ =

⋂
y∈Y ker(ρy) is

an order ideal in X. Similarly, Yτ is an order ideal in Y . Thus, (x, y) ∈ ker(πB) if and only
if x ∈ Xσ and y ∈ Yτ for some σ, τ ∈ P(Z) with σ ∨ τ = π.

Prove the remaining implication (3) =⇒ (1). Suppose that for every π ∈ P(Y ) the
representation in (3) holds. Take x, u ∈ X and put π := [[x∧ ∈ X ]], ρ := [[|u|∧ 6 |x|∧]]. By
Lemma 4 we have x ∈ Xπ. Note also that either ρ = or ρ = � . If ρ = � then |u| 6 |x| and
by hypotheses u ∈ Xπ. Again by Lemma 4 we get ρ 6 [[u∧ ∈ X ]]. This estimate is obvious
whenever ρ = , so that [[x∧ ∈ X ]] ∧ [[|u|∧ 6 |x|∧]] ⇒ [[u∧ ∈ X ]] = � for all x, u ∈ X. Now,
a simple calculation shows that X is an order ideal in X∧:

[[(∀x, u ∈ X∧)(|u| 6 |x| ∧ x ∈ X → u ∈ X )]]

=
∧

u,x∈X

(
[[x ∈ X ]] ∧ [[|u| 6 |x|]] ⇒ [[u ∈ X ]]

)
= � .

Similarly, Y is an order ideal in Y ∧.
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It follows from the hypothesis (3) and Lemma 5 that (x, y) ∈ ker(πB) if and only if
π 6 [[(x∧, y∧) ∈ (X × Y ) ∪ (X × Y )]]. Taking into account Lemma 2 and the observation
made before it we conclude that π 6 [[(x∧, y∧) ∈ ker(β)]]) if and only if π 6 [[(x∧, y∧) ∈
(X × Y ) ∪ (X × Y )]] and hence [[ker(β) = (X × Y ) ∪ (X × Y )]] = � . It remains to apply
within V

(B) the equivalence (i)⇐⇒(iii) in Lemma 1. It follows that B is disjointness preserving
according to Lemma 2. B

Corollary. Assume that Y has the projection property. An order bounded linear operator

T : X → Y is disjointness preserving if and only if ker(bT ) is an order ideal in X for every

projection b ∈ P(Y ).

C Apply the above theorem to the bilinear operator B : X ×R → Y defined as B(x, λ) =
λT (x) for all x ∈ X and λ ∈ R. B
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NS¼�¾2¿�Ê4Â	È2ÊcÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÎÚ¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	È	½§Ø �6¿zÓ2Î}Ë8Î�Ã#¼�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
ρ : Rn → [0,∞]

Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½
����$
������!#�0�
��Æ	Ë2½ÚÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼�Ä	Ó	È	Ã�×6Ö

Γ
Ã
R
n Ý n > 2

Ý	¾	È	ï!Ñ�Á
ρ ∈ admΓ

Ý	Î�À}Ë2È
∫

γ

ρ(x) ds > 1
� Û�Ø�Û
	

Æ	Ë2½pÃ�À�Î}Ö
γ ∈ Γ

Ø,baÑ�À�Á�Ì
p > 1

Ø,KM¿zÍ�Æ�¼
p �
�0���
�  � �êÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼PÄ	Ó	È	Ã�×6Ö Γ

Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½æÃ�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x).
� Û�Ø à�	

[8Æ8Î�À�Ì
m
¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�ÁæÊ,Î�Ó	ÑmQSÎ�º�Î�Í�¼�Ã

R
n Ø

baÑ�À�Á�Ì
D
Þ ¿�º�Ë�¼zÀ�Á�ÌpÃ

R
n Ý n > 2

ØTbaÓ2Î}Æ2¾2¿�Ë8¿�ð�È2Ê1Ý8Ç	Á�¿
n− 1 < p < n

È

Mp(fΓ) 6 KMp(Γ)
� Û�Ø â�	

Æ	Ë2½�¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿SÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼
Γ
Ä	Ó	È	Ã�×6Ö

γ
ÃJ¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È

D
ØsbaÓ	È�¾	Ó2Î}Æ2¾2¿�Ë8¿�ð!Î�Â	È	È�Ý�Ç	Á�¿

f
Ã � Û�Ø â�	

½'ÃzË2½	Î�Á�À�½WÍ�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê,¿�Ê1ÝOh�Î�Ó	È	Â	Í�¿�Êûºz×6Ë8¿gÑ�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â2¿	ÝOÇ	Á�¿ë¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î
f
½'ÃzË2½	Î�Á�À�½

 �
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� � � 34�SÝ�Æ2Ó	Ñ�Í�È2Ê4ÈéÀ}Ë8¿zÃ#¼zÊ4È�Ý	Æ	Ë2½ÚÃ�À�Î}Ö x0 ∈ D
À�¾	Ó8¼�Ã�Î}Æ	Ë2È	Ã#¼p¿zÒ2Î�Â	Ä'¼

lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 K
1

n−p ,
� Û�Ø �#	

À�Ê1Ø�Ý	Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý2Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4Ñ�à!ÃéÙ�Û}Ü�Ø
NS¼�¾2¿�Ê4Â	È2Ê1ÝTÇ	Á�¿éÍ�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê

f : D → R
n Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ �����
� '#� �.����! � � � 	���� ��8#��34�

!�� 	�� �.����! � ���AÎ�À}Ë2È
f ∈W 1,1

loc

È

‖f ′(x)‖n 6 K(x) · Jf (x)
� Û�Ø ��	
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Æ	Ë2½çÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏá¾2¿zÇ	Á�ÈëÃ�À�ñ6Æ2ÑÔÄ�¿zÂ2Î�Ç	Â2¿zÏóÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
K(x) > 1,

Í�Æ8Î
f ′(x)

½'Ä�¿�ºzÈ2Î�Ã#¼ÉÊT¼�Á�Ó	È	Ò8¼
f, ‖f ′(x)‖ Þ Î�Î=¿z¾2Î�Ó8¼�Á�¿zÓ	Â8¼�½gÂ2¿zÓ2ÊT¼=� ‖f ′(x)‖ = sup|h|=1 |f ′(x) · h| È Jf (x) = det f ′(x)

Þ
½'Ä�¿�ºzÈ8¼�Â�¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½

f
Ø

baÑ�À�Á�Ì
p ∈ (1,∞)

Ø�FüÆ�¼�Ë2Ì�Â2Î�Ï	ï�Î�Ê1Ý2¾2¿�Ë�¼�Í�¼zÎ�Ê

Kp(x, f) =





‖f ′(x)‖p

J(x,f) ,
Î�À}Ë2È

J(x, f) 6= 0;

1,
Î�À}Ë2È

f ′(x) = 0;

∞,
Ã=¿�À�Áz¼�Ë2Ì�Â	×6Ö�Á�¿zÇ	Ä'¼�Ö

.

� Û�Ø � 	

F�¾2Î�Ó	Ã�×HÎa¾2¿zÂ	½'Á�È2ÎS¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½�ÀaÄ�¿zÂ2Î�Ç	Â	×HÊáÈ2À�Ä'¼�ð!Î�Â	È2Î�ÊüÃ�Ã�Î}Æ8Î�Â2¿�Ã=À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎO¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È�Æ	Ë2½
f ∈W 1,2

loc

Ã=Ó8¼zº�¿zÁ�Î=Ù à�Ü�Ý2À�Ê1Ø4Áz¼�Ä	ð!ÎmÙ â�Ü�Ø
ITË8Î}Æ2Ñ�½ÉGdÓ'Ë2È	Ç	Ñ�Ý	Æ	Ë2½ÚÅ�¼�Æ�¼�Â	Â2¿zÏéÃ�×1¾	Ñ�Ä'Ë8¿zÏéÃ�¿zÅ�Ó8¼zÀ�Áz¼�ñO»�Î�ÏÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

ϕ : [0,∞) → [0,∞)
Ý

ϕ(0) = 0
Ý	¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊêÀ�È2Ê4Ã�¿�Ë8¿�Ê

Lϕ ¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã�¿=Ã�À�Î}Ö�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï f : D → R,
Áz¼�Ä	È'Ö§Ý2Ç	Á�¿

∫

D

ϕ

( |f(x)|
λ

)
dm(x) <∞ � Û�Ø ��	

¾	Ó	ÈæÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Ê
λ > 0,

À�Ê1Ø�Ý'Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý§Ù �zÜ�ØT[8Æ8Î�À�Ì
m
ÞßÊ,Î�Ó8¼PQSÎ�º�Î�Í�¼!Ã

R
n Ø,baÓ2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã�¿ Lϕ

Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ $�';����� '#������� � ��� �4'  !�8#��Ø
�  ��������� �4'  !�8#��� � �
���  � � � W 1,ϕ

loc (D)
Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½gÄ'Ë�¼zÀ�ÀpÃ�À�Î}Ö�Ë8¿zÄ'¼�Ë2Ì�Â2¿�È	Â	Á�Î�Í�Ó	È	Ó	Ñ�Î}è

Ê4×6ÖëÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
f,
Å�¼�Æ�¼�Â	Â	×6ÖëÃ

D,
Àæ¾2Î�Ó	Ã�×HÊ4Èü¿�º�¿�ºz»�Î�Â	Â	×HÊ4Èó¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×HÊ4Èê¾2¿çI�¿�º�¿�Ë8Î�Ã�Ñ�Ý

Í�Ó8¼�Æ2È2Î�Â	Á ∇f Ä�¿zÁ�¿zÓ	×6ÖW¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	ÁóÄ'Ë�¼zÀ�À�Ñ GdÓ'Ë2È	Ç8¼çË8¿zÄ'¼�Ë2Ì�Â2¿ëÃá¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È D.
RTÀ}Ë2ÈWð!Î�Ý

º�¿�Ë8Î�ÎHÁ�¿zÍ�¿	Ý ∇f ¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	Á�Ä'Ë�¼zÀ�À�ÑmGdÓ'Ë2È	Ç8¼SÃ!¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È D, Ê4×ü¾	È	ï�Î�Ê f ∈W 1,ϕ(D).
[§¼zÊ,Î}è

Á�È2Ê1Ý	Ç	Á�¿�¾2¿=¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	È	ñ
W 1,ϕ

loc ⊂W 1,1
loc .

ìS¼�Äé¿�ºz×1Ç	Â2¿	Ý2Ê4× ¾	È	ï�Î�Ê
f ∈W 1,p

loc ,
Î�À}Ë2È

ϕ(t) = tp
Ý

p > 1.
UaÅ�Ã�Î�À�Á�Â2¿	ÝMÇ	Á�¿�Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â8¼�½çÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

f
¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	Á�Ä'Ë�¼zÀ�À�Ñ

W 1,p
loc

Á�¿zÍ�Æ�¼ÚÈ�Á�¿�Ë2Ìzè
Ä�¿æÁ�¿zÍ�Æ�¼'Ý�Ä�¿zÍ�Æ�¼

f ∈ ACLp Ý§Á�Ø§Î�Ø�Ý�Î�À}Ë2È f Ë8¿zÄ'¼�Ë2Ì�Â2¿�¼zº�À�¿�Ë2ñOÁ�Â2¿æÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â8¼ÚÂ8¼m¾2¿zÇ	Á�È�Ã�À�Î}Ö¾	Ó#½	Ê4×6Ö§Ý	¾8¼�Ó8¼�Ë	Ë8Î}Ë2Ì�Â	×6Ö�Ä�¿�¿zÓ�Æ2È	Â8¼�Á�Â	×HÊW¿�À�½	Ê1Ý8¼!¾2Î�Ó	Ã�×HÎSÇ8¼zÀ�Á�Â	×HÎJ¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×HÎ
f
Ë8¿zÄ'¼�Ë2Ì�Â2¿

È	Â	Á�Î�Í�Ó	È	Ó	Ñ�Î�Ê4×_Ã=À�Á�Î�¾2Î�Â	È
p
Ãp¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È

D,
À�Ê1Ø�Ù �'Ý	Ó8¼�Å�Æ8Î}ËgÛ�Ø�Û�Ø â'Ø Ü�Ø

]�¼�Ë8Î�Î�Ý	Î�À}Ë2È
f
Þ?Ë8¿zÄ'¼�Ë2Ì�Â2¿�È	Â	Á�Î�Í�Ó	È	Ó	Ñ�Î�ÊT¼�½ÚÃ�Î�Ä	Á�¿zÓ�ã�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

n
Ã�Î�»�Î�À�Á�Ã�Î�Â	Â	×6Öæ¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â'è

Â	×6Ö
x1, . . . , xn, f = (f1, . . . , fm), fi ∈W 1,1

loc , i = 1, . . . ,m,
È

∫

D

ϕ (|∇f(x)|) dm(x) <∞,
� Û�Ø ä�	

Í�Æ8Î |∇f(x)| =

√
m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
,
Á�¿gÊ4× À�Â2¿zÃ#¼Ô¾	È	ï�Î�Ê

f ∈ W 1,ϕ
loc .

fé× Áz¼�Ä	ð!ÎÉÈ2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�Î�Ê

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç2Î�Â	È2Î
W 1,ϕ

loc

Ã�À}Ë2Ñ�Ç8¼zÎaº�¿�Ë8Î�Îa¿�ºz»!È'ÖæÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
ϕ,
Ç2Î�ÊgÃ!Ä'Ë�¼zÀ�À�¼�Ö�GdÓ'Ë2È	Ç8¼'Ý'Ã�À�Î�Í�Æ�¼!¾	Ó2Î}Æ	è

¾2¿�Ë�¼�Í�¼�ñO»!È'ÖÚÃ�×1¾	Ñ�Ä'Ë8¿�À�Á�ÌmÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È
ϕ
È�Î�ÎJÂ2¿zÓ2Ê4È	Ó2¿zÃ�Ä	Ñ

ϕ(0) = 0.GdÁ�Ê,Î�Á�È2Ê1Ý4Ç	Á�¿éÄ'Ë�¼zÀ�À�×ûGdÓ'Ë2È	Ç8¼ÚÞ I�¿�º�¿�Ë8Î�Ã#¼�À�Î�Ï	Ç8¼zÀ�Ý4Ä'¼�ÄgÈçÓ8¼�Â2Î�Î�Ý4È	Å�Ñ�Ç8¼�ñOÁ�À�½çÃ�À�¼zÊ4×6Ö
Ó8¼�Å�Ë2È	Ç	Â	×6Öé¼zÀ�¾2Î�Ä	Áz¼�ÖéÊ4Â2¿zÍ�È2Ê4ÈÉ¼�Ã�Á�¿zÓ8¼zÊ4È�Ý8À�Ê1Ø�Ý	Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�ÝMÙ � ã'à�à�Ü�Ø

� C � v8u��sö�÷'v8r�ø+�,r	ö�ö�u8v'#�q+�,¹súsr�� � u8o8u��,¶#v8r

ITË8Î}Æ2Ñ�ñO»!È2ÎSÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã#¼�Ä'Ë�¼zÀ�À�¿zÃÚGdÓ'Ë2È	Ç8¼!Þ I�¿�º�¿�Ë8Î�Ã#¼=Ê,¿�ð�Â2¿=Â8¼�Ï	Á�È�Ã�Ó8¼zº�¿zÁ�ÎpÙ�Û��zÜ�Ø
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R
n * n > 3

*
f : Ω → R

n � $A��0#"M��"�/1
�$ - �
- ���#"�/a� - � - � - �}"����=��$	�A�4�	���������

W 1,ϕ
loc (Ω)

* � �M�
ϕ : (0,∞) → (0,∞) � $A�� )��/1
�� ���=� �	�1 	$	���	��� *
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t∗ ∈ (0,∞)

∞∫

t∗

[
t

ϕ(t)

] 1
n−2

dt <∞.
� à'Ø�Û
	

+�-�� ��� - � - �}"����=��$	�A�
f
�2�������P0 - ������
'�����2 �0 - �	$	/1�m��� � �S��"M��$��	������


Ω
5

�������
	��
�
�
� ��)+'*)OFåÇ8¼zÀ�Á�Â2¿�À�Á�È�ÝAÅ�¼�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	È2Î�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×Yà'Ø�ÛPÈ2Ê,Î�Î�ÁÚÊ,Î�À�Á�¿	ÝAÎ�À}Ë2È
f ∈ W 1,α

loc¾	Ó	ÈçÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�Ê
α > n − 1

ØæbJ¿�À}Ë8Î}Æ2Â2Î�ÎpÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2Î=Þ Ó2Î�Å�Ñ�Ë2Ì�Áz¼�ÁÉF�½'Ï2À�½�Ë2½§Ý4À�Ê1Ø�Ù à�â'Ý�Ë8Î�Êsè
Ê4ÑPâ�Ü�ØsKMÎ�¿zÓ2Î�ÊT¼Jà'Ø�ÛT½'ÃzË2½	Î�Á�À�½!Áz¼�Ä	ð!Î�Ó8¼zÀ�¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2Î�Â	È2Î�Ê�Ãd¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã�¿

R
Ö#¿zÓ2¿zï�¿dÈ	Å�Ã�Î�À�Á�Â2¿zÏ

Á�Î�¿zÓ2Î�Ê4×_f�Î�Â	Ì�ï�¿zÃ#¼!Þ h�Î�Ó	È	Â	Í�¼�ÞßQSÎ}Ö'Á�¿�Â8¼�¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�È�Ý8À�Ê1Ø�Ý	Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�ÝMÙ à���ã'à � Ü�Ø
��¶#u8qs¶�tOr � C � C �  2����� Ω � - ���#"�/a� - ���4$ - �=������
 - 


R
n, n > 3, f : Ω → R

n � $A��0#"M��"�/1
�$ - �
- ���#"�/a� - � - � - �}"����=��$	�A���	���������

W 1,ϕ
loc (Ω)

* � �M�
ϕ : (0,∞) → (0,∞) � $A�� )��/1
�� ���=� � �1 	$	� �

�	��� *  �� - 
��A����
 - "������=� �� 2��� - 
����
(2.1)

5!+�-�� ��� - � - �}"����=��$	�A�
f
�2��������0 - ������
'�����2 é0 - �	$	/1�

��� � �S��"M��$��	������

Ω
5

��¶#u8qs¶�tOr � C " C �  2����� U � - ���#"�/a� - ���4$ - �=������
 - 

R
n, n > 3, ϕ : (0,∞) → (0,∞) �$A�� )��/1
�� ���=� � �1 	$	���	��� *  �� - 
��A����
 - "������=� �ò 2��� - 
����

(2.1)
5 +�-�� ���ü��� � - �É$A��0#"M��"�/1
�$ - �

- � - �}"����=��$	�A�
f : U → R

m * m > 1
* �	���������

W 1,ϕ
loc

- �������������
(N)

����
 - �A����
 - � * � - �A���É� -��z-�*
� - �	������$ - ����� - ���P��$ - $A��0#"M��"�/1
�$ -á- ��$ - ���A��������$ -

(n − 1)
� ����"�$ - � �'�� 2�î� - " � - 
 - �ò����"�/ $��

0 - �����m
'��� � � �	0A��"�0	� - ��� - ��� �
�
P
* 0���"����	�A������$	/ �m0#" - �2
�
 - ����$ - � �d�	�2���#" - 
���$	$ - � � �	0A��"�0	� - ���

� - �����
P0

5 <H" - ����� -��z-�* $���0 - �����ê
'��� �å�����	���
P
*
Hn−1(f(E)) = 0

* �����	� |∇f | = 0
$��

E ⊂ P
5

[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý�Ç	Á�¿	ÝzÎ�À}Ë2È!Ñ�À}Ë8¿zÃ�È2Î�Ã�È'Æ�¼ � à'Ø�Û
	§È2Ê,Î�Î�ÁaÊ,Î�À�Á�¿HÆ	Ë2½SÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ�Â2Î�Ñ'ºz×1Ã#¼�ñO»�Î�Ï�ÐJÑ�Â	Ä'è
Ò	È	È

ϕ
Ý�Á�¿�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ϕc(t) = ϕ(c t)
¾	Ó	È

c > 0
Áz¼�Ä	ð!Î�Ñ�Æ8¿zÃzË8Î�Á�Ã�¿zÓ#½	Î�ÁgÀ�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È	ñ � à'Ø�Û
	}Ø

ìaÓ2¿�Ê,ÎJÁ�¿zÍ�¿	Ý'Ö�¼�Ñ�À�Æ8¿zÓ2ÐS¿zÃ�×cÊ,Î�Ó	×å½'ÃzË2½'ñOÁ�À�½ÚÄ	Ã#¼�Å�È	È	Â	Ã#¼�Ó	È8¼�Â	Á�Â	×HÊ4ÈÉ¾	Ó	È�Ä	Ã#¼�Å�È	È	Å�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	½�Ö§Ø
� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶ � C @8C � "��Ú 2��� - 
��	� (2.1)

��� � - �d$A��0#"M��"�/1
�$ - � - � - �}"����=��$	�A�
f ∈ W 1,ϕ

loc

- ����� �
�������

(N)
����
 - �A����
 - � - ��$ - ���A��������$ -

(n− 1)
� ����"�$ - �é����"�/��S�� 2�î� - " �J� * � - �A���J� -��z-�* � - �	������$ -

����� - ���P��$ - $A��0#"M��"�/1
�$ - $��10 - �����!
'��� �=� �S��"����
S
� �A��$A�}" - ��
a
�������$	$ - ��0#"M����0	�A����$	$ - �æ� - �z�2�

x0 ∈ R
n 5 <H" - ���S� -��z-�* $��P0 - ������
'��� �É�����	���É� �S��"���� S 
�/10 - �	$A��$ -  2��� - 
��A� Hn−1(f(E)) = 0�	����� - ����� - |∇f | = 0

$��!�4$ - �=������
'�
E ⊂ S

5

" C��_u�·�

�,¹üö�¶�tO¶ �sö�÷'v &su8v8¶#q���¸su8ö�÷'¶ �

ITË8Î}Æ2Ñ�½ÉÙ à �'Ý#Ó8¼�Å�Æ8Î}Ë �'Ø à�Ü�Ý#Æ�¼�Ë8Î�Î
k �
��� ';���
� $�� � � '�< ��������+�, S

Ã
R
n Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½æ¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ìzè

Â2¿�Î6Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�ÎH¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î
S : ω → R

n ÝzÍ�Æ8Î ω Þc¿zÁ�Ä	Ó	×1Á�¿�Î1Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿SÃ Rk := R
k∪{∞}È

k = 1, . . . , n− 1
Ø�� ���
	 ��! ��� 	�'#������������!=¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È

S
Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½éÇ	È2À}Ë8¿�¾	Ó2¿�¿�ºzÓ8¼�Å�¿zÃ

N(S, y) = cardS −1(y) = card
{
x ∈ ω : S(x) = y

}
, y ∈ R

n.

]PÓ	Ñ�Í�È2Ê4ÈWÀ}Ë8¿zÃ#¼zÊ4È�ÝHÀ�È2Ê4Ã�¿�Ë
N(S, y)

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�ÁëÄ	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�ÌëÂ8¼�Ä	Ó	×1Á�È	½üÁ�¿zÇ	Ä	È
y
¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�è

À�Á�Ì�ñ
S
Ø1UaÅ�Ã�Î�À�Á�Â2¿	Ý�Ç	Á�¿pÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½�Ä	Ó8¼�Á�Â2¿�À�Á�È�½'ÃzË2½	Î�Á�À�½é¾2¿�Ë2Ñ�Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿zÏÔÀ�Â	È	Å�Ñ�Ý8È�Ý2Å�Â8¼�Ç	È	Á�Ý

È	Å�Ê,Î�Ó	È2ÊT¼=¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿p¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â2¿zÏ�Ö�¼�Ñ�À�Æ8¿zÓ2ÐS¿zÃ�¿zÏÉÊ,Î�Ó	×
Hk,

À�Ê1Ø�Ù à ��Ý'Ó8¼�Å�Æ8Î}Ë��'Ø à�Ü�Ø
]SË2½�º�¿zÓ2Î}Ë8Î�Ã�À�Ä�¿zÏçÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

ρ : Rn → [0,∞]
Î�Î !�������&('#�  ����� $�� � � '�< ��������+�, S

¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}è
Ë2½	Î�Á�À�½�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿�Ê

∫

S

ρ dA :=

∫

Rn

ρ(y)N(S, y) dHky.



� � - $A���z$ - ���	�	0��!���A��
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 � "��	���#� � 3T- � - �A��
�� � �

baÑ�À�Á�Ì
Γ
Þ À�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿

k
è�Ê,Î�Ó	Â	×6Ö�¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Î�Ï

S
Ø �6¿zÓ2Î}Ë8Î�Ã#¼ÚÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ρ : Rn → [0,∞]Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ ����$
������!#�0�
��Æ	Ë2½ÚÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼
Γ
Ý'¾	È	ï!Ñ�Á

ρ ∈ admΓ
Ý2Î�À}Ë2È

∫

S

ρk dA > 1
� â'Ø�Û
	

Æ	Ë2½óÄ'¼�ð�Æ8¿zÏW¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È
S ∈ Γ.

baÑ�À�Á�Ì
p ∈ (1,∞)

Þ Å�¼�Æ�¼�Â	Â2¿�Î�ÐJÈ	Ä�À�È	Ó2¿zÃ#¼�Â	Â2¿�Î�Ç	È2À}Ë8¿	Ø
KM¿zÍ�Æ�¼

p �
�0���
�  � �åÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼ Γ Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½�Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â8¼

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x).
� â'Ø à�	

h�¿zÃ�¿zÓ#½'Á�Ý1Ç	Á�¿çÀ�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�¿
P
È2Ê,Î�Î�ÁgÊ,Î�À�Á�¿�Æ	Ë2½

p �
$���8#��! � �5�1< �

p
è ¾�Ø Ã2Ø 	

k
è�Ê,Î�Ó	Â	×6Öó¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö�è

Â2¿�À�Á�Î�Ï
S
À�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼

Γ,
Î�À}Ë2Èg¾2¿�Æ8À�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿�Ã�À�Î}ÖÔ¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Î�ÏáÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼

Γ
Ý�Æ	Ë2½ÔÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö

À�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�¿
P
Â8¼�Ó	Ñ�ï�¼zÎ�Á�À�½§Ý	È2Ê,Î�Î�Á

p
è�Ê,¿�Æ2Ñ�Ë2Ì=Â	Ñ�Ë2Ì2Ø

� C	# ¶�tOø§u8ö�÷'¹êø§u8¸§·T¶#¸sö�r	÷'u8qsr
ITË8Î}Æ2Ñ�½êÓ8¼zº�¿zÁ�ÎgÙ à�ä�Ü�Ý1¾8¼�Ó	Ñ

E = (A,C)
Ý1Í�Æ8Î

A ⊂ R
n Þ ¿zÁ�Ä	Ó	×1Á�¿�ÎÉÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿áÈ

C
Þ

Â2Î�¾	Ñ�À�Á�¿�ÎPÄ�¿�Ê4¾8¼�Ä	Á�Â2¿�Î�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿	Ý§À�¿�Æ8Î�Ó#ð�¼�»�Î�Î�À�½ÉÃ
A
Ý2Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Ê 	������������ ����� ';���SØ�ìJ¿zÂ'Æ8Î�Â'è

À�¼�Á�¿zÓ
E
Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½ 	��  + � � � 34� 	������������ ����� ';���SÝTÎ�À}Ë2È

G = A \ C Þ Ä�¿�Ë2Ì�Ò2¿	Ý�Á�ØTÎ�Ø�Ý�Î�À}Ë2È
G
ÞY¿�º�Ë�¼zÀ�Á�Ì2Ý#Æ8¿z¾2¿�Ë2Â2Î�Â	È2ÎOÄ�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ

Rn \G À�¿�À�Á�¿zÈ	Á!ÃPÁ�¿zÇ	Â2¿�À�Á�ÈmÈ	ÅHÆ2Ã�Ñ#Ö�Ä�¿�Ê4¾2¿zÂ2Î�Â	Á�Ø�h�¿zÃ�¿zÓ#½'Á
Áz¼�Ä	ð!Î�Ý'Ç	Á�¿PÄ�¿zÂ'Æ8Î�Â2À�¼�Á�¿zÓ

E = (A,C)
Ë8Î�ð�È	Á!Ã�¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È

D
Ý�Î�À}Ë2È

A ⊂ D
Ø�GdÇ2Î�Ã�È'Æ2Â2¿	Ý�Ç	Á�¿!Î�À}Ë2È

f : D → R
n Þ Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�Î�Ý�¿zÁ�Ä	Ó	×1Á�¿�Î!¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î!È

E = (A,C)
Þ\Ä�¿zÂ'Æ8Î�Â2À�¼�Á�¿zÓÉÃ

D
Ý	Á�¿

(fA, fC)
Áz¼�Ä	ð!ÎPÄ�¿zÂ'Æ8Î�Â2À�¼�Á�¿zÓéÃ

fD
Ø�]�¼�Ë8Î�Î

fE = (fA, fC)
Ø

ôPÑ�Â	Ä	Ò	È	½
u : A → R

� �����  , ����� � ��$�')� ';3 � ���:���:$�' "#�0�
�8Ý2È2Ê,Î�ñO»�Î�Ï�Â2Î�¾	Ñ�À�Á�¿�Î!¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ç2Î}è
Â	È2ÎaÀ

A
Ý'Î�À}Ë2ÈÚ¿zÂ8¼�¼zº�À�¿�Ë2ñOÁ�Â2¿�Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â8¼!Â8¼SË2ñaº�¿�Êë¿zÁ�Ó2Î�Å�Ä�ÎaÕ�Á�¿zÏæ¾	Ó#½	Ê,¿zÏ�Ý'Å�¼�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	Â2¿�ÊëÃ

A
ØTôPÑ�Â	Ä	Ò	È	½

u : A→ R
¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	Á!Ä'Ë�¼zÀ�À�Ñ

ACL
� � �����  , ����� � ��$�')� ';3 � ������� $���8#��! � �5�1<

$�' "#�03 <#	}ÝAÎ�À}Ë2È�¿zÂ8¼æ¼zº�À�¿�Ë2ñOÁ�Â2¿æÂ2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â8¼mÂ8¼p¾2¿zÇ	Á�ÈÉÃ�À�Î}Ö�¾	Ó#½	Ê4×6Ö§ÝA¾8¼�Ó8¼�Ë	Ë8Î}Ë2Ì�Â	×6ÖÉË2ñaº�¿zÏ
Ä�¿�¿zÓ�Æ2È	Â8¼�Á�Â2¿zÏÉ¿�À�È�Ø

GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊóÇ2Î�Ó2Î�Å
C0(A)

Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿=Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×6Ö�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
u : A→ R

1 ÀaÄ�¿�Ê4¾8¼�Ä	Á�Â	×HÊ
Â2¿�À�È	Á�Î}Ë8Î�Ê1Ý

W0(E ) =W0(A,C)
ÞYÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿SÂ2Î�¿zÁ�Ó	È	Ò8¼�Á�Î}Ë2Ì�Â	×6ÖmÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï

u : A→ R
1 Áz¼�Ä	È'Ö§Ý

Ç	Á�¿êÛ
	
u ∈ C0(A)

Ýdà�	
u(x) > 1

Æ	Ë2½
x ∈ C

ÈWâ�	
u
¾	Ó	È	Â8¼�Æ	Ë8Î�ð�È	ÁáÄ'Ë�¼zÀ�À�Ñ

ACL
ØòKs¼�Ä	ð!Î

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê

|∇u| =
(

n∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
)1/2

.
� �2Ø�Û
	

baÑ�À�Á�Ì
G
Þ ¿�º�Ë�¼zÀ�Á�ÌmÃ

R
n Ý n > 2

Ø
E,F ⊆ R

n Þû¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â	×HÎ�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼'ØSGOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê
Ç2Î�Ó2Î�Å

∆(E,F ;G)
À�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿mÃ�À�Î}Ö�Ä	Ó	È	Ã�×6Ö

γ : [a, b] → R
n,
Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÎ�À�¿�Î}Æ2È	Â	½'ñOÁ

E
È
F
Ã
G ,Á�Ø2Î�Ø

γ(a) ∈ E
Ý
γ(b) ∈ F

È
γ(t) ∈ G

¾	Ó	È
a < t < b.baÓ	È

p > 1
Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â	Ñ

capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E )

∫

A

|∇u|p dm(x)
� �2Ø à�	

Â8¼�Å�×1Ã#¼�ñOÁ
p �
� � 	�������+�,ëÄ�¿zÂ'Æ8Î�Â2À�¼�Á�¿zÓ8¼

E
Ø,RTÊ4Ä�¿�À�Á�ÈéÃ�Ä�¿zÂ	Á�Î�Ä�À�Á�ÎPÁ�Î�¿zÓ	È	Èé¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	Ï�Ö#¿zÓ2¿�è

ï�¿�¾	Ó2Î}Æ8À�Áz¼�ÃzË8Î�Â	×_Ã=Ê,¿zÂ2¿zÍ�Ó8¼zÐJÈ	ÈgÙ à���Ü�Ø
FüÆ�¼�Ë2Ì�Â2Î�Ï	ï�Î�Êó¾	Ó	È

p > 1
Ê4×òºzÑ�Æ8Î�ÊáÈ2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�¿zÃ#¼�Á�ÌpÓ8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿

capp E =Mp(∆(∂A, ∂C;A \ C)),
� �2Ø â�	

À�Ê1Ø�Ù â�í�ã'â�à�Ü�Ø



� ä 3 ���	�2� - 
 � 5 � 5

UaÅ�Ã�Î�À�Á�Â2¿	Ý2Ç	Á�¿�¾	Ó	È
1 6 p < n

capp E > nν
p
n
n

(
n− p

p− 1

)p−1

[m(C)]
n−p
n ,

� �2Ø �#	

Í�Æ8Î
νn
Þ ¿�º���Î�ÊüÎ}Æ2È	Â	È	Ç	Â2¿zÍ�¿=ï�¼�Ó8¼!Ã

R
n,
À�Ê1Ø�Ý	Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý	Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿ � ä'Ø ��	�Ã�Ù â�â�Ü�Ø

RTÀ}Ë2È�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿
C
À�Ã�½'Å�Â2¿	Ý	Á�¿�¾	Ó	È

n− 1 < p 6 n
È2Ê,Î�Î�ÁpÊ,Î�À�Á�¿=¿zÒ2Î�Â	Ä'¼

(capp E )n−1
> γ

d(C)p

m(A)1−n+p
,

� �2Ø ��	

Í�Æ8Î
d(C)

ÞûÆ2È8¼zÊ,Î�Á�ÓÉÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼
C
Ý
γ
Þû¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�½ÉÄ�¿zÂ2À�Áz¼�Â	Áz¼'Ý§Å�¼�Ã�È2À�½'»�¼�½�Á�¿�Ë2Ì�Ä�¿æ¿zÁ

Ó8¼�Å�Ê,Î�Ó	Â2¿�À�Á�È
n
È
p,
À�Ê1Ø,¾	Ó2Î}Æ	Ë8¿�ð!Î�Â	È2Î � ÃéÙ â��zÜ�Ø

>AC �Ú¹ �ë¸s¹s¶
Q
� ��u�tO¶#u�tOu8q ��¹Mù�t � u8÷'¸su8ö�¹s÷'¶ ���8¸su

p
�}tOu�·�

� *

h�¿zÃ�¿zÓ#½'Á�ÝOÀ�Ê1ØcÙ à �'Ý�Ó8¼�Å�Æ8Î}Ë.�'Ø à�Ü�Ý6Ç	Á�¿ÔÈ	Å�Ê,Î�Ó	È2ÊT¼�½ü¾2¿ÔQSÎ�º�Î�Í�ÑóÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½
ρ : R

n → [0,∞]½'ÃzË2½	Î�Á�À�½ �
���
�
���������
p �
����$
������!#�0�
�ÚÆ	Ë2½çÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼

Γ
ÝsÀ�¿�À�Á�¿�½'»�Î�Í�¿éÈ	Å

(n − 1)
è�Ê,Î�Ó	Â	×6Öç¾2¿�è

Ã�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Î�Ï
S
Ã
R
n Ý	¾	È	ï!Ñ�Á ρ ∈ extp admΓ

Ý2Î�À}Ë2È
∫

S

ρn−1(x) dA > 1
� �'Ø�Û
	

Æ	Ë2½
p
è ¾2¿zÇ	Á�È�Ã�À�Î}Ö

S ∈ Γ.FêÓ8¼zº�¿zÁ�Î=Ù â �	Ý'Ó8¼�Å�Æ8Î}ËgÛ�â�Ü�Ý8ômØ	h�Î�Ó	È	Â	Í!¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2È'Ë
K
è Ä	Ã#¼�Å�È	Ä�¿zÂ2ÐS¿zÓ2Ê4Â2¿�ÎP¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2ÎPÄ'¼�Ä

Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê1Ý�È	Å�Ê,Î�Â	½'ñO»!È	ÏÉÊ,¿�Æ2Ñ�Ë2ÌmÄ�¿�Ë2Ì�Ò2Î�Ã�¿zÏ�¿�º�Ë�¼zÀ�Á�È�Â2ÎPº�¿�Ë8Î�ÎPÇ2Î�ÊóÃ
K
Ó8¼�Å�ØOITË8Î}Æ2Ñ�ñdè

»�Î�ÎJ¾2¿zÂ	½'Á�È2ÎSÊ,¿zÁ�È	Ã�È	Ó2¿zÃ#¼�Â2¿=Ä�¿�Ë2Ì�Ò2Î�Ã�×HÊê¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	È2Î�Êêh�Î�Ó	È	Â	Í�¼'Ø
baÑ�À�Á�Ì

D
È
D′ Þ ¿�º�Ë�¼zÀ�Á�ÈÉÃ

R
n Ý n > 2

Ý
x0 ∈ D

Ý
Q : D → (0,∞)

È	Å�Ê,Î�Ó	È2ÊT¼�½É¾2¿mQSÎ�º�Î�Í�Ñ
ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½§Ø\h�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê

f : D → D′ ºzÑ�Æ8Î�Ê Â8¼�Å�×1Ã#¼�Á�Ì.��! � ��!#�
Q �
&1���������0� ' � !=6��0���

����������!����  +���� p �
�0���
�  " � ����8 	 � x0,

Î�À}Ë2È

Mp (fΣε) > inf
ρ∈extp admΣε

∫

R

ρp(x)

Q(x)
dm(x)

� �'Ø à�	

Æ	Ë2½ÚÄ'¼�ð�Æ8¿zÍ�¿=Ä�¿�Ë2Ì�Ò8¼

R = R(x0, ε, ε0) = {x ∈ R
n : ε < |x− x0| < ε0} , ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0),

Í�Æ8Î
d0 = dist(x0, ∂D),

¼
Σε

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�ÁæÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿=Ã�À�Î}ÖÚÀ�ÐSÎ�Ó

S(x0, r) = {x ∈ R
n : |x− x0| = r} , r ∈ (ε, ε0).

� �'Ø â�	

V4¼�Å�Ã�È	Ã#¼zÎ�ÊT¼�½�ÃHÓ8¼zº�¿zÁ�Î�Á�Î�¿zÓ	È	½SÂ	È	ð�Â	È'Ö
Q
è Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê,¿zÃJ¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿

p
è�Ê,¿�Æ2Ñ�Ë2½S¾	Ó	È'è

Ê,Î�Â	È2ÊT¼'Ý�ÃÉÇ8¼zÀ�Á�Â2¿�À�Á�È�Ý�Äó¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½	Ê?Ä	Ã#¼�Å�È	Ä�¿zÂ2ÐS¿zÓ2Ê4Â	×HÊYÃÔÀ�Ó2Î}Æ2Â2Î�Ê1Ý�À�Ê1Ø Ù â��2ÝTâ � Ü�Ý�ÈëÄ
Áz¼�ÄgÂ8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Ê4×HÊ

(p, q)
è Ä	Ã#¼�Å�È	Ä�¿zÂ2ÐS¿zÓ2Ê4Â	×HÊ ¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½	Ê1ÝTÀ�Ê1Ø�Ù â ��Ü�ÝMÄ�¿zÁ�¿zÓ	×HÎmÈ2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�¿zÃ#¼�è

Ë2È2À�ÌÔ¾	Ó	ÈóÈ	Å�Ñ�Ç2Î�Â	È	Èü¾	Ó2¿�º�Ë8Î�Ê4× � Ø,h�ØTVsÎ�ï�Î�Á�Â	½'Ä'¼Ô¿ÔÀ�Ñ�¾2Î�Ó	¾2¿zÅ�È	Ò	È	ÈêÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ïá¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã
I�¿�º�¿�Ë8Î�Ã#¼'ÝHÀ�Ê1ØWÂ8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�ÝSÙ â ��ã �#í�Ü�ØåF Ó8¼zº�¿zÁz¼�Ö_Ù �2Û�ã �#â�ÜO¾	Ó	È	Ã�¿�Æ2½'Á�À�½ê¾	Ó	È'Ë8¿�ð!Î�Â	È	½WÂ	È	ð�Â	È'Ö
Q
è Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê,¿zÃmÄÚÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Â	È	ñ Ë8¿zÄ'¼�Ë2Ì�Â2¿zÍ�¿pÈ�Í�Ó8¼�Â	È	Ç	Â2¿zÍ�¿=¾2¿zÃ�Î}Æ8Î�Â	È	½�Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÂ	×6Ö

Ó2Î�ï�Î�Â	È	ÏÚÀd¿�º�¿�ºz»�Î�Â	Â	×HÊ4ÈÚ¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Æ2Â	×HÊ4ÈÚÈmÄmÅ�¼�Æ�¼�Ç2ÎH]PÈ	Ó	È'Ö�Ë8ÎHÆ	Ë2½pÑ�Ó8¼�Ã�Â2Î�Â	È	Ï �6Î}Ë2Ì�Á�Ó8¼zÊ4ÈÚÀ
Ã�×1Ó2¿�ð�Æ8Î�Â	È2Î�Ê1Ø
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UJÀ�Á�¿zÓ	È	Ç2Î�À�Ä	È=Â	È	ð�Â	È2Ê
Q
è Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�ÊT¼zÊ�¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿

p
è�Ê,¿�Æ2Ñ�Ë2½!¾	Ó2Î}Æ2ï�Î�À�Á�Ã�¿zÃ#¼�Ë2È

Q
è

Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê4×SÝ8Ä�¿zÁ�¿zÓ	×HÎSÈ2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Ë2È2À�ÌmÃ=Ó8¼zº�¿zÁz¼�ÖçÙ ����ã � ��Ü�Ø�ìaÓ2¿�Ê,ÎSÁ�¿zÍ�¿	Ý
Q
è�¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½

Æ8¿z¾	Ñ�À�Ä'¼�ñO»!È2ÎSÁ�¿zÇ	Ä	È�Ã�Î�Á�ÃzË8Î�Â	È	½§Ý2È	Å�Ñ�Ç8¼�Ë2È2À�Ì=Ã=Ó8¼zº�¿zÁz¼�ÖÔÙ �#ä�ã���â�Ü�Ø
NaÈ	ð!Î�¾	Ó	È	Ã�Î}Æ8Î�Â!Ä	Ó	È	Á�Î�Ó	È	Ï�Â	È	ð�Â	È'Ö

Q
è Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê,¿zÃJ¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿

p
è�Ê,¿�Æ2Ñ#Ë2½P¾	Ó	È

p >
n − 1

Ø!F�¾2Î�Ó	Ã�×HÎ�Ä	Ó	È	Á�Î�Ó	È	Ïçºz×6Ë�Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�ÂÔ¾	Ó	È
p = n

ÃæÓ8¼zº�¿zÁ�ÎÚÙ ���8ÝAÁ�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼�à'Ø�Û}Ü�Ý§À�Ê1ØPÁz¼�Ä	ð!Î
Ê,¿zÂ2¿zÍ�Ó8¼zÐJÈ	ñ Ù à ��Ý	Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼7�'Ø à�Ü�Ø

�é¶�tatOr_>AC @8C �  2����� D � - ������������

R
n * n > 2

*
x0 ∈ D

* �g0� 2�����
Q : D → (0,∞) ��2
�����"��2��� � �1 	$	���	��� 5 �2- ��� - � - " �d�2
��

f : D → R
n �'
���������� ��$	�	��$	�2�

Q
� �z- ��� - � - " �d�2
�� - �


æ� - �z�2�
x0
- ��$ - ���A��������$ -

p
� � - �2 	���æ0#"��

p > n− 1
� -�� �����É� - ����� - � -�� ��� * � -�� ���

Mp(fΣε) >

ε0∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)
(∀ ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0)),

� �'Ø �#	

� �M�
d0 = dist(x0, ∂D), Σε

� ���������A����
 - 
'��� �W� �S��"
S(x0, r) = {x ∈ R

n : |x − x0| = r} *
r ∈ (ε, ε0)

* �

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r) =

( ∫

S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA

) p−n+1
n−1

.
� �'Ø ��	

� $ �d�2�M 2�ë

(5.2)

� - ����� � ������� �Ô� - ����� - ����� �1 	$	���	�	�

ρ0(x) =

(
Q(x)

‖Q‖ n−1
p−n+1

(|x− x0|)

) 1
p−n+1

.
� �'Ø � 	

baÓ2Î�ð�Æ8Î1Ç2Î�Ê�Æ8¿zÄ'¼�Å�×1Ã#¼�Á�ÌP¿�À�Â2¿zÃ�Â	Ñ�ñüË8Î�Ê,Ê4Ñ�¿aÂ	È	ð�Â	È'Ö
Q
è Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�ÊT¼�Ö=¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿

p
è�Ê,¿�Æ2Ñ#Ë2½§Ý	¾	Ó	È	Ã�Î}Æ8Î�ÊáÃ�À�¾2¿�Ê,¿zÍ�¼�Á�Î}Ë2Ì�Â	Ñ�ñ Ë8Î�Ê,Ê4Ñ �'Ø à!È	ÅPÊ,¿zÂ2¿zÍ�Ó8¼zÐJÈ	ÈçÙ à ��Ü�Ø

�é¶�tatOrÔ>AC � C �  2����� (X,µ) � �2
�����"��2� - �H0#" - ���}"���$A����
 - �6� - $A���z$ - ������" - �
µ
*
q ∈ (1,∞),�Ú0� 2�����

ϕ : X → (0,∞) � �2
�����"��2��� � �1 	$	���	��� 5 � - � - ���2�

I(ϕ, q) = inf
α

∫

X

ϕαq dµ,
� �'Ø ��	

� �M�d�	$ �d�2�M 2�-����"M����� ��0 - 
'�����á�2
�����"��2�4/H� �1 	$	���	���	�
α : X → [0,∞]

�����	�2� * ��� -
∫

X

αdµ = 1.
� �'Ø ä�	

+�-�� ���

I(ϕ, q) =

[ ∫

X

ϕ−λ dµ

]− 1
λ

,
� �'Ø ��	

� �M�

λ =
q′

q
,

1

q
+

1

q′
= 1,

� �'Ø�Û�í�	

� 5 � 5
λ = 1/(q−1) ∈ (0,∞)

5 <H" - ����� -��z-�* �	$ �d�2�M 2��

(5.7)

� - ����� � ������� �m� - ����� - �����%�1 	$	���	�	�

α0 = C · ϕ−λ,
� �'Ø�Û�Û
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 � 5 � 5

� �M�

C =

(∫

X

ϕ−λ dµ

)−1

.
� �'Ø�Û�à�	

C ����� ��� ��� �	��

����� � � � � ����� )+'*)a[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1ÝAÇ	Á�¿=Æ	Ë2½éÄ'¼�ð�Æ8¿zÏ
ρ ∈ extp admΣε

ÐJÑ�Â	Ä'è
Ò	È	½

Aρ(r) :=

∫

S(x0,r)

ρn−1(x) dA 6= 0
¾�Ø�Ã2Ø

½'ÃzË2½	Î�Á�À�½üÈ	Å�Ê,Î�Ó	È2Ê,¿zÏê¾2¿�¾8¼�Ó8¼zÊ,Î�Á�Ó	Ñ
r
Ý�Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý1¾2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎÉôPÑ'ºzÈ	Â	È�ØWKs¼�Ä	È2Êß¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý

Ê4×YÊ,¿�ð!Î�Ê Á�Ó2Î�º�¿zÃ#¼�Á�Ì�Ã�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â	È	½�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼
Aρ(r) ≡ 1

¾�Ø�Ã2ØSÃ�Ê,Î�À�Á�¿æÑ�À}Ë8¿zÃ�È	½ÉÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2Ê,¿�è
À�Á�È � â'Ø�Û
	�¾	Ó	È

k = n− 1
Ý	È

inf
ρ∈extp admΣε

∫

Rε

ρp(x)

Q(x)
dm(x) =

ε0∫

ε

(
inf

α∈I(r)

∫

S(x0,r)

αq(x)

Q(x)
dA

)
dr,

Í�Æ8Î
q = p/(n− 1) > 1

Ý2¼!Ç2Î�Ó2Î�Å
I(r)

¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç2Î�Â2¿pÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿=Ã�À�Î}ÖæÈ	Å�Ê,Î�Ó	È2Ê4×6Ö�ÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	Ï
α(x)Â8¼�¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�È

S(x0, r)
Áz¼�Ä	È'Ö§Ý2Ç	Á�¿

∫

S(x0,r)

α(x) dA = 1.

UaÁz¼�Ä�Ý'Ë8Î�Ê,ÊT¼%�'Ø�ÛaÀ}Ë8Î}Æ2Ñ�Î�Á�È	ÅaË8Î�Ê,Ê4× �'Ø àP¾	Ó	È
X = S(x0, r)

Ý
µ
Þ

(n− 1)
è�Ê,Î�Ó	Â8¼�½Ú¾'Ë8¿z»�¼�Æ2Ì

Â8¼
S(x0, r)

Ý
ϕ = 1

Q

∣∣
S(x0,r)

Ý'È
q = p/(n− 1) > 1

Ø
B

Ks¼�Ä	È2Ê ¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1ÝAÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿ � �'Ø �#	H½'ÃzË2½	Î�Á�À�½�Á�¿zÇ	Â	×HÊüÆ	Ë2½éÂ	È	ð�Â	È'Ö
Q
è Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê,¿zÃ

¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿
p
è�Ê,¿�Æ2Ñ�Ë2½§Ø

�é¶�tatOr_>AC " C �  2����� D � - ������������

R
n * n > 2

*
x0 ∈ D

* �ë0� 2�����
Q : D → (0,∞) ��2
�����"��2��� �%�1 	$	���	���J�

f : D → R
n � $	�	��$	�	�

Q
� �z- ��� - � - " �d�2
�� - �é
J� - �z�2�

x0
- ��$ - ���A��������$ -

p
� � - �2 	���Ú0#"��

p > n− 1
5d+�-�� �����2�������!������� -=- �A��$	�	�

M p
p−n+1

(∆(fS1, fS2, fD)) 6




r2∫

r1

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)




− n−1
p−n+1

,
� �'Ø�Û�â�	

� �M�
Sj = S(x0, rj)

*
j = 1, 2

5

C
]!Î�Ï2À�Á�Ã�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ýs¾	Ñ�À�Á�Ì

0 < r1 < r2 < d(x0, ∂D)
È
Si = S(x0, ri), i = 1, 2.

I�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿
Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼zÊü`aÎ�À�À�ÎaÈ PaÈ2Ê,Î�Ó8¼ � À�Ê1Ø�Ý	Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�ÝMÙ â'Û�Ü�ÈÔÙ � ��Ü
	}Ý

M p
p−n+1

(f (∆(S1, S2, D))) 6
1

M
n−1

p−n+1
p (f (Σ))

,
� �'Ø�Û��#	

¾2¿�À�Ä�¿�Ë2Ì�Ä	Ñ
f (Σ) ⊂ Σ(f(S1), f(S2), f(D)) ,

Í�Æ8Î
Σ
¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�Á!À�¿zÃ�¿zÄ	Ñ�¾	Â2¿�À�Á�ÌSÃ�À�Î}Ö�À�ÐSÎ�Ó�À6Ò2Î�Â'è

Á�Ó2¿�ÊÉÃJÁ�¿zÇ	Ä�Î
x0,

Ó8¼zÀ�¾2¿�Ë8¿�ð!Î�Â	Â	×6ÖpÊ,Î�ð�Æ2Ñ�À�ÐSÎ�Ó8¼zÊ4È
S1
È
S2,

¼
Σ(f(S1), f(S2), f(D))

À�¿�À�Á�¿zÈ	Á
È	Å=Ã�À�Î}Ö

(n − 1)
è�Ê,Î�Ó	Â	×6ÖÔ¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Î�ÏgÃ

f(D),
¿zÁ�Æ8Î}Ë2½'ñO»!È'Ö

f(S1)
È
f(S2).

UaÅ=À�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î}è
Â	È	½ � �'Ø�Û��#	�¾2¿!Ë8Î�Ê,Ê,Î �'Ø�ÛaÃ�×1Á�Î�Ä'¼zÎ�ÁmÅ�¼�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Â	È2ÎaË8Î�Ê,Ê4× �'Ø â'Ø

B



� � - $A���z$ - ���	�	0��!���A��
 - �����é�	������� - 
 � "��	���#� � 3T- � - �A��
�� ��Û

�§CSl!ù#r	¹4tOu8ö�v�*�ù)�ç¸s¹ �ë¸s¹ �
Q
� ��u�tO¶#u�tOu8q ��¹Mù�tOu8v

ö�ø+�,r	ö�ö�r2tO¹ #�q+�,¹súsr � � u8o8u��,¶#v8r

NS¼�¾2¿�Ê4Â	È2Ê1Ý1Ç	Á�¿ç¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î
g : X → Y

Ê,Î�ð�Æ2ÑóÊ,Î�Á�Ó	È	Ç2Î�À�Ä	È2Ê4ÈW¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã#¼zÊ4È
XÈ

Y
Â8¼�Å�×1Ã#¼zÎ�Á�À�½  !�$�*�!�� � � 34���6Î�À}Ë2È dist (g(x1), g(x2)) 6 M · dist (x1, x2)

Æ	Ë2½çÂ2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏ
¾2¿�À�Á�¿�½'Â	Â2¿zÏ

M <∞ ÈSÃ�À�Î}Ö
x1
Ý
x2 ∈ X

ØMh�¿zÃ�¿zÓ#½'Á�Ý�Ç	Á�¿H¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î
g : X → Y

��!  !�$�*�!�� � � �zÝ
Î�À}Ë2È�Ý,¿zÂ2¿	Ý,Ã�¿�è ¾2Î�Ó	Ã�×6Ö§Ý4Ë2È	¾	ï!È	Ò2Î�Ã�¿	Ý,Ã�¿�è Ã�Á�¿zÓ	×6Ö§Ý

M∗ · dist (x1, x2) 6 dist (g(x1), g(x2))
Æ	Ë2½

Â2Î�Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿zÏé¾2¿�À�Á�¿�½'Â	Â2¿zÏ
M∗ > 0

ÈÚÃ�À�Î}Ö
x1
Ý
x2 ∈ X

Ø
ITË8Î}Æ2Ñ�ñO»�Î�ÎJÑ�Á�Ã�Î�Ó#ð�Æ8Î�Â	È2ÎS½'ÃzË2½	Î�Á�À�½�Ä'Ë2ñOÇ2Î�Ã�×HÊëÆ	Ë2½æÆ�¼�Ë2Ì�Â2Î�Ï	ï�Î�Í�¿�È2À�À}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Â	È	½§Ø
�é¶�tatOr �§C @8C �  2����� D �

D′ � - �����������É

R
n * n > 3

*
ϕ : (0,∞) → (0,∞) � $A�� )��/1
�� � �

�=� � �1 	$	���	��� *  �� - 
��A����
 - "������=� �æ 2��� - 
����
(2.1)

5a+�-�� ������� � - � �z- ��� - � - " �d�2
��
f : D → D′

� - $A���z$ -��z- �A���	���=��$	���Ô�	���������
W 1,ϕ

loc

�'
���������� ��$	�	��$	�2�
Kp(x, f)

� �z- ��� - � - " �d�2
�� - � - ��$ - ��� �
��������$ -

p
� � - �2 ����É�

p > n− 1
5

C
GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊcÇ2Î�Ó2Î�Å

B
� º�¿zÓ2Î}Ë8Î�Ã�¿ 	!Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿ÉÃ�À�Î}ÖgÁ�¿zÇ2Î�Ä

x ∈ D,
Í�Æ8Îæ¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î

fÈ2Ê,Î�Î�Áæ¾2¿�Ë2Â	×1Ï�Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë�È
Jf (x) =

L 2 �
f ′(x) 6= 0.

[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý§Ç	Á�¿mÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿
B
¾	Ó2Î}Æ	è

À�Áz¼�ÃzË2½	Î�ÁpÀ�¿�º�¿zÏ�Â2ÎJº�¿�Ë8Î�ÎJÇ2Î�ÊáÀ�Ç2Î�Á�Â2¿�ÎS¿�º���Î}Æ2È	Â2Î�Â	È2ÎPº�¿zÓ2Î}Ë8Î�Ã�À�Ä	È'ÖéÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã
Bl, l = 1, 2, . . .

Ý
Áz¼�Ä	È'Ö�Ç	Á�¿p¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½

fl = f |Bl

½'ÃzË2½'ñOÁ�À�½�ºzÈ'Ë2È	¾	ï!È	Ò2Î�Ã�×HÊ4È�Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�ÊT¼zÊ4È�ÝAÀ�Ê1Ø�Ý8Â8¼�è
¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý�ÃÉÙ � � Ý2Ë8Î�Ê,ÊT¼æâ'Ø à'Ø à�Ü�Ø �6Î�Å�¿zÍ�Ó8¼�Â	È	Ç2Î�Â	È	½É¿�ºz»!Â2¿�À�Á�È�Ý§Ê,¿�ð�Â2¿æÀ�Ç	È	Áz¼�Á�Ì2Ý�Ç	Á�¿mÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼
Bl

¾2¿z¾8¼�Ó	Â2¿çÂ2Î�¾2Î�Ó2Î�À�Î�Ä'¼�ñOÁ�À�½§ØYGOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊßÁz¼�Ä	ð!Î�Ç2Î�Ó2Î�Å
B∗

¿�À�Áz¼�Ã�ï�Î�Î�À�½WÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿ëÃ�À�Î}Ö
Á�¿zÇ2Î�Ä

x ∈ D,
Í�Æ8Î

f
È2Ê,Î�Î�Á=¾2¿�Ë2Â	×1Ï�Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�ËMÝ	¿�Æ2Â8¼�Ä�¿	Ý

f ′(x) = 0.bJ¿HÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,Î1à'Ø�Û�Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿
B0 := D\(B⋃B∗)

È2Ê,Î�Î�ÁaÊ,Î�Ó	ÑJQSÎ�º�Î�Í�¼dÂ	Ñ�Ë2Ì2Ø4ITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý
¾2¿SÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,Î0�'Ø�ÛHÃmÙ à ��Ü�È2Ê,Î�Î�Ê1Ý�Ç	Á�¿

Hn−1(B0 ∩Sr) = 0
Æ	Ë2½

p
è ¾2¿zÇ	Á�ÈmÃ�À�Î}ÖpÀ�ÐSÎ�Ó

Sr := S(x0, r)
À

Ò2Î�Â	Á�Ó2¿�ÊéÃO¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â2¿zÏ�Á�¿zÇ	Ä�Î
x0 ∈ D,

Í�Æ8Î �
p
è ¾2¿zÇ	Á�È�Ã�À�Î��O¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2½	Î�Á�À�½�ÃOÀ�Ê4×HÀ}Ë8Î

p
è�Ê,¿�Æ2Ñ�Ë2½

À�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼Ú¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Î�Ï�ØmKM¿zÍ�Æ�¼'ÝMÃéÀ�È'Ë2ÑéË8Î�Ê,Ê4× �'Ø�Û�ÃçÙ à ��Ü�Ý
Hn−1(B0 ∩ Sr) = 0

Æ	Ë2½É¾2¿zÇ	Á�È
Ã�À�Î}Ö

r ∈ R
È�¾2¿aÀ}Ë8Î}Æ8À�Á�Ã�È	ñ à'Ø�Û6¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê1Ý�Ç	Á�¿

Hn−1(f(B0)∩S∗
r ) = 0

È
Hn−1(f(B∗)∩S∗

r ) = 0Æ	Ë2½æ¾2¿zÇ	Á�ÈéÃ�À�Î}Ö
r ∈ R

Ý'Í�Æ8Î
S∗
r = f(Sr).[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1ÝsÇ	Á�¿�Áz¼�Ä	ð!Î

Hn−1(f(B0) ∩ S∗
r ) = 0

È
Hn−1(f(B∗) ∩ S∗

r ) = 0
Æ	Ë2½Ô¾2¿zÇ	Á�ÈçÃ�À�Î}Ö

À�ÐSÎ�Ó
Sr := S(x0, r)

ÃÉÀ�Ê4×HÀ}Ë8Î
p
è�Ê,¿�Æ2Ñ�Ë2½ëÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼é¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�Î�Ï�Øé]!Î�Ï2À�Á�Ã�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	ÝT¾	Ñ�À�Á�Ì

Γ0
Þ ¾2¿�Æ8À�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿ÉÃ�À�Î}ÖgÀ�ÐSÎ�Ó

Sr := S(x0, r),
Æ	Ë2½çÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6ÖçË2È2º�¿

Hn−1(f(B0) ∩ S∗
r ) > 0,Ë2È2º�¿

Hn−1(f(B∗)∩S∗
r ) > 0.

GOº�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2ÊëÇ2Î�Ó2Î�Å
R
Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�¿�Ã�À�Î}Ö

r ∈ R,
Æ	Ë2½pÄ�¿zÁ�¿zÓ	×6Ö=Ë2È2º�¿

Hn−1(f(B0) ∩ S∗
r ) > 0,

Ë2È2º�¿
Hn−1(f(B∗) ∩ S∗

r ) > 0.
F À�È'Ë2Ñ�À�Ä'¼�Å�¼�Â	Â2¿zÍ�¿mÃ�×1ï�Î�Ý

m1(R) = 0.KM¿zÍ�Æ�¼�¾2¿�Á�Î�¿zÓ2Î�Ê,Î�ôPÑ'ºzÈ	Â	È
m(E) = 0,

Í�Æ8Î
E = {x ∈ D : |x − x0| = r ∈ R}. ôPÑ�Â	Ä	Ò	È	½

ρ1 : Rn → [0,∞],
¿z¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë8Î�Â	Â8¼�½ëÀ�È2Ê4Ã�¿�Ë8¿�Ê ∞ ¾	Ó	È

x ∈ E
ÈçÓ8¼�Ã�Â8¼�½çÂ	Ñ�Ë2ñ Â8¼�¿�À�Áz¼�Ã�ï�Î�Ê,À�½

Ê4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã�Îé¿�º�¿�ºz»�Î�Â	Â2¿
p
èîÆ8¿z¾	Ñ�À�Á�È2ÊT¼ÉÆ	Ë2½áÀ�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã#¼

Γ0
ØëKs¼�Ä	È2Ê?¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý�¾2¿ � �'Ø�Û�ä�	!ÃóÙ à ��Ü

Mp(Γ0) 6
∫
E ρ

p
1dm(x) = 0,

Á�Ø2Î�Ø�Ý'Æ8Î�Ï2À�Á�Ã�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý
Mp(Γ0) = 0

Ø
bJ¿JÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎHìaÈ	Ó2À�ºzÓ8¼�Ñ�Â8¼'Ý'À�Ê1Ø2Ù � � Ý�Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼Sà'Ø�Û�í'Ø �#â�Ü�Ý#Ä'¼�ð�Æ8¿�Îd¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î

fl
Ê,¿�ð!Î�Á!ºz×1Á�Ì

¾	Ó2¿�Æ8¿�Ë2ð!Î�Â2¿!Æ8¿JË2È	¾	ï!È	Ò2Î�Ã�À�Ä�¿zÍ�¿�¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½
f̃l : R

n → R
n,
Ä�¿zÁ�¿zÓ2¿�ÎO¾2¿SÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê,ÎOV4¼�Æ8Î�ÊT¼�Ö#Î}è

Ó8¼�Þ I�Á�Î�¾8¼�Â2¿zÃ#¼
f̃l
Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È	Ó	Ñ�Î�Ê,¿m¾2¿zÇ	Á�ÈÉÃ�À�ñ6Æ2Ñ�Ã

Rn,
À�Ê1ØsÙ � � Ý8Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼æâ'Ø�Û�Ø � Ü�ØaFòÀ�È'Ë2Ñ

Î}Æ2È	Â2À�Á�Ã�Î�Â	Â2¿�À�Á�Èë¼�¾	¾	Ó2¿zÄ�À�È2ÊT¼�Á�È	Ã�Â2¿zÍ�¿�Æ2È2ÐSÐSÎ�Ó2Î�Â	Ò	È8¼�Ë�¼æÀ�Ê1ØAÃ�Ù � � Ý§¾�Ø§â'Ø�Û�Ø à�Ü�Ý�Ê,¿�ð�Â2¿�À�Ç	È	Áz¼�Á�Ì2Ý
Ç	Á�¿�¾	Ó	ÈÚÃ�À�Î}Ö

x ∈ Bl
Ã�×1¾2¿�Ë2Â2Î�Â2¿=Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿

f̃l
′
(x) = f ′(x).baÑ�À�Á�Ì

Γ
¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç8¼zÎ�Á�À�Î�Ê,Î�Ï2À�Á�Ã�¿�Ã�À�Î}Ö�À�ÐSÎ�Ó

Sr
Ý
r ∈ (ε, ε0)

Ý
ε0 < d0 = dist(x0, ∂D).

]SË2½
¾	Ó2¿zÈ	Å�Ã�¿�Ë2Ì�Â2¿zÏÉÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	È

ρ∗ ∈ adm f(Γ),
Áz¼�Ä�¿zÏ�Ç	Á�¿

ρ∗ ≡ 0
Ã�Â2Î

f(D)
Ý	¾2¿�Ë�¼�Í�¼zÎ�Ê

ρ ≡ 0
Ã�Â2Î

DÈÚÂ8¼
B0,

È

ρ(x) := ρ∗(f(x))‖f ′(x)‖ ¾	Ó	È
x ∈ D \B0 = B ∪B∗.

V4¼zÀ�À�Ñ�ð�Æ�¼�½ó¾2¿zÄ	Ñ�À�¿zÇ	Â2¿çÂ8¼ÉÄ'¼�ð�Æ8¿�Ê
Bl
Ý
l = 1, 2, . . .

Ý�À�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿üÙ � � Ý�Ó8¼�Å�Æ8Î}ËcÛ�Ø ��Ø � Ü�Ý1¼ÉÁz¼�Ä	ð!Î
È2À�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�½�Í�Î�¿�Ê,Î�Á�Ó	È	Ç2Î�À�Ä	È	ÏmÀ�Ê4×HÀ}Ë=Ã�Î}Ë2È	Ç	È	Â	× ‖f ′(x)‖ È�Î�Î1À�Ã�½'Å�ÌJÀ�½'Ä�¿�ºzÈ8¼�Â2¿�Êç¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½§Ý
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À�Ê1Ø�Ý	Â8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�Ý8À�¿�¿zÁ�Â2¿zï�Î�Â	È	½ � à'Ø ��	�È � à'Ø � 	�Ã�Ù � �'Ý'Í�ËMØ ä Ý ��à�Ü�Ý	È2Ê,Î�Î�Ê1Ý	Ç	Á�¿
∫

Sr

ρn−1 dA =

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x))‖f ′(x)‖n−1 dA

=

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x)) · ‖f

′(x)‖n−1

dA∗
dA

· dA∗

dA
dA >

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x)) · dA∗

dA
dA

=

∫

S∗
r

ρn−1
∗ (y)dA∗ > 1

Æ	Ë2½É¾2¿zÇ	Á�ÈÔÃ�À�Î}Ö
Sr,

È�ÝMÀ}Ë8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý
ρ ∈ extp admΓ.

UJÀ�¾2¿�Ë2Ì�Å�Ñ�½�Å�¼zÊ,Î�Â	ÑÉ¾2Î�Ó2Î�Ê,Î�Â	Â	×6Ö�Â8¼
Ä'¼�ð�Æ8¿�Ê

Bl
Ý
l = 1, 2, . . . ,

À�Ê1Ø�ÝAÂ8¼�¾	Ó	È2Ê,Î�Ó�ÝTÙ � � Ý�Á�Î�¿zÓ2Î�ÊT¼Úâ'Ø à'Ø ��Ü�ÝAÃ�Ã�È'Æ2Ñ�À�Ç2Î�Á�Â2¿zÏÔ¼�Æ	Æ2È	Á�È	Ã�Â2¿�À�Á�È
È	Â	Á�Î�Í�Ó8¼�Ë�¼'Ý2¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�ÊóÁz¼�Ä	ð!ÎP¿zÒ2Î�Â	Ä	Ñ

∫

D

ρp(x)

Kp(x, f)
dm(x) 6

∫

f(D)

ρp∗(x) dm(x),

Ç	Á�¿�ÈÚÅ�¼�Ã�Î�Ó	ï�¼zÎ�Á=Æ8¿zÄ'¼�Å�¼�Á�Î}Ë2Ì�À�Á�Ã�¿	Ø
B

� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶ �§C @8C � � � - � �z- ��� - � - " �d�2
��ò�O� - $A���z$	/H�ê�A���	���=��$	�A���W

R
n * n > 3

* �	���������
W 1,α

loc

0#"��
α > n− 1

�'
���������� �Ú$	�	��$	�2�
Kp(x, f)

� �z- ��� - � - " �d�2
�� - �å�
p > n− 1

5
[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý�Ç	Á�¿OÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�Ñ�ñO»!È	Ï�¾'Ë8¿�À�Ä	È	Ï�À}Ë2Ñ�Ç8¼�Ï�ºz×6Ë�È	Å�Ñ�Ç2Î�Â!ÃOÓ8¼zº�¿zÁz¼�ÖæÙ ��ä�Ü�Ý'Ù �2Û�ã ���zÜ�Ý�Í�Æ8Î

Ñ�À�Áz¼�Â2¿zÃzË8Î�Â2¿	Ý�Ç	Á�¿�Ë2ñaº�¿zÏgÍ�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê
f
Ä�¿zÂ2Î�Ç	Â2¿zÍ�¿ÉÈ2À�Ä'¼�ð!Î�Â	È	½ëÂ8¼�¾'Ë8¿�À�Ä�¿�À�Á�Èá½'ÃzË2½	Î�Á�À�½

Â	È	ð�Â	È2Ê
Q
è Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê,¿�Ê1Ø

�§C @8C�
Úu8¸s¶#ús¸sr
* �,¹ & (�¹ $s¶#v8u8ö�÷��éø+�,r	ö�ö�u8v�#�q+�,¹súsr � � u8o8u��,¶#v8rAC�]SË2½=Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â2¿�è
Í�¿=¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È	½

f : D → R
n È x ∈ D ⊆ R

n Ý'¾2¿�Ë8¿�ð�È2Ê

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x| .

� � Ø�Û
	

h�¿zÃ�¿zÓ#½'Á�ÝMÇ	Á�¿æ¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î�Â	È2Î
f
½'ÃzË2½	Î�Á�À�½ 	���� ��8#���  !�$�*�!�� � � 34�SÝAÎ�À}Ë2È L(x, f) < ∞ Æ	Ë2½éÃ�À�Î}Ö

x ∈ D
Ø

baÑ�À�Á�Ì
Q : G → [0,∞]

ÞjÈ	Å�Ê,Î�Ó	È2ÊT¼�½áÐJÑ�Â	Ä	Ò	È	½§Ø�]SË2½çË2ñaº�¿zÍ�¿�È	Å�Ê,Î�Ó	È2Ê,¿zÍ�¿ÔÊ4Â2¿�ð!Î�À�Á�Ã#¼
E ⊂ R

n ¿�º�¿zÅ�Â8¼�Ç	È2Ê

−
∫

E

Q(x) dm(x) =
1

m(E)

∫

E

Q(x) dm(x).

��¶#u8qs¶�tOr �§C @8C �  2����� D �
D′ � - �����������m


R
n * n > 3

5 � "M����0 - � - ���2� * ��� - f : D → D′ �
�z- ��� - � - " �d�2
��W�H� - $A���z$	/H�ó�A���	���=��$	�A���ó�	���������

W 1,ϕ
loc

*�� �M�
ϕ : (0,∞) → (0,∞) � $A�� )��/1
�� �

���=� � �1 	$	���	��� *  �� - 
��A����
 - "������=� �æ 2��� - 
����
(2.1)

� * �#" - ���S� -��z-�* 0#"��
p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)

kp(x0) = lim sup
ε→0

(
−
∫

B(x0,ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

) p−n+1
n−1

<∞.
� � Ø à�	

+�-�� ���

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 cn,p · k
1

p−n
p (x0) <∞,

� � Ø â�	
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�� �zâ

� �M�
cn,p � 0 - � - ���A��������$�� �É� - $A������$A��� * 
���
��A� ���=� �Ô� - ����� -m- �S"���
�����"�$ - �����É0#" - ���}"���$A����
��

n�
p
5

C
V4¼zÀ�À�Ê,¿zÁ�Ó	È2Ê À�ÐSÎ�Ó	È	Ç2Î�À�Ä�¿�ÎóÄ�¿�Ë2Ì�Ò2¿

R = R(x0, ε1, ε2)
À
0 < ε1 < ε2

Áz¼�Ä�¿�Î�ÝpÇ	Á�¿

R(x0, ε1, ε2) ⊂ D
ØåKM¿zÍ�Æ�¼

E =
(
B (x0, ε2) , B (x0, ε1)

) Þ Ä�¿�Ë2Ì�Ò2Î�Ã�¿zÏWÄ�¿zÂ'Æ8Î�Â2À�¼�Á�¿zÓ Ã
D
È

fE =
(
fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)

) Þ\Ä�¿�Ë2Ì�Ò2Î�Ã�¿zÏ�Ä�¿zÂ'Æ8Î�Â2À�¼�Á�¿zÓéÃ
D′ Ø

baÑ�À�Á�Ì
Γ∗ = ∆(fS1, fS2, fR)

Ý8Í�Æ8Î
Sj = S(x0, rj)

Ý
j = 1, 2

ØaKM¿zÍ�Æ�¼mÀ�¿zÍ�Ë�¼zÀ�Â2¿ � �2Ø â�	}Ý�È2Ê,Î�Î�Ê
Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿

cap p
p−n+1

fE =M p
p−n+1

(Γ∗) .
� � Ø �#	

bJ¿�Ë8Î�Ê,Ê,Î �'Ø â!¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê1Ý2Ç	Á�¿

cap p
p−n+1

fE 6




ε2∫

ε1

dr

‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1

(r)




− n−1
p−n+1

,
� � Ø ��	

Í�Æ8Î ‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1

(r) =

(
∫

S(x0,r)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA

) p−n+1
n−1

.

[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý2Ç	Á�¿

ε2 − ε1 =

ε2∫

ε1

‖Kp(x, f)‖
n−1
p
n−1

p−n+1

(r) · dr

‖Kp(x, f)‖
n−1
p
n−1

p−n+1

(r)

.
� � Ø � 	

baÓ	È2Ê,Î�Â	½'½ÚÁ�Î�¿zÓ2Î�Ê4ÑéôPÑ'ºzÈ	Â	È�È�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿ph��Î}Ë2ÌzÆ8Î�Ó8¼pÀ
q = p

p−n+1

Ý
q′ = p

n−1

Ý	È2Ê,Î�Î�Ê




ε2∫

ε1

dr

‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1

(r)




− n−1
p−n+1

6
1

(ε2 − ε1)
p

p−n+1

∫

R

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) .
� � Ø ��	

ìJ¿�Ê,ºzÈ	Â	È	Ó	Ñ�½�Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ � � Ø ��	�È � � Ø ��	}Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê

cap p
p−n+1

fE 6
1

(ε2 − ε1)
p

p−n+1

∫

R

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) .
� � Ø ä�	

]�¼�Ë8Î�Î�Ý	Ã�×HºzÈ	Ó8¼�½
ε1 = 2ε

È
ε2 = 4ε

Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê

cap p
p−n+1

(fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)) 6
1

(2ε)
p

p−n+1

∫

B(x0,4ε)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) .
� � Ø ��	

IóÆ2Ó	Ñ�Í�¿zÏéÀ�Á�¿zÓ2¿zÂ	×SÝ2Ã=À�È'Ë2ÑæÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ � �2Ø �#	�Ã�×1Á�Î�Ä'¼zÎ�Ám¿zÒ2Î�Â	Ä'¼

cap p
p−n+1

(fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)) > c1 [m(fB(x0, 2ε))]
n(p−n+1)−p
n(p−n+1) ,

� � Ø�Û�í�	
Í�Æ8Î

c1
Þj¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�½áÄ�¿zÂ2À�Áz¼�Â	Áz¼'Ý�Å�¼�Ã�È2À�½'»�¼�½gÁ�¿�Ë2Ì�Ä�¿�¿zÁ�Ó8¼�Å�Ê,Î�Ó	Â2¿�À�Á�Èá¾	Ó2¿�À�Á�Ó8¼�Â2À�Á�Ã#¼

nÈ
p.ìJ¿�Ê,ºzÈ	Â	È	Ó	Ñ�½ � � Ø ��	�È � � Ø�Û�í�	}Ý2¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê1Ý	Ç	Á�¿

m(fB(x0, 2ε))

m(B(x0, 2ε))
6 c2

[
−
∫

B(x0 ,4ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

] n(p−n+1)
n(p−n+1)−p

,
� � Ø�Û�Û
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Í�Æ8Î
c2
Þ\¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�½é¾2¿�À�Á�¿�½'Â	Â8¼�½éÅ�¼�Ã�È2À�½'»�¼�½ÚÁ�¿�Ë2Ì�Ä�¿p¿zÁ

n
È
p
Ø

]�¼�Ë8Î�Î�Ý2Ã�×HºzÈ	Ó8¼�½ÚÃ � � Ø ä�	
ε1 = ε

È
ε2 = 2ε

Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç	È2Ê

cap p
p−n+1

(fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)) 6
1

ε
p

p−n+1

∫

B(x0,2ε)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) .
� � Ø�Û�à�	

IüÆ2Ó	Ñ�Í�¿zÏ�À�Á�¿zÓ2¿zÂ	×SÝ2ÃpÀ�È'Ë2ÑmÂ2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã#¼ � �2Ø ��	}Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

cap p
p−n+1

(fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)) >

(
c3

d
p

p−n+1 (fB(x0, ε))

m1−n+ p
p−n+1 (fB(x0, 2ε))

) 1
n−1

,
� � Ø�Û�â�	

Í�Æ8Î
c3
Þ\¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�½éÄ�¿zÂ2À�Áz¼�Â	Áz¼'Ý�Å�¼�Ã�È2À�½'»�¼�½ÚÁ�¿�Ë2Ì�Ä�¿p¿zÁ

n
È
p.ìJ¿�Ê,ºzÈ	Â	È	Ó	Ñ�½ � � Ø�Û�à�	6È � � Ø�Û�â�	}Ý	¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê1Ý2Ç	Á�¿

d(fB(x0, ε))

ε
6 c4

(
m(fB(x0, 2ε))

m(B(x0, 2ε))

)i1
(
−
∫

B(x0 ,2ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

)i2

,
� � Ø�Û��#	

Í�Æ8Î

i1 =
(1− n)(p− n+ 1) + p

p
, i2 =

(n− 1)(p− n+ 1)

pÈ
c4
Þ\¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�½�Ä�¿zÂ2À�Áz¼�Â	Áz¼'Ý8Å�¼�Ã�È2À�½'»�¼�½�Á�¿�Ë2Ì�Ä�¿=¿zÁ

n
È
p.� Áz¼=¿zÒ2Î�Â	Ä'¼�Ã�Ê,Î�À�Á�ÎPÀ � � Ø�Û�Û
	�Æ�¼zÎ�Á=Â2Î�Ó8¼�Ã�Î�Â2À�Á�Ã�¿

d(fB(x0, ε))

ε
6 c5

(
−
∫

B(x0 ,4ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

)j1

×
(
−
∫

B(x0,2ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

)j2

,
� � Ø�Û���	

Í�Æ8Î

j1 =
n ((1− n)(p− n+ 1) + p) (p− n+ 1)

p (n(p− n+ 1)− p)
, j2 =

(n− 1)(p− n+ 1)

pÈ
c5
Þ\¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�½�Ä�¿zÂ2À�Áz¼�Â	Áz¼'Ý8Å�¼�Ã�È2À�½'»�¼�½�Á�¿�Ë2Ì�Ä�¿=¿zÁ

n
È
p.bJÎ�Ó2Î}Ö#¿�Æ2½�Ä�Ã�Î�Ó�Ö'Â2Î�Ê4Ñæ¾	Ó2Î}Æ8Î}Ë2Ñæ¾	Ó	È

ε→ 0
Ý'¾2¿�Ë2Ñ�Ç8¼zÎ�Ê

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 lim sup
ε→0

d(fB(x0, ε))

ε
6 c · [kp(x0)]

1
p−n ,

Í�Æ8Î
c
Þ\¾2¿�Ë8¿�ð�È	Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�½é¾2¿�À�Á�¿�½'Â	Â8¼�½§Ý2Å�¼�Ã�È2À�½'»�¼�½�Á�¿�Ë2Ì�Ä�¿p¿zÁ

n
È
p
Ø
B

� �,¶z·Tö�÷'v8¹s¶��§C � C �  2����� D �
D′ � - ������������


R
n * n > 3

5 � "M����0 - � - ���2� * ��� - f : D →
D′ � �z- ��� - � - " �d�2
��á��� - $A���z$	/H�ç�A���	���=��$	�A���ç�	���������

W 1,ϕ
loc

�, 2��� - 
��A���
(2.1)

� * �#" - ���d� -��z-�*
0#"��

p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)

lim sup
ε→0

−
∫

B(x0,ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x) <∞ (∀x0 ∈ D).

� � Ø�Û � 	

+�-�� ��� �z- ��� - � - " �d�2
��
f

�'
���������� �Ú� - $A���z$ - �	�	0��!���A��
�/H� 5
�������
	��
�
�
��� ) � )sFëÀ�¿�¿zÁ�Ã�Î�Á�À�Á�Ã�È	ÈmÀ�Ë8Î�Ê,Ê,¿zÏéÛ�í'Ø � Ã�Ù à ��Ü2Ä�¿zÂ2Î�Ç	Â2¿aË2È	¾	ï!È	Ò2Î�Ã�×HÎH¿zÁ�¿�ºzÓ8¼�ð!Î}è

Â	È	½�¿�º�Ë�¼�Æ�¼�ñOÁ
N
è�À�Ã�¿zÏ2À�Á�Ã�¿�Êç¿zÁ�Â2¿�À�È	Á�Î}Ë2Ì�Â2¿aÖ�¼�Ñ�À�Æ8¿zÓ2ÐS¿zÃ�×6ÖpÊ,Î�Ó�È�Ý�Áz¼�Ä	È2ÊÔ¿�ºzÓ8¼�Å�¿�Ê1Ý�½'ÃzË2½'ñOÁ�À�½

¼zº�À�¿�Ë2ñOÁ�Â2¿=Â2Î�¾	Ó2Î�Ó	×1Ã�Â	×HÊ4ÈéÂ8¼�Ä	Ó	È	Ã�×6ÖÚÈÚ¾2¿zÃ�Î�Ó�Ö'Â2¿�À�Á�½�Ö§Ø
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bJ¿�À�Á�Ó2¿zÈ2Êg¾	Ó	È2Ê,Î�ÓæÍ�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�ÊT¼�ÀdÄ�¿zÂ2Î�Ç	Â	×HÊëÈ2À�Ä'¼�ð!Î�Â	È2Î�Ê1Ý	Â2ÎO½'ÃzË2½'ñO»�Î�Í�¿�À�½pÄ�¿zÂ2Î�Ç	Â2¿
Ë2È	¾	ï!È	Ò2Î�Ã�×HÊ1Ø

��� ����� �")�baÓ2Î}Æ2¾2¿�Ë8¿�ð�È2Ê1Ý�Ç	Á�¿
p ∈

(
n, n+ 1

n−2

) ØTbaÑ�À�Á�Ì
f : Bn → B

n Ý n > 3
Ý	Í�Æ8Î

f(x) =
x

|x|


1 + (p− n)

1∫

|x|

dt

tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( et )




− 1
p−n

¾	Ó	È
x 6= 0

È
f(0) = 0

Ø
ìS¼zÀ�¼�Á�Î}Ë2Ì�Â8¼�½�È�Ó8¼�Æ2È8¼�Ë2Ì�Â8¼�½ÉÆ2È'Ë�¼�Áz¼�Ò	È	È

f
Â8¼mÀ�ÐSÎ�Ó2Î |x| = r

Ý
r ∈ (0, 1)

Ý§Ë8Î�Í�Ä�¿æÃ�×1Ç	È2À}Ë2½�è
ñOÁ�À�½ �

δT =
|f(x)|
|x| =

(
1 + (p− n)

1∫
r

dt

tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( e

t
)

)− 1
p−n

rÈ

δr =

(
1 + (p− n)

1∫
r

dt

tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( e

t
)

)− p−n+1
p−n

rp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( et )

.

[§¼zÊ,Î�Á�È2Ê1Ý2Ç	Á�¿
δT > δr

È

δp−n+1
T = δr ln

p−n+1
n−1

(
e

r

)
.

ITË8Î}Æ8¿zÃ#¼�Á�Î}Ë2Ì�Â2¿	Ý8Ã�Ã�È'Æ2ÑæÀ�ÐSÎ�Ó	È	Ç2Î�À�Ä�¿zÏ�À�È2Ê,Ê,Î�Á�Ó	È	È�Ê4×åÃ�È'Æ2È2Ê1Ý	Ç	Á�¿

Kp(x, f) =
δpT

δn−1
T δr

=
δp−n+1
T

δr
= ln

p−n+1
n−1

(
e

|x|

)
.

GdÇ2Î�Ã�È'Æ2Â2¿	Ý2Ç	Á�¿

lim sup
ε→0

−
∫

B(0,ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x) = ∞ .

KMÎ�ÊáÂ2ÎSÊ,Î�Â2Î�Î�Ý2Ä'¼�ÄÚË8Î�Í�Ä�¿=¾	Ó2¿zÃ�Î�Ó	È	Á�Ìp¾2¿�¾	Ó8¼�Ã�È'Ë2ÑæQS¿z¾	È	Áz¼�Ë2½§Ý |f(x)|
|x| → ∞ ¾	Ó	È

x→ 0
Ý	Á�Ø2Î�Ø

Í�¿�Ê,Î�¿�Ê,¿zÓ2ÐJÈ	Å�Ê
f
Â2ÎJ½'ÃzË2½	Î�Á�À�½æË2È	¾	ï!È	Ò2Î�Ã�×HÊóÃ�Â	Ñ�Ë8Î�Ø

�é¹s÷'¶#qsr	÷
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