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Ú Æ¤¾ Ú ¿�À	ÁkÛ6ÇÜÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	ÁkÛ6ÇÄÈ	½2Â�Å Ú ¿�¾�Ó�Ì2Ý'ÍK¿�Ç	À	¿�Â�½2Â Ú Ó�ÊÞÛ6À2Ê�ß�Ç'Ö4È	½	Ç	Î'Ì�¾�Å2À	Á8ÖmÇ Ú�Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�À	Ç'à
Ý�Ö�á�sU¾�â©Â]Ó Ú Â�ß�Êã¿�¾�Î	Ç2Â>Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç4Å¤Ê�È	× Ú Î'¾�ÍK¿Þ¿�Ê�Ì2Õ�Î�ÊxÈ	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	À2Ê�Â«½2Â�å©Â�À	Ç2Â]Ç�À2Â�Î�Ê�½	½2Â�Î	¿�À	Á
Ó�Î'Ì�¾ Ú�Ú Ç	Æ2Â Ú Î�Ê�Û Ú Û6Á Ú Ì¤Â�á,XæÀ	Ç2ÛbÊ�¿�À2Ê Ú Ý'¿ Ú ÝçÃ�¾�Å�¾�Æ	ÇçÇ'Å¤Â�À	¿�Ç2ÑOÇ	Î'¾�Ò	Ç	ÇÄÀ2Â�Ç	Ã�Ó�Â Ú ¿�À	Á8ÖçÈ'Ì¤Ê�¿�À2Ê�à
Ú ¿�Â�ÙçÇ Ú ¿�Ê�Æ	À	Ç	Î�Ê�Ó4ÇÜÎ�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�Ê�Ó2á,J8Ê�Ì2Õ�å©Ê�Â«Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2ÂèÇ2Û,Â�ÍK¿­Î�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�À	ÁkÂèÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç
Å	Ì2ÝèÐ�Ì	Ì2Ç	È	¿�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç'ÖÞ×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ù�é	Ó>Î�Ê�¿�Ê�½	Á8ÖxÀ2Â�Ç	Ã�Ó�Â Ú ¿�À	ÁkÂUÎ�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�ÁêÀ2ÂOÃ�¾�Ó�Ç Ú Ý'¿«Ê�¿>Ê�Å	à
À2Ê�ÙÞÈ2Â�½2Â�Û,Â�À	À2Ê�Ùçëíì�î�ì�ì�ï�áBj�¾�Å�¾�Æ¤¾]Å	Ì2ÝãÈ	½#Ý	Û,Ê�×�ß�Ê�Ì2Õ�À2Ê�Ù�Ê�¼�Ì�¾ Ú ¿�Ç Ú Å¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÛÔ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â�Û
Ú Ê�Ó�È¤¾�Å¤Â�À	Ç	ÝÄÎ�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�Ê�Ó�È	½	Ç Ú ¿�¾�½	å!Ç'ÖçÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	Á8ÖðÇ Ú�Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�Ì�¾ Ú ÕmÓÄë ñ�ïkÈ	½	Ç n = 2.VU¾�Û6Çx½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½2Â�À�¼�Ê�Ì¤Â�ÂOå!Ç	½2Ê�Î	Ç	ÙxÎ'Ì�¾ Ú�Ú Ê�¼�½¤¾�¿�À	Á8ÖãÃ�¾�Å�¾�ÆÞÓ]È	½#Ý	Û,Ê�×�ß�Ê�Ì2Õ�À	Ç	Î�Â�á

aÔÀ¤¾ Ú ¿�Ê�Ý'â©Â�ÙÞ½¤¾�¼�Ê�¿�ÂOÇ Ú�Ú Ì¤Â�Å2×�ÍK¿ Ú ÝÞÓ�Ê�È	½2Ê Ú ÁLÎ�Ê�½	½2Â�Î	¿�À2Ê Ú ¿�Ç­Ê�Å2À2Ê�ß�Ê>Î'Ì�¾ Ú�Ú ¾>Ê�¼�½¤¾�¿�À	Á8ÖxÃ�¾�à
Å�¾�ÆmÊ�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç	Ý�Î�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�Ê�ÓxÐ�Ì	Ì2Ç	È	¿�Ç	Æ2Â Ú Î�Ê�ß�ÊÞ×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý�á�MOÊ Ú ¿�½2Ê�Â�À4½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	Ç	Ã�Ç	½	×�Í`à
â!Ç	ÙÞ¾�Ì2ß�Ê�½	Ç	¿�ÛòÊ�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç	ÝxÎ�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�Ê�Ó2á

A¤DQóãô¤õ�ö�÷	»Sô¤|¤ø�÷­ù#÷#ºQ÷#úSz

MZ× Ú ¿�Õ

I1 = {1, 2}, I2 = {3, 4}, I3 = {1, 3}, I4 = {2, 4}, p ∈ I1, ω = p+ (−1)p+1,

ω1 = 1 +
i0 − p

2
, ω2 = 3− ω1.

MZ× Ú ¿�Õ>È	½	Ç i0 ∈ Ij ∩ I2+p, i1 =
(i0−3)j+4
(3−j)i0−j , i2 = 5− 2j, i3 = 6− 2j, j = 1, 2.

û
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i0
é
p
Ã�¾�Å�¾�Æ	×YÊ�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç	ÝæÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù

ai0(xp), u(x1, x2)
é	×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍKâ!Ç'Öx×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý	Û

−a1(x1)a2(x2)ux1x1 − a3(x1)a4(x2)ux2x2 + c(x1, x2)u = h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D, (1)

u(0, x2) = φ1(x2), u(l1, x2) = φ2(x2), 0 6 x2 6 l2, (2)

u(x1, 0) = ϕ1(x1), u(x1, l2) = ϕ2(x1), 0 6 x1 6 l1, (3)

ai0(xp)ai1(0)uxω (x1, x2)|xω=0 = gi0(xp), 0 6 xp 6 lp, (4)
È	½	Çx× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý�Ö φ1(0) = ϕ1(0), φ1(l2) = ϕ2(0), φ2(0) = ϕ1(l1), φ2(l2) = ϕ2(l1).j¤Å¤Â Ú Õ

D = {(x1, x2) : 0 < x1 < l1, 0 < x2 < l2},

ai1(xω), aip+1(xp), ai4−p(xω), c(x1, x2), h(x1, x2), φi(x2), ϕi(x1), gi0(xp), i = 1, 2
é��ØÃ�¾�Å�¾�À	À	ÁkÂ

ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
ai1(xω), ai4−p(xω) ∈ Cα[0, lω], aip+1(xp) ∈ Cα[0, lp], c(x1, x2) ∈ Cα(D̄), h(x1, x2) ∈

Cα(D̄), φi(x2) ∈ C2+α[0, l2], ϕi(x1) ∈ C2+α[0, l1], gi0(xp) ∈ Cα[0, lp], i = 1, 2, 0 < α < 1.aêÃ�¾�Å�¾�Æ¤¾�Ö­¿�Â�È'Ì¤Ê�ÑOÇ	Ã�Ç	Î	Ç­× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â�� �	� Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý­Ó�Á1½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â�ÛÔ¿�Â�È'Ì¤Ê�Ó�Ê�ß�ÊèÈ2Ê�¿�Ê�Î'¾«À¤¾>ß�½¤¾�à
À	Ç	Ò2Â

(p− 1)x1 + (2− p)x2 = 0
á


���
��	���	������������\p×�À	Î	Ò	Ç	Ç {ai0(xp), u(x1, x2)}
À¤¾�Ã�Ê�Ó�Â�Û������������ �"!$#&%�'&%�(	�)��ì � î�� �	� éfÂ Ú Ì2Ç

0 < ai0(xp) ∈ C[0, lp], u(x1, x2) ∈ C2(D)
⋂
C(D̄)

Çã×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍK¿ Ú Ý Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ý*��ì � î�� �	� á
VOÂ�¿�½	×�Å2À2ÊèÈ	½2Ê�Ó�Â�½	Ç	¿�Õ2éBÆ	¿�Ê«Â Ú Ì2Ç­½2Â�å©Â�À	Ç2Â!Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç+��ì � î�� �	� Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿�éB¿�Ê È	½	Ç­È	½	Ç	À	Ý'¿�Á8Ö

È	½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Ý�Ö>ÊKß�Ì�¾�Å2Î�Ê Ú ¿�Ç]Å�¾�À	À	Á8ÖpÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç ai0(xp) ∈ Cα[0, lp], u(x1, x2) ∈ C2+α(D̄).
R!Â�Ù'à

Ú ¿�Ó�Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	éBÈ	½	Ç�È	½	Ç	À	Ý'¿�Á8Ö�È	½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Ý�Ö�Ç	Ã©Ê�¼�â©Â�Ù�¿�Â�Ê�½	Ç	Ç­Ð�Ì	Ì2Ç	È	¿�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç'Ö­×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ù
Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�éQÆ	¿�Ê u(x1, x2) ∈ W 2

p1(D) ⊂ C1+α(D̄)
È	½	Ç

p1 > 2.
MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×çÇ	ÃèÅ¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�ß�Ê

× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý*� �	� Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê ai0(xp) ∈ Cα[0, lp].
MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×

u(x1, x2) ∈ C2+α(D̄)
ëíì�ñ'é�,�á�ì.-0/�ï�á

tK½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç2Â1��ì � ¿�¾�Î	ä!ÂpÛ,Ê�ä]À2Ê>Ã�¾�È	Ç Ú ¾�¿�Õ>Ó Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ©Â�ÛçÓ�Ç'Å¤Â32

−ai0(xp)ai1(xω)uxω1xω1
− aip+1(xp)ai4−p(xω)uxω2xω2

+ c(x1, x2)u = h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D.

4 D651ºQzS»Sõ�ö'|¤{#»S»Sô¤õ�ö874z+9�õ�ö'ô :SúSzS|¤ô¤õ�ö87

MZ× Ú ¿�Õ�Î	½2Ê�Û,ÂèÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç)��ì � î�� �	� Ã�¾�Å�¾�À¤¾�Â�â©Â«Ã�¾�Å�¾�Æ¤¾
(1̄)
î
(4̄),

ß�Å¤Â«Ó Ú ÂèÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç�éSÓ�Ö#Ê�Å2Ý'â!Ç2Â
Ó;��ì � î�� �	� é	Ã�¾�Û,Â�À2Â�À	Á Ú Ê�Ê�¿�Ó�Â�¿ Ú ¿�Ó�×�ÍKâ!Ç2Û6Ç�ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý	Û6Ç Ú Æ2Â�½	¿�Ê�Ù�á2MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

Z(x1, x2) = ū(x1, x2)− u(x1, x2), λi0(xp) = āi0(xp)− ai0(xp),

δi1(xω) = āi1(xω)− ai1(xω), δip+1(xp) = āip+1(xp)− aip+1(xp),

δi4−p(xω) = āi4−p(xω)− ai4−p(xω), δi0(x1, x2) = c̄(x1, x2)− c(x1, x2),

δ5(x1, x2) = h̄(x1, x2)− h(x1, x2), δi+5(x2) = φ̄i(x2)− φi(x2),

δi+7(x1) = ϕ̄i(x1)− ϕi(x1), δ10(xp) = ḡi0(xp)− gi0(xp), i = 1, 2.
sOÂ�½2Â�Ã

δ̃p(x1, x2)
Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2ÛØÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í©é Ú Ê�Ó�È¤¾�Å�¾�ÍKâ!×�Í À¤¾ãß�½¤¾�À	Ç	Ò2Â«È	½	ÇmÎ'¾�ä©Å¤Ê�Û

p ∈ I1Ú δi+5(x2), δi+7(x1), i = 1, 2, Ú Ê�Ê�¿�Ó�Â�¿ Ú ¿�Ó�Â�À	À2Ê ÇãÈ	½	Ç	À¤¾�Å	Ì¤Â�ä©¾�â!×�Í C2+α(D̄)
á¤IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2Û

Pi(xj) =
(2− i)lj − (−1)i+1xj

lj
, i, j = 1, 2.



��� - 0#"f���f���B��$	�	��� -������ �	�	�B��$B� - 
>0#"���������"�
!�
�ã0#" - �2
�
 - ��$	/�� -

\p×�À	Î	Ò	Ç	Ý
δ̃p(x1, x2)

Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÛÄÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û 2

δ̃p(x1, x2) =
2∑

i=1

Pi(x1)δi+5(x2) + Pi(x2)

[
δi+7(x1) +

x1 − l1
l1

δi+7(0) +
x1
l1
δ7(il2 − l2)

]
.

�Þ{����K÷�A¤D��` 2�����K"f��
 ��$	�B�8
����������
(1)
9
(4)

�� 	� ������
� 2��� 7�+�-�� ���Z
'��"�$��!���B���2 	���>��� - �B��$	�	�
�

|u(x1, x2)| 6 max

{
max
D

∣∣∣∣
h(x1, x2)

c(x1, x2)

∣∣∣∣,max
x1, x2

max
i

[
|φi(x2)|, |ϕi(x1)|

]}
.

C
I`Ò2Â�À	Î'¾©Ì¤Â�ß�Î�Ê]Ó�Á1¿�Â�Î'¾�Â�¿«Ç	ÃOÈ	½	Ç	À	Ò	Ç	È¤¾>ÛQ¾�Î Ú Ç2Û6×'ÛQ¾'á

BP6Å2Ç	À Ú ¿�Ó�Â�À	À2Ê Ú ¿�Õ«½2Â�å©Â�À	Ç	ÝxÊ�¼�½¤¾�¿�À2Ê�ÙÞÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç ��ì � î�� �	� é	Ó>È	½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Ç­Â�ß�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�Ê�Ó#¾�à
À	Ç	Ý�é	× Ú ¿�¾�À¤¾�Ó�Ì2Ç	Ó#¾�Â�¿ Ú Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ©Â�Ùx¿�Â�Ê�½2Â�Û,Ê�Ù�á

��{#ô �S{��K÷xA¤D	�` 2�����K0#"�� � �	�2���#" - 
���$	$	/��!0���"���������"����
i0, p


�/10 - �	$B��$	/m 2��� - 
��	�
gi0(xp) 6=

0
*
Nl1l2 < 1.

+�-�� ���U"f��
 ��$	�B�K
����������
(1)
9
(4)

�����	$B����
'��$	$ - �ã
'��"�$�� ���B���2 	���>��� - �B��$	�	�
�

‖āi0(xp)− ai0(xp)‖C[0,lp] + ‖ū− u‖C(D̄)

6 N1

{
‖āi1(xω)− ai1(xω)‖C[0,lω ] + ‖āip+1(xp)− aip+1(xp)‖C[0,lp]

+ ‖āi4−p(xp)− ai4−p(xp)‖C[0,lp] + ‖c̄(x1, x2)− c(x1, x2)‖C(D̄)

+ ‖h̄(x1, x2)− h(x1, x2)‖C(D̄) +
2∑

i=1

[
‖φ̄i(x2)− φi(x2)‖C2[0,l2]

+ ‖ϕ̄i(x1)− ϕi(x1)‖C2 [0,l1]

]
+ ‖ḡi0(xp)− gi0(xp)‖C[0,lp]

}
,

(5)

� �f�
N
*
N1 !

0 - � - �]�B�����	��$	/Z��0 - ��� - �'$	$	/Z� * 
���
��B�"�
�!�B� - �Þ����$	$	/��Ë
����������ê�Ë�6$ - �>������
��
"f��
 ��$	�	� * � -�- ��
'��������
'��$	$ -�7

C
WZÃ

(1̄)
î
(4̄)

Ó�Á1Æ	¿�Â�Û ��ì � î�� �	� ÇËÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û
Z1(x1, x2) = Z(x1, x2) − δ̃p(x1, x2)

á1_fÊ�ß�Å�¾
È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

−āi0(xp)āi1(xω)Z1xω1xω1 − āip+1(xp)āi4−p(xω)Z1xω2xω2

= δ11(x1, x2)− c̄(x1, x2)δ̃p(x1, x2)− c̄(x1, x2)Z1 + η(x1, x2)λi0(xp), (x1, x2) ∈ D,
(6)

Z1(0, x2) = 0, Z1(l1, x2) = 0, 0 6 x2 6 l2, (7)

Z1(x1, 0) = 0, Z1(x1, l2) = 0, 0 6 x1 6 l1, (8)

λi0(xp) = δ12(xp) + γ(xp)δ̃pxω(x1, x2)|xω=0 + γ(xp)Z1xω (x1, x2)|xω=0, 0 6 xp 6 lp. (9)
j¤Å¤Â Ú Õ

δ11(x1, x2) = āi0(xp)āi1(xω)δ̃pxω1xω1
(x1, x2) + āip+1(xp)āi4−p(xω)δ̃pxω2xω2

(x1, x2)

+ ai0(xp)uxω1xω1
(x1, x2)δi1(xω) + āi4−p(xω)uxω2xω2

(x1, x2)δip+1(xp)

+ aip+1(xp)uxω2xω2
δi4−p(xω)− uδi0(x1, x2) + δ5(x1, x2), η(x1, x2) = āi1(xω)uxω1xω1

,

γ(xp) = āi0(xp)[−uxω(x1, x2)|xω=0]
−1,

δ12(x1, x2) =
[
āi1(xω)uxω(x1, x2)

∣∣
xω=0

]−1[
δ11(xp)− āi0(xp)uxω(x1, x2)

]∣∣
xω=0

δi1(0), i = 1, 2.



� �`�	�B��
�� 7 � 7
MZ½	Ç È2Ê�Û,Ê�â!Ç ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç���½	Ç	À¤¾>ëíì���ï¤Ç	Ã � � � î���� � Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ç2ÛmÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í

Z1(x1, x2)
Æ2Â�½2Â�Ã`È	½¤¾�à

Ó�×�ÍbÆ¤¾ Ú ¿�Õ>½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾]ÇãÐ�¿�Ê]Ó�Á1½¤¾�ä!Â�À	Ç2ÂpÈ2Ê�Å Ú ¿�¾�Ó�Ç2ÛòÓ]× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â1��� � á	_fÊ�ß�Å�¾>È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

Z(x1, x2) = δ̃p(x1, x2) +

∫

D

G(x1, x2, ξ1, ξ2)

×
[
δ11(ξ1, ξ2)− c̄(ξ1, ξ2)Z(ξ1, ξ2) + η(ξ1, ξ2)λi0(ξp)

]
dξ1 dξ2,

λi0(xp) = δ12(xp) + γ(xp)

∫

D

Gxω(x1, x2, ξ1, ξ2)
∣∣
xω=0

×
[
δ11(ξ1, ξ2)− c̄(ξ1, ξ2)Z(ξ1, ξ2) + η(ξ1, ξ2)λi0(ξp)

]
dξ1dξ2, i = 1, 2.

\p×�À	Î	Ò	Ç	Ý���½	Ç	À¤¾]Ç2Û,Â�Â�¿ Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!×�ÍØÊ�Ò2Â�À	Î	×�ëíì���ï 2

|G(x1, x2, ξ1, ξ2)| 6M1 ln
1√

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2
,

|Gxi(x1, x2, ξ1, ξ2)| 6Mi+1

[
(x1 − ξ1)

2 + (x2 − ξ1)
2
]−1/2

, Mi > 0, i = 1, 2, 3. (10)
MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

χ = max
x1, x2

|Z(x1, x2)|+max
xp

|λi0(xp)|.
WZÃ1��ì�	 � È	½	ÇèÅ¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2Ê«ÛQ¾�Ì¤Ê�ÙÞÛ,Â�½2Â D È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

χ 6 N2

[∥∥δi1(xω)
∥∥
C[0,lω ]

+
∥∥δip+1(xp)

∥∥
C[0,lp]

+
∥∥δi4−p(xω)

∥∥
C[0,lω ]

+
∥∥δi0(x1, x2)

∥∥
C(D̄)

+
∥∥δ5(x1, x2)

∥∥
C(D̄)

+
∥∥δ̃p(x1, x2)

∥∥
C2(D̄)

+ ‖δ10(xp)‖C[0,lp1]

]
+ χN3(l1l2)

1/2,

ß�Å¤Â
N2, N3

� À2Â�Î�Ê�¿�Ê�½	ÁkÂãÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂxÆ	Ç Ú Ì�¾'áStKÆ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ýç× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â«¿�Â�Ê�½2Â�Û6ÁUé6È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1é
Æ	¿�Ê�È	½	Ç

(x1, x2) ∈ D̄
Ó�Â�½	À¤¾�Ê�Ò2Â�À	Î'¾�× Ú ¿�Ê�Ù	Æ	Ç	Ó�Ê Ú ¿�Ç � - � áQP6Å2Ç	À Ú ¿�Ó�Â�À	À2Ê Ú ¿�ÕÜ½2Â�å©Â�À	Ç	ÝÄÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç

Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿ Ç	ÃUÊ�Ò2Â�À	Î	Ç � - � á
B


 D��b{#ö'ô�º�
Sô¤õ�y,{�ºQô¤|¤÷	ö'{�y 7¤»�����
 �Sz��	y,z��4{#»Sz�:

q�Â�¿�Ê�Å4È2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À	Á8Ö�È	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	Ç	Ù4Å	Ì2Ý�½2Â�å©Â�À	Ç	Ý�Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç ��ì � î�� �	� È	½	Ç2Û,Â�À	Ý	Â�¿ Ú Ý�È2Ê
Ú Ö#Â�Û,Â

− a
(s)
i0

(xp)ai1(xω)u
(s+1)
xω1xω1

− aip+1(xp)ai4−p(xω)u
(s+1)
xω2xω2

+ c(x1, x2)u
(s+1) = h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D,

(11)

u(s+1)(0, x2) = φ1(x2), u(s+1)(l1, x2) = φ2(x2), 0 6 x2 6 l2, (12)

u(s+1)(x1, 0) = ϕ1(x1), u(s+1)(x1, l2) = ϕ2(x1), 0 6 x1 6 l1, (13)

a
(s+1)
i0

(xp)ai1(0)u
(s+1)
xω

(x1, x2)|xω=0 = gi0(xp), 0 6 xp 6 lp. (14)
MOÊ Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂ`Ç	¿�Â�½¤¾�Ò	Ç	Ç>È2Ê Ú Ö#Â�Û,Â ��ì�ì � î���ì �	� È	½2Ê�Ó�Ê�Å2Ý'¿ Ú Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2Û�Ê�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û1á�c�À¤¾�à

Æ¤¾�Ì�¾LÓ�Ák¼�Ç	½¤¾�Â�¿ Ú ÝYÀ2Â�Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�Â
a
(0)
i0

(xp) > 0
épÈ	½	Ç	À¤¾�Å	Ì¤Â�ä©¾�â©Â�Â

Cα[0, lp],
ÇdÈ2Ê�Å Ú ¿�¾�Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý
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Ó4×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç2Â*��ì�ì � á6R©¾�Ì¤Â�Âx½2Â�å]¾�Â�¿ Ú ÝðÃ�¾�Å�¾�Æ¤¾+��ì�ì � î���ì�� � ÇðÀ¤¾�Ö#Ê�Å2Ç	¿ Ú Ý u(1)(x1, x2) áQMOÊmÑO×�À	Î'àÒ	Ç	Ç
u
(1)
xω (x1, x2)|xω=0

Ç	ÃO× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ù ��ì �	� À¤¾�Ö#Ê�Å2Ç	¿ Ú Ý a(1)i0
(xp)

ÇãÐ�¿�¾>ÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÝèÇ Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�Â�¿ Ú ÝxÅ	Ì2Ý
È	½2Ê�Ó�Â�Å¤Â�À	Ç	Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ©Â�ß�Ê]å]¾�ß�¾©Ç	¿�Â�½¤¾�Ò	Ç	Ç�á

��{#ô �S{��K÷ 4 D �` 2�����ò0#"�� � �	�2���#" - 
���$	$	/��L0���"���������"����
i0, p

"f��
 ��$	�B�­
����������
(1)
9
(4)�� 	� ������
� 2���h�

gi0(xp) 6= 0, Nl1l2 < 1, u(s)(x1, x2) ∈ C2(D), a
(s)
i0

(xp) ∈ Cα[0, lp]
*

gi0(xp)u
(s)
xω (x1, x2)|xω=0 > 0

0#"��Ä
'��� �
s = 0, 1, . . . ; N !

0 - � - �]�B�����	��$����ð0 - ��� - �'$	$���� * 
����

��B�"�
�>��� - �©����$	$	/��m
���������� 78+ ���	�>�U� - 0� 2�����2� * ��� - 0#" - �2
�
 - ��$	/Z� �  	$	�	�	�	�

u(s)(x1, x2)
0 -

x1
*
x2
� - 
'� - " -���- 0 - "	�����	�!"���
�$ - ����"�$ -è-�� "���$	������$	/ 7,+�-�� ��� �  	$	�	�	�	�

a
(s)
i0

(xp), u
(s)(x1, x2)

*
0 - �� �����$	$	/Z�K����� - � - �Ä0 - ���B��� - 
��������	��$	/��x0#"�� � �	�	�>��$	�	�

(11)
9
(14)

0#"��
s→ +∞ * "���
�$ - ����"��$ - � � - �������"�Þ� "f��
 ��$	�	�É
����������

(1)
9
(4)

� - ��� - " - ����� � � � - ������"���������� - �­0#" -�� "f�������	� 7

C
MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

Z(s)(x1, x2) = u(x1, x2)− u(s)(x1, x2), λ
(s)
i0

(xp) = ai0(xp)− a
(s)
i0

(xp).

TUÂ�ß�Î�Ê>È	½2Ê�Ó�Â�½	Ç	¿�Õ2é Æ	¿�Ê>Ð�¿�ÇÞÑO×�À	Î	Ò	Ç	Çã×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍK¿ Ú Ç Ú ¿�Â�Û,Â

−ai0(xp)ai1(xω)Z(s+1)
xω1xω1

− aip+1(xp)ai4−p(xω)Z
(s+1)
xω2xω2

+ c(x1, x2)Z
(s+1)

= η(s)(x1, x2)λ
(s)
i0

(xp), (x1, x2) ∈ D,
(15)

Z(s+1)(0, x2) = 0, Z(s+1)(l1, x2) = 0, 0 6 x2 6 l2, (16)

Z(s+1)(x1, 0) = 0, Z(s+1)(x1, l2) = 0, 0 6 x1 6 l1, (17)

λ
(s+1)
i0

(xp) = γ(s)(xp)Z
(s+1)
xω

(x1, x2)
∣∣
xω=0

, 0 6 xp 6 lp, (18)
ß�Å¤Â

η(s)(x1, x2) = ai1(xω)u
(s+1)
xω1xω1

, γ(s)(xp) = ai0(xp)
[
− u(s+1)

xω
(x1, x2)

∣∣
xω=0

]−1
, i = 1, 2.

MZ½	ÇãÈ2Ê�Û,Ê�â!ÇxÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç���½	Ç	À¤¾!Ç	Ã���ì.- � î���ì / � Ó�Á1½¤¾�Ã�Ç2Û
Z(s+1)(x1, x2)

Æ2Â�½2Â�ÃUÈ	½¤¾�Ó�×�ÍLÆ¤¾ Ú ¿�Õ
½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ ��ì.- � ÇãÈ2Ê�Å Ú ¿�¾�Ó�Ç2ÛòÐ�¿�Ê]Ó�Á1½¤¾�ä!Â�À	Ç2ÂUÓ>× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý ��ì�� � á2_fÊ�ß�Å�¾]È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

λ
(s+1)
i0

(xp) = γ(s)(xp)

∫

D

Gxω(x1, x2, ξ1, ξ2)
∣∣
xω=0

η(s)(ξ1, ξ2)λ
(s)
i0

(ξp) dξ1 dξ2. (19)

MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û
χ(s) = maxxp |λ

(s)
i0

(xp)|.
R©¾�Ì¤Â�Â�éSÎ'¾�ÎçÓ�Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó�Âã¿�Â�Ê�½2Â�Û6Á ì�éSÇ	Ã Ú Ç Ú ¿�Â�à

Û6Á$��ì�� � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿ χ(s+1) 6χ(s)N3(l1l2)
1/2. B

G�D�� 9���{#õ�ö'|¤ô¤|¤÷	»SzS{ �S{���{#»Sz�	

IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2Û
fi(xp) = (2− p)ϕi(x1) + (p− 1)φi(x2),

f̃i(xω) = (2− p)φi(x2) + (p− 1)ϕi(x1), i = 1, 2.
MZ× Ú ¿�Õ f̃i(0) = (2− p)φi(0) + (p− 1)ϕi(0), i = 1, 2.
�Þ{����K÷ 4 D �` 2�����ã���B���������

−a1(x1)a2(x2)ux1x1 − a3(x1)a4(x2)ux2x2 + c(x1, x2)u = h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D, (20)
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u(0, x2) = φ1(x2), u(l1, x2) = φ2(x2), 0 6 x2 6 l2, (21)

u(x1, 0) = ϕ1(x1), u(x1, l2) = ϕ2(x1), 0 6 x1 6 l1, (22)

ai0(xp)ai1(0)uxω (x1, x2)
∣∣
xω=0

= gi0(xp), 0 6 xp 6 lp, (23)
�p$����#���	��$ - � �#"�����
�/k�6�ç 2��� - 
��	�	�6�

φ1(0) = ϕ1(0), φ1(l2) = ϕ2(0)
*
φ2(0) = ϕ1(l1), φ2(l2) =

ϕ2(l1)
0#"��m
�������$	$	/��

a2i−1(x1), a2i(x2) > µ0 > 0, c(x1, x2) > 0, i = 1, 2,
�2�������>"f��
 ��$	�B� *

0#"��	$������B���]���!�B�
C2(D) ∩ C(D̄)

�

0 < c(x1, x2) 6 1, −Mplω 6 h(x1, x2) 6 0, ϕ1(0) > 0,

(2− p)φ2(0) + (p− 1)ϕ1(0) > 0, f2(xp) > 0, f1xpxp(xp) = 0,

m(ilp − lp)l
−1
ω xω 6 f̃i(0) − f̃i(xp) 6Mpxω,

m(xp) 6 f1(xp)− f2(xp) 6Mplω, i = 1, 2.
+�-�� ���

−Mp − (
√
2µ0)

−2lωf1(xp) 6 uxω(x1, x2)
∣∣
xω=0

6 −m(xp)l
−1
ω , (24)

� �f�

Mp = max

{
l−1
ω max

D
|h(x1, x2)|, (2− p)max

x2

max
i

|φix1(x2)|,

(p− 1)max
x1

max
i

|ϕix1(x1)|, max
x2

l−1
1 [φ1(x2)− [φ1(x2)]], max

x1

l−1
2 [ϕ1(x1)− ϕ2(x1)]

}
,

m(xp) ∈ C2[0, lp], m(xp) > 0, m′′(xp) > 0.

C
MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

υ(x1, x2) = u(x1, x2) + (2− p)m(x1)l
−1
2 x2 + (p− 1)m(x2)l

−1
1 x1 − f1(xp),

V (x1, x2) = u(x1, x2)−M [(2− p)x2 + (p− 1)x1]

−(2− p)(
√
2µ0)

−2x2(l2 − x2)ϕ1(x1)− (p− 1)(
√
2µ0)

−2x2(l2 − x2)φ1(x2) + f1(xp).
VOÂ�¿�½	×�Å2À2Ê>È	½2Ê�Ó�Â�½	Ç	¿�Õ2é2Æ	¿�Ê

υ(x1, x2)
×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý	Â�¿ × Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý	ÛðÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç

−a1(x1)a2(x2)υx1x1 − a3(x1)a4(x2)υx2x2 + c(x1, x2)υ = a2p−1(x1)a2p(x2)m
′′(xp)l

−1
ω xω

+ c(x1, x2)
[
m(xp)l

−1
ω − f1(xp)

]
+ h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D,

υ(0, x2) = (2− p)
[
φ1(x2) +m(0)l−1

2 x2 − ϕ1(0)
]
, 0 6 x2 6 l2,

υ(l1, x2) = (2− p)
[
φ2(x2) +m(l1)l

−1
2 x2 − ϕ1(l1)

]

+ (p− 1)
[
φ1(x2) +m(x2)− φ1(x2)

]
, 0 6 x2 6 l2,

υ(x1, 0) = (p− 1)[ϕ1(x1) +m(0)l−1
1 x1 − φ1(0)], 0 6 x1 6 l1

υ(x1, l2) = (2− p)
[
ϕ2(x1) +m(x1)− ϕ1(x1)

]

+ (p− 1)
[
ϕ2(x1) +m(l2)l

−1
1 x1 − φ1(l2)

]
, 0 6 x1 6 l1.
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MOÊp× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	ÍËÌ¤Â�Û,Û6ÁUé�À¤¾�Ç2¼�Ê�Ì2Õ�å©Â�ÂKÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�ÂOÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2ÂOÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç υ(x1, x2) Å¤Ê Ú ¿�Ç	ß�¾�Â�¿ Ú ÝÈ	½	Ç
(p − 1)x1 + (2 − p)x2 = 0

á�_fÊ�ß�Å�¾
υxω(x1, x2)

∣∣
xω=0

6 0.
tKÆ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ý�é�Æ	¿�Ê

υ(x1, x2) =

u(x1, x2) +m(xp)l
−1
ω xω − f1(xp),

È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

uxω(x1, x2)
∣∣
xω=0

6 −m(xp)l
−1
ω . (25)

XU¾�ÎxÇãÓ�Á1å©Â�é	È2Ê Ú Ì¤ÂOÈ2Ê�Å Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Î	Ç V (x1, x2)
Ó � ñ 	 � î�� ñ�ñ � È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

−a1(x1)a2(x2)Vx1x1 − a3(x1)a4(x2)Vx2x2 + c(x1, x2)V = µ−2
0 a5−2p(x1)a6−2p(x1)f1(xp)

+ c(x1, x2)
[
1− (

√
2µ0)

−2xω(lω − xω)
]
f1(xp)−Mpxωc(x1, x2)− h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D,

V (0, x2) = (2− p)
[
− φ1(x2)−Mx2 + ϕ1(0)− (

√
2µ0)

−2x2(l2 − x2)ϕ1(0)
]
, 0 6 x2 6 l2,

V (l1, x2) = (2− p)
[
− φ2(x2)−Mx2 + ϕ1(l1)− (

√
2µ0)

−2x2(l2 − x2)ϕ1(l1)
]

+(p− 1)
[
− φ2(x2) + φ1(x2)−Ml2

]
, 0 6 x2 6 l2,

V (x1, 0) = (p− 1)
[
− ϕ1(x1)−Mx1 + φ1(0)− (

√
2µ0)

−2x1(l1 − x1)φ1(0)
]
, 0 6 x1 6 l1,

V (x1, l2) = (p− 1)[−ϕ2(x1)−Mx1 + φ1(l2)− (
√
2µ0)

−2x1(l1 − x1)φ1(l2)]

+ (2− p)[−ϕ2(x1)−Ml2 + ϕ1(x1), 0 6 x1 6 l1.
MOÊã× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	ÍdÌ¤Â�Û,Û6ÁUé�À¤¾�Ç2¼�Ê�Ì2Õ�å©Â�Â>È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�Â«Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2Â ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç V (x1, x2)

Å¤Ê Ú ¿�Ç'à
ß�¾�Â�¿ Ú ÝxÈ	½	Ç (p− 1)x1 + (2− p)x2 = 0

á2MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×
Vxω(x1, x2) 6 0.

tKÆ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ý�é2Æ	¿�Ê

V (x1, x2) = u(x1, x2)−Mxω − (
√
2µ0)

−2xω(lω − xω)f1(xp)− f1(xp),

È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û
−Mp − (

√
2µ0)

−2lωf1(xp) 6 uxω(x1, x2)|xω=0. (26)
IK¼���Â�Å2Ç	À	Ý'ÝxÊ�Ò2Â�À	Î	Ç � ñ3- � Ç � ñ � � é	È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2ÛðÊ�Ò2Â�À	Î	× � ñ �	� á

B
��{#ô �S{��K÷ 
 D �` 2�����

0 < c(x1, x2) 6 1, −Mplω 6 h(x1, x2) 6 0, ϕ1(0) > 0,

(2− p)φ2(0) + (p− 1)ϕ1(0) > 0, f2(xp) > 0, f1xpxp(xp) = 0,

m(ilp − lp)l
−1
ω xω 6 f̃i(0)− f̃i(xp) 6Mpxω,

m(xp) 6 f1(xp)− f2(xp) 6Mplω,

gi0(xp) < 0, gp 6 −gi0(xp)
µ0

ai1(0)
− 1

2
lωf1(xp), i = 1, 2.

� �f�
m(xp) !

�����	�B�Þ$B� - ��"��	���������	��$	/Z� �  	$	�	�	�	� * ��� -
gi0(xp)[m(xp)]

−1 -�� "���$	������$ -�* gp !0 - � - �]�B�����	��$ - �]���B��� -�7S+�-�� ���]
��������#�
(1)
9
(4)

�2��������� - � � � / - ��$ - "f��
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C
R!Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó�ÊmÈ	½2Ê�Ó�Ê�Å2Ç	¿ Ú ÝnÛ,Â�¿�Ê�Å¤Ê�ÛhÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À	Á8ÖðÈ	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	Ç	Ù�á�WZÃx×�¿�Ó�Â�½'à

ä©Å¤Â�À	Ç	ÝèÌ¤Â�Û,Û6Á Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é¤Æ	¿�Ê

−Mp − (
√
2µ0)

−2lωf1(xp) 6 u(s+1)
xω

(x1, x2)|xω=0 6 −m(xp)l
−1
ω , 0 < xp < lp.

_fÊ�ß�Å�¾
gpM

−1
p µ−1

0 6 a
(s+1)
i0

(xp) 6 max
xp

{
− gi0(xp)[m(xp)]

−1
}
· lω.
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_S¾�Î	Ç2ÛòÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û1é	È	½	ÇxÓ Ú Â�ÖèÈ	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	Ç	Ý�Ö a(s)i0
(xp)

� Ú ¿�½2Ê�ß�Ê]È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À¤¾�Ý�é�À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾�Ý
Çã½¤¾�Ó�À2Ê�Û,Â�½	À2Ê>Ê�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	À¤¾�ÝÞÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�á'_fÊ�ß�Å�¾©Ç	ÃUÊ�¼�â©Â�Ùã¿�Â�Ê�½	Ç	ÇxÐ�Ì	Ì2Ç	È	¿�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç'Öã×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ù
Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é�Æ	¿�Ê`È	½	Ç!× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý�Ö!¿�Â�Ê�½2Â�Û6ÁçÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Õ {u(s)(x1, x2)} ½¤¾�Ó�À2Ê�Û,Â�½	À2ÊZÊ�ß�½¤¾�À	Ç'àÆ2Â�À¤¾UÈ2ÊpÀ2Ê�½2Û,Â

W 2
p1

é
p1 > 2.

MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6× {u(s)(x1, x2)}
Î�Ê�Û6È¤¾�Î	¿�À¤¾!Ó

C1(D̄)
á�MZ½	ÇèÐ�¿�Ê�ÛmÇ	ÃK× Ú Ì¤Ê�à

Ó�Ç	Ý ��ì �	� Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é�Æ	¿�Ê!È2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Õ a(s+1)
i0

(xp)
¼�×�Å¤Â�¿!Î�Ê�Û6È¤¾�Î	¿�À¤¾!Ó

C[0, lp]
á	I`¿ Ú Í8Å�¾UÇ

Ç	Ã���ì�ì � î���ì�� � Ó�Á1¿�Â�Î'¾�Â�¿ãÎ�Ê�Û6È¤¾�Î	¿�À2Ê Ú ¿�Õ {u(s)(x1, x2)}
Ó
C2(D̄)

áBa Ú Ç Ú ¿�Â�Û,Â ��ì�ì � î���ì �	� é�È2Â�½2Â�Ö#Ê�à
Å2Ý�Î�È	½2Â�Å¤Â�Ì2×�È	½	Ç

s → +∞ é¤È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1é�Æ	¿�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿ãÈ¤¾�½¤¾«ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù {ai0(x1), u(x1, x2)}
é

×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍKâ!Ç'Öx× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý	Û)��ì � î�� �	� á
B

?BD�� � 9���zS{�
Sô¤õ�ö�÷	»Sô¤|¤øSzòô � �S÷	ö'»����Äù#÷#ºQ÷#ú

N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2Û Ã�¾�Å�¾�Æ	×ÉÈ	½	ÇdÑOÇ	Î Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	Á8Ö@È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾�Ö i0
é
p
éUÊ�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç	ÝdÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù

ai0(xp), u(x1, x2),
×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍKâ!Ç'Öx×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý	Û

−a1(x1)a2(x2)ux1x1 − a3(x1)a4(x2)ux2x2 + c(x1, x2)u = h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D, (27)

(2− p)ux1(0, x2) + (p− 1)u(0, x2) = φ1(x2), 0 6 x2 6 l2, (28)

(2− p)ux1(l1, x2) + (p− 1)u(l1, x2) = φ2(x2), 0 6 x2 6 l2, (29)

(p− 1)ux2(x1, 0) + (2− p)u(x1, 0) = ϕ1(x1), 0 6 x1 6 l1, (30)

(p− 1)ux2(x1, l2) + (2− p)u(x1, l2) = ϕ2(x1), 0 6 x1 6 l1, (31)

ai0(xp)ai1(0)uxω

∣∣
xω=0

= gi0(xp), 0 6 xp 6 lp, (32)
È	½	ÇÄ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý�Ö (p − 1)[φix2(jl2 − l2) − ϕj(il1 − l1)] = (2 − p)[φi(jl2 − l2) − ϕjx1(il1 − l1)]

é
i, j = 1, 2.j¤Å¤Â Ú Õ φi(x2) ∈ Cp+α[0, l2], ϕi(x1) ∈ C3−p+α[0, l1], i = 1, 2.

\p×�À	Î	Ò	Ç	Ý
δ̃p(x1, x2)

Ê�È	½2Â�Å¤Â�à
Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÛÄÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û 2

δ̃p(x1, x2) =

2∑

i,j=1

Pi(xω)

[
δi−2p+9(xp) + (1− xp)δ(i−2p+9)xp

(0)

−
x2p
2lp

δ(i−2p+9)xp
(lp)

]
+

(
1− xp

2lp

)
xpδ2p+4(xω) +

x2p
2lp

δ2p+5(xω).

�Þ{����K÷ 
 D �` 2�����!"f��
 ��$	�B�K
����������
(27)

9
(32)

�� 	� ������
� 2���p�

f̃i(xω) > 0, φix2(x2) 6 0, ϕix1(x1) 6 0.

+�-�� ���©
'��"�$��«���B���2 	���>��� - �B��$	�	�
�

|u(x1, x2)| 6 max

[
max
D

∣∣∣∣
h(x1, x2)

c(x1, x2)

∣∣∣∣, (2− p)max
x2

max
i

∣∣φi(x2)
∣∣, (p− 1)max

x1

max
i

|ϕi(x1)|
]
.

��{#ô �S{��K÷mG�D �` 2�����

0 < c(x1, x2) 6 1, −Mplω 6 h(x1, x2) 6 0,

f2(xp) > 0, f1xpxp(xp) = 0,

(
√
2µ0)

−2xω(xω − lω)f̃1(0) 6 f̃1(0)− f̃i(xω) 6 m′(0)l−1
ω xω,



��� - 0#"f���f���B��$	�	��� -������ �	�	�B��$B� - 
>0#"���������"�
!�
�ã0#" - �2
�
 - ��$	/�� ì�ì

m′(lp)l
−1
ω xω 6 f̃2(0)− f̃2(xω) 6 (

√
2µ0)

−2xω(xω − lω)f̃2(0),

m(xp) 6 f1(xp)− f2(xp) 6Mplω,

gi0(xp) < 0, gp 6 −gi0(xp)
µ0

ai1(0)
− 1

2
lωf1(xp), i = 1, 2,

� �f�
m(xp) !

�����	�B�Þ$B� - ��"��	���������	��$	/Z� �  	$	�	�	�	� * ��� -
gi0(xp)[m(xp)]

−1 -�� "���$	������$ -�* gp !0 - � - �]�B�����	��$ - �]���B��� -�7S+�-�� ���]
��������#�
(27)

9
(32)
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N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛæÈ	½	ÇLÑOÇ	Î Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	Á8ÖêÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾�Ö i0

Ç
p
Ã�¾�Å�¾�Æ	×êÊ�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç	ÝLÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù

ai0(xp), u(x1, x2),
×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍKâ!Ç'Öã×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý	Û

−a1(x1)a2(x2)ux1x1 − a3(x1)a4(x2)ux2x2 + c(x1, x2)u = h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D, (33)

(2− p)ux1(0, x2) + (p− 1)u(0, x2) = φ1(x2), 0 6 x2 6 l2, (34)

u(l1, x2) = φ2(x2), 0 6 x2 6 l2, (35)

(p− 1)ux2(x1, 0) + (2− p)u(x1, 0) = ϕ1(x1), 0 6 x1 6 l1, (36)

u(x1, l2) = ϕ2(x1), 0 6 x1 6 l1, (37)

ai0(xp)ai1(0)uxω

∣∣
xω=0

= gi0(xp), 0 6 xp 6 lp, (38)
È	½	Çx× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý�Ö

(p− 1)φ1x2(0) + (2− p)φ1(0) = (p− 1)ϕ1(0) + (2− p)ϕ1G1(0),

(p− 1)φ2x2(0) + (2− p)φ2(0) = ϕ1(l1),

(2− p)ϕ2x1(0) + (p− 1)ϕ2(0) = φ1(l2), φ2(l2) = ϕ2(l1).

j¤Å¤Â Ú Õ φ1(x2) ∈ Cp+α[0, l2]
é
φ2(x2) ∈ C2+α[0, l2] ϕ1(x1) ∈ C3−p+α[0, l1], ϕ2(x1) ∈ C2+α[0, l1],

i = 1, 2.
\p×�À	Î	Ò	Ç	Ý

δ̃p(x1, x2)
Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÛÄÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û 2

δ̃p(x1, x2) =
2∑

i,j=1

Pi(xω)

[
δi−2p+9(xp)− (xp − lp)δ(i−2p+9)xp

(0)

−
x2p
2lp

δ2p+5(ilω − lω)

]
+ (xp − lp)δ2p+4(xω) +

x2p
2lp

δ2p+5(xω).

�Þ{����K÷4G�D �` 2�����!"f��
 ��$	�B�K
����������
(33)

9
(38)

�� 	� ������
� 2���!�

f̃i(xω) > 0, φ1x2(x2) 6 0, ϕ1x1(x1) 6 0.

+�-�� ���©
'��"�$�� ���B���2 	���>��� - �B��$	�	�
�

|u(x1, x2| 6 max

[
max
D

∣∣∣∣
h(x1, x2)

c(x1, x2)

∣∣∣∣, (p− 1)max
x2

∣∣φ1(x2)
∣∣,

max
x2

∣∣φ1(x2)
∣∣, (2 − p)max

x1

∣∣ϕ1(x1)
∣∣,max

x1

∣∣ϕ2(x1)
∣∣
]
.

��{#ô �S{��K÷ç?BD �` 2�����

0 < c(x1, x2) 6 1, −Mplω 6 h(x1, x2) 6 0,
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f2(xp) > 0, f1xpxp(xp) = 0,

(
√
2µ0)

−2xω(xω − lω)f̃1(0) 6 f̃1(0)− f̃i(xω) 6 m′(0)l−1
ω xω,

m(lp)l
−1
ω xω 6 f̃2(0) − f̃2(xω) 6 (

√
2µ0)

−2xω(xω − lω)f̃2(0) + (p− 1)Mx1,

m(xp) 6 f1(xp)− f2(xp) 6Mplω.

gi0(xp) < 0, gp 6 −gi0(xp)
µ0

ai1(0)
− 1

2
lωf1(xp), i = 1, 2,

� �f�
m(xp) !

�����	�B�x$B� - ��"��	���������	��$	/Z� �  	$	�	�	�	� * ��� -
gi0(xp)[m(xp)]

−1 -�� "���$	������$ -�* gp !0 - � - �]�B�����	��$ - �>���B��� -�7f+�-�� ���]
��������#�
(33)

9
(38)
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C
N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛËÈ	½	Ç4ÑOÇ	Î Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	Á8Ö­È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾�Ö i0 Ç p Ã�¾�Å�¾�Æ	×­Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç	Ý4ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù

ai0(xp), u(x1, x2),
×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍKâ!Ç'Öx×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý	Û

−a1(x1)a2(x2)ux1x1 − a3(x1)a4(x2)ux2x2 + c(x1, x2)u = h(x1, x2), (x1, x2) ∈ D, (39)

u(0, x2) = φ1(x2), 0 6 x2 6 l2, (40)

(2− p)ux1(l1, x2) + (p− 1)u(l1, x2) = φ2(x2), 0 6 x2 6 l2, (41)

u(x1, 0) = ϕ1(x1), 0 6 x1 6 l1, (42)

(p− 1)ux2(x1, l2) + (2− p)u(x1, l2) = ϕ2(x1), 0 6 x1 6 l1, (43)

ai0(xp)ai1(0)uxω |xω=0 = gi0(xp), 0 6 xp 6 lp, (44)
È	½	Çx× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý�Ö φ1(0) = ϕ1(0),

(p− 1)φ1x2(l2) + (2− p)φ2(l2) = ϕ2(0), (2− p)ϕ1x1(l1) + (p− 1)ϕ1(l1) = φ2(0),

(p− 1)φ2x2(l2) + (2− p)φ1(l2) = (p− 1)ϕ2(l1) + (2− p)ϕ2x1(l1).

j¤Å¤Â Ú Õ φ1(x2) ∈ C2+α[0, l2]
é
φ2(x2) ∈ Cp+α[0, l2]

é
ϕ1(x1) ∈ C2+α[0, l1]

é
ϕ2(x1) ∈ C3−p+α[0, l1]

é
i = 1, 2.\p×�À	Î	Ò	Ç	Ý

δ̃p(x1, x2)
Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÛðÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û 2

δ̃p(x1, x2) =
2∑

i,j=1

Pi(xω)

[
−
(
lp − xp
lp

)2

δ2p+4(ilω − lω) + δi+2p+9(xp)

− xpδ(i−2p+9)xp
(lp)

]
+

(
lp − xp
lp

)2

δ2p+4(xω) + xpδ2p+5(xω).

�Þ{����K÷ç?BD �` 2�����!"f��
 ��$	�B�K
����������
(39)

9
(44)

�� 	� ������
� 2���p�

φ1(x2) > 0, ϕ1(x1) > 0, φ2x2(x2) 6 0, ϕ2x1(x1) 6 0.

+�-�� ���©
'��"�$��«���B���2 	���>��� - �B��$	�	�
�

|u(x1, x2| 6 max

[
max
D

∣∣∣∣
h(x1, x2)

c(x1, x2)

∣∣∣∣,max
x2

|φ1(x2)|, (p− 1)max
x2

|φ2(x2)|,

max
x1

|ϕ1(x1)|, (2 − p)max
x1

|ϕ1(x1)|
]
.



��� - 0#"f���f���B��$	�	��� -������ �	�	�B��$B� - 
>0#"���������"�
!�
�ã0#" - �2
�
 - ��$	/�� ì��

��{#ô �S{��K÷ÜH�D �` 2�����

0 < c(x1, x2) 6 1, −Mplω 6 h(x1, x2) 6 0,

f2(xp) > 0, f1xpxp(xp) = 0,

m(i−1)(ilp − lp)l
−1
ω xω 6 f̃i(0) − f̃i(xp) 6 (

√
2µ0)

−2xω(xω − lω)f̃2(0) + (2− i)Mxω,

m(xp) 6 f1(xp)− f2(xp) 6Mplω,

gi0(xp) < 0, gp 6 −gi0(xp)
µ0

ai1(0)
− 1

4
lωf1(xp), i = 1, 2.

� �f�
m(xp) !

�����	�B�Þ$B� - ��"��	���������	��$	/Z� �  	$	�	�	�	� * ��� -
gi0(xp)[m(xp)]

−1 -�� "���$	������$ -�* gp !0 - � - �]�B�����	��$ - �]���B��� -�7S+�-�� ���]
��������#�
(40)

9
(44)
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RUÌ2ÝãÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç

(27)
î
(32)

ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý
δ̃p(x1, x2)

Ó>Ý'Ó�À2Ê�ÛÄÓ�Ç'Å¤ÂUÈ2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�¿ Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ©Â�ÂOÓ�Á1½¤¾�ä!Â�à
À	Ç2Â32

δ̃p(x1, x2) =
lω − xω
lω

[
δ10−2p(xp) +

(
1− xp

2lp

)
xpδ(10−2p)xp

(0)−
x2p
2lp

δ(10−2p)xp
(lp)

]

+
xω
lω

[
δ11−2p(xp)−

(
1− xω

lω

)
xωδ(11−2p)xp

(0)−
x2p
2lp

δ(11−2p)xp
(lp)

]

+

(
1− xp

2lp

)
xpδ2p+4(xω) +

x2p
2lp

δ2p+5(xω).

MZ½	Ç
i0 = p = 1

Å	Ì2Ýã½2Â�å©Â�À	Ç	ÝãÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç
(1)
î
(4)

Û,Ê�ä]À2Ê ¼�½¤¾�¿�Õ Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÂUÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç�2

u(x1, x2) = −
(
x21
2

+ x1 + 2− x2

)
x2 + x1 +

5

2
, a1(x1) = x1 + 1, a2(x2) = 1,

a3(x1) =
1

2

(
x1 +

5

2

)
, a4(x2) = 1, c(x1, x2) = 1.

anÐ�¿�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â

m(x1) =

(
x21
2

+ 1

)
l2.

[�¿�ÇÞÑO×�À	Î	Ò	Ç	Çã×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍK¿ × Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý	Ûð¿�Â�Ê�½2Â�Û6Á �'á
_fÂ�Ê�½2Â�Û6Á � é�-'é � Å¤Ê�Î'¾�Ã�Á1Ó#¾�ÍK¿ Ú ÝÔ¾�À¤¾�Ì¤Ê�ß�Ç	Æ	À2Ê4¿�Â�Ê�½2Â�Û,Â �'áfR!Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó#¾�Ì¤Â�Û,Û �'é � é�-

Ì¤Â�ß�Î�Ê�È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�ÍK¿ Ú ÝðÇ	ÃãÈ	½	Ç	À	Ò	Ç	È¤¾4ÛQ¾�Î Ú Ç2Û6×'ÛQ¾'á6RUÌ2Ýç½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½2Â�À	À	Á8ÖðÓ4Ð�¿�Ê�ÛØ½¤¾�Ã�Å¤Â�Ì¤ÂxÃ�¾�Å�¾�Æ
Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó#¾�¾�È	½	Ç2Ê�½	À	Á8ÖmÊ�Ò2Â�À2Ê�Î4Ç Ú Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê Ú ¿�ÇÜÇ	¿�Â�½¤¾�Ò	Ç2Ê�À	À2Ê�ß�Ê­¾�Ì2ß�Ê�½	Ç	¿�ÛQ¾Þ¾�À¤¾�Ì¤Ê�ß�Ç	Æ	À	Á
¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾�ÛLì�é2ñ'á

�ÞzSö'{ �S÷	ö	9 �S÷
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A¤DIHKJMLN���POI��QRL8� �MJ

£TSc½VUAW�X0Y�½ , ¼ À ½VU)ZcÀ'Á7[EY�ÀKZ\Y,[]W�^>U0Y0X#W , Y_�7[EX,Z>W�`a[EbÎÀcX#W�Y,[EXdW7¼feLÀc^gX#WEU é�h Sc½ , SiW�X�ÀjW�`�W7¼V[EeRk�ÀKU_[�l
W�^>U0Y0X#W , Y�² ∗ à W7¼feLÀc^gX#WEU � �4² ∗ à W7¼feLÀc^gX#WEU � [�lE±mW�bc¼nW�`>U0o	¿ á £TS�ÀKU�Àp�7[EX,Z>W�`q[EbÎÀcX#W�Y,[EXrW7¼feLÀc^gX#WEU , W�`A^ÎÀ
, S�W�X#W , Y�ÀcX�½fs"ÀKZ_WEU�Wt�L  à W7¼feLÀc^gX#WuU#W�Y�½VUvlÃ¿	½f`gepY0S�ÀwlC[�¼¾¼V[ h ½f`ge , [E`>Z�½fY�½V[E`>U

��ì � ½f`iY0S�Àxb�W�X0Y�½nW7¼¾¼¾¿a[EX,ZcÀcX�ÀKZyU�ÀcYd[�lzW7¼¾¼ubgX,[�{�À , Y�½V[E`>U|W�`�¿aU0kg^>U�ÀcYq[�l}b�W7½fX h ½VU�À~[EX0Y0S>[Ee7[E`�W7¼
bgX,[�{�À , Y�½V[E`>U�S�WEU�Y0S�À�¼ ÀNWEU0Y�kgbgbÎÀcX�^�[Ekg`>Z ½f`�Y0Sc½VU��L  à W7¼feLÀc^gX#W��

� ñ � À'ÁLÀcX�¿.��W8��½f��W7¼>WEU,U,[ , ½nW�Y�½¾ÁLÀ�U0kg^�W7¼feLÀc^gX#W�[�l�Y0Sc½VUI�L  à W7¼feLÀc^gX#W�½VU�eLÀc`�ÀcX#W�Y�ÀKZt^�¿ ½fYN� U	bgX,[�{�À , Y�½V[E`>U
� ½ á À á , [�½f` , ½VZcÀKU h ½fY0S�Y0S�À³¼ ÀNWEU0Y , ¼V[RU�ÀKZ�U0kg^�W7¼feLÀc^gX#W , [E`�Y#W7½f`c½f`ge�W7¼¾¼zbgX,[�{�À , Y�½V[E`>U~[�l_Y0S�À]eH½¾ÁLÀc`
U0kg^�W7¼feLÀc^gX#W � á

«�`|Y0S�À}W�X0Y�½ , ¼ ÀKU ë �'é � ï Y0S�À�U�À , [E`>ZxW�kgY0S>[EX~½f`�Y0X,[�Z�k , ÀKZxW�`�W7¼V[EeRk�ÀKUp[�lwW�`g`c½fSc½¾¼nW�Y,[EX,UrlC[EXt�7[EX,Z>W�`
W7¼feLÀc^gX#WEU�W�`>Zue�W2ÁLÀwW7¼feLÀc^gX#W7½ , , [E`>Z�½fY�½V[E`>UEÀK��kc½¾ÁRW7¼ Àc`�Y�Y,[ ��ì � W�`>Z � ñ � á ´<kgX0X�Àc`�Y�¼¾¿ é Y0S�ÀKU�À��L  à W7¼feLÀc^gX#WEU
W�X�À , W7¼¾¼ ÀKZ ���H² à W7¼feLÀc^gX#WEU�[EXX �W�ÀcX��L  à W7¼feLÀc^gX#WEUX½f`zY0S�À�¼¾½fY�ÀcX#W�Y0kgX�À á °gkgX0Y0S�ÀcX é ½f` ë -�ï W , ¼nWEU,U�½2� , W�Y�½V[E`
[�l�Y0S�ÀKU�ÀuW7¼feLÀc^gX#WEU�S�WEUw^ÎÀ2Àc`d[E^gY#W7½f`�ÀKZ á «�Y�U0S>[Ekc¼VZ_^ÎÀr`>[EY�ÀKZ_Y0S�W�Y���W�`�¿_[�l<l�W , Y,Um[�l�Y0S�ÀtY0S�ÀK[EX�¿)[�l
�L �² à W7¼feLÀc^gX#WEU�W�`>ZrY0S�À'½fXIbgX,[�[�lCU	S>[�¼VZ.lC[EX ���H² à W7¼feLÀc^gX#WEU á °>[EX®À9�>W��pbc¼ À é U�½f� ½¾¼nW�XIY,[wW��L �² à W7¼feLÀc^gX#W
W�` ���H² à W7¼feLÀc^gX#W ½VU�Y0S�ÀmZ�½fX�À , Y�U0kg��[�l�U0bÎÀ , ½nW7¼�W�`>Z�bgkgX�À'¼¾¿ À9� , ÀcbgY�½V[E`�W7¼	�7[EX,Z>W�`)W7¼feLÀc^gX#WEU ë -�ï�á

«�Y ½VU�o�`>[ h `]l�X,[E��Y0S�À�Y0S�ÀK[EX�¿�[�lr�L �² à W7¼feLÀc^gX#WEU}Y0S�W�Y À'ÁLÀcX�¿�U0bÎÀ , ½nW7¼w�L �² à W7¼feLÀc^gX#W , W�`�^ÎÀ
ZcÀ , [E�pb�[RU�ÀKZB½f`�Y,[AY0S�À�Z�½fX�À , Y�U0kg��[�l�Y,[EY#W7¼¾¼¾¿ ½fX0X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À)W�`>ZjX�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ ÀzU0kg^�W7¼feLÀc^gX#WEU á «�`jY0kgX0` é
À'ÁLÀcX�¿}X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ ÀmU0bÎÀ , ½nW7¼��L �² à W7¼feLÀc^gX#WuZcÀ , [E�pb�[RU�ÀKUI½f`�Y,[�WtZ�½fX�À , Y�U0kg��[�l�WpU0kg^�W7¼feLÀc^gX#W é>h Sc½ , S ½VU
Y0S�ÀTS�ÀcX0� ½fY�½nW�`�b�W�X0Y�[�l�W�Á7[E`Õ­�Àckg��W�`g`�W7¼feLÀc^gX#WmW�`>ZuWwU0kg^�W7¼feLÀc^gX#W é Àc`�ÁLÀ'¼V[Ebc½f`ge.X�ÀNW7¼�Á7[E`Õ­�Àckg��W�`g`
W7¼feLÀc^gX#Wm[�l h Sc½ , SZ½VU�bgkgX�À'¼¾¿tX�ÀNW7¼ ë � é /�ï�á «�`uY0Sc½VU�b�W�bÎÀcX h À�bgX,["ÁLÀ�WwU�½f� ½¾¼nW�X<X�ÀKU0kc¼fY�lC[EX����H² à W7¼feLÀc^gX#WEU é
Y0S�À<bgX,[�[�lM[�l h Sc½ , SpX�ÀK��kc½fX�ÀKU�W�Z�½2�TÀcX�Àc`�Y<W�bgbgX,[7W , S á ­wW��ÕÀ'¼¾¿ é�h À<bgX,["ÁLÀTY0S�W�Y	lC[EX À'ÁLÀcX�¿.U0bÎÀ , ½nW7¼����H² à
W7¼feLÀc^gX#W

A
Y0S�ÀcX�ÀEÀ9��½VU0Y , Àc`�Y0X#W7¼gbgX,[�{�À , Y�½V[E`>U

e
é
f
é
g ∈ A

é
e+f+g = 1

U0k , StY0S�W�Y ��ì �
eA

½VU	X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À
W�`>Z�Y0S�ÀcX�À�À9��½VU0Y,U�WT`>[EX0� à , ¼V[RU�ÀKZ.Y h [�U�½VZcÀKZ�½VZcÀNW7¼

I
[�l
C∗(eA)

U0k , S.Y0S�W�Y
eA = ⊥(⊥(Isa)+)+

� � ñ �
fA½VU�X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À.W�`>Z

R∗(fA) ∩ iR∗(fA) = {0} � ��� �
gA

½VU�WtY,[EY#W7¼¾¼¾¿�`>[E`gX�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À ���H² à W7¼feLÀc^gX#W á

û
© ü�ý�þ�ÿ >cÇ�<73 - %�� È ¢7>Q¢ §�>](+? 0 Ê"< 6 - %���¢�$�¢
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4 D��m�! �!���"q��J�#g�8�x���>L� �$
² Àw�g�}Y0S�ÀwlC[�¼¾¼V[ h ½f`geuY�ÀcX0� ½f`>[�¼V[EeH¿�W�`>Z�`>[EY#W�Y�½V[E`>U á
·]ÀcY

A
^ÎÀ�W)X�ÀNW7¼I �W�`�W , S ∗ à W7¼feLÀc^gX#W á

A
½VU , W7¼¾¼ ÀKZ�W�X�ÀNW7¼�´ ∗ à W7¼feLÀc^gX#W é ½2l

Ac = A + iA =
{a+ ib : a, b ∈ A } é8, W�`}^ÎÀ�`>[EX0�ÕÀKZ�Y,[r^ÎÀ , [E�ÕÀwW � , [E�pbc¼ À9� � ´ ∗ à W7¼feLÀc^gX#W é W�`>Z�oLÀ2Àcb>UTY0S�À�[EX�½feH½f`�W7¼
`>[EX0��[E`

A
ëíì�ì�ï�á

·]ÀcY
A

^ÎÀ�W_�L  à W7¼feLÀc^gX#W é
P (A)

^ÎÀ�W_U�ÀcYp[�l�W7¼¾¼�bgX,[�{�À , Y�½V[E`>Uu[�l
A
á °gkgX0Y0S�ÀcX h À h ½¾¼¾¼�k>U�À�Y0S�À

lC[�¼¾¼V[ h ½f`geuU0Y#W�`>Z>W�X,Z}`>[EY#W�Y�½V[E`>U 2 {aba} = Uab := 2a(ab)− a2b
é {abc} = a(bc) + (ac)b− (ab)c

W�`>Z
{aAb} = {{acb} : c ∈ A} égh S�ÀcX�À

a, b, c ∈ A
á �\�L  à W7¼feLÀc^gX#W

A
½VU , W7¼¾¼ ÀKZ�W�` ���H² à W7¼feLÀc^gX#W é ½2lIY0S�À

lC[�¼¾¼V[ h ½f`ge , [E`>Z�½fY�½V[E`>U�S>[�¼VZ 2
��ì � ½f`�Y0S�À�b�W�X0Y�½nW7¼¾¼¾¿~[EX,ZcÀcX�ÀKZ�U�ÀcY

P (A)
[�l�bgX,[�{�À , Y�½V[E`>U�W�`�¿~U0kg^>U�ÀcY�[�l�b�W7½fX h ½VU�À)[EX0Y0S>[Ee7[E`�W7¼

bgX,[�{�À , Y�½V[E`>U�S�WEU�Y0S�À�¼ ÀNWEU0Y�kgbgbÎÀcX�^�[Ekg`>Z ½f`
A

�
� ñ � À'ÁLÀcX�¿y��W8��½f��W7¼�WEU,U,[ , ½nW�Y�½¾ÁLÀ]U0kg^�W7¼feLÀc^gX#W

Ao
[�l�Y0S�À W7¼feLÀc^gX#W

A
½VU|eLÀc`�ÀcX#W�Y�ÀKZ�^�¿ ½fYN� U

bgX,[�{�À , Y�½V[E`>U � ½ á À á�, [�½f` , ½VZcÀKU h ½fY0SzY0S�À�¼ ÀNWEU0Y , ¼V[RU�ÀKZzU0kg^�W7¼feLÀc^gX#W , [E`�Y#W7½f`c½f`ge
Ao ∩ P (A)

� á
·]ÀcY

(S)⊥ = {a ∈ A : (∀x ∈ S) Uax = 0},
⊥(S) = {x ∈ A : (∀ a ∈ S) Uax = 0},

⊥(S)+ = ⊥(S) ∩A+.£TS�Àc`�lC[EX�Wp�L  à W7¼feLÀc^gX#W
A

Y0S�ÀwlC[�¼¾¼V[ h ½f`ge , [E`>Z�½fY�½V[E`>U�W�X�À ÀK��kc½¾ÁRW7¼ Àc`�Y 2
��ì �

A
½VU�W�` ���H² à W7¼feLÀc^gX#W��

� ñ � lC[EXIÀ'ÁLÀcX�¿�U0kg^>U�ÀcY
S ⊂ A+

Y0S�ÀcX�À À9��½VU0Y,U�WrbgX,[�{�À , Y�½V[E`
e ∈ A

U0k , SzY0S�W�Y
(S)⊥ = Ue(A)

�
��� � lC[EX�À'ÁLÀcX�¿�U0kg^>U�ÀcY

S ⊂ A
Y0S�ÀcX�À�À9��½VU0Y,U�W.bgX,[�{�À , Y�½V[E`

e ∈ A
U0k , S�Y0S�W�Y ⊥(S)+ = Ue(A+)

ë ��ï�á
·]ÀcY

A
^ÎÀ�W�X�ÀNW7¼�[EX , [E�pbc¼ À9� ∗ à W7¼feLÀc^gX#W é W�`>Z ¼ ÀcY

S
^ÎÀ�W�`>[E`�Àc�pbgYÄ¿qU0kg^>U�ÀcYr[�l

A
á £TS�Àc`|Y0S�À

U�ÀcY
R(S) = {x ∈ A : sx = 0

lC[EX)W7¼¾¼
s ∈ S} ½VU , W7¼¾¼ ÀKZdY0S�ÀtX�½feRS�YtW�`g`c½fSc½¾¼nW�Y,[EXr[�l

S
W�`>ZAY0S�ÀuU�ÀcY

L(S) = {x ∈ A : xs = 0
lC[EX�W7¼¾¼

s ∈ S} ½VU , W7¼¾¼ ÀKZjY0S�ÀZ¼ À9l�YuW�`g`c½fSc½¾¼nW�Y,[EXu[�l
S
á � ∗ à W7¼feLÀc^gX#W

A½VU , W7¼¾¼ ÀKZ|W  �W�ÀcX ∗ à W7¼feLÀc^gX#W é ½2lTY0S�ÀpX�½feRS�YtW�`g`c½fSc½¾¼nW�Y,[EXt[�l�W�`�¿_`>[E`�Àc�pbgYÄ¿dU�ÀcY
S ⊆ A

½VU�eLÀc`�ÀcX#W�Y�ÀKZ
^�¿�WAbgX,[�{�À , Y�½V[E` é ½ á À á

R(S) = gA
lC[EX�U,[E�ÕÀzbgX,[�{�À , Y�½V[E`

g ∈ A
�
g2 = g = g∗

� á «�l
S = {a}Y0S�Àc`jY0S�À�bgX,[�{�À , Y�½V[E`

1 − g
U0k , SjY0S�W�Y

R(S) = gA
½VU , W7¼¾¼ ÀKZ|Y0S�À�X�½feRS�YtbgX,[�{�À , Y�½V[E`~W�`>Z|ZcÀc`>[EY�ÀKZ

^�¿
r(a)

á µ�½f� ½¾¼nW�X�¼¾¿.[E`�À , W�`tZcÀ9�>`�À<Y0S�À�¼ À9l�Y	bgX,[�{�À , Y�½V[E`
l(a)

á � � X�ÀNW7¼ � ´ ∗ à W7¼feLÀc^gX#W
A
é8h Sc½ , S ½VU�WI �W�ÀcX

� X�ÀNW7¼ � ∗ à W7¼feLÀc^gX#W é ½VU , W7¼¾¼ ÀKZjW�` � X�ÀNW7¼ � �4² ∗ à W7¼feLÀc^gX#W ëíì�é���ï�á ©XÀNW7¼��4² ∗ à W7¼feLÀc^gX#WEU h ÀcX�ÀZ½f`�Y0X,[�Z�k , ÀKZ
W�`>ZÐ½f`�ÁLÀKU0Y�½fe�W�Y�ÀKZ ½f` ëíì�é�ñ�ï�á «�`AY0S�ÀKU�Àpb�W�bÎÀcX,U�½fY h WEU.U0S>[ h `dY0S�W�Y�lC[EX.W}X�ÀNW7¼��4² ∗ à W7¼feLÀc^gX#W

A
Y0S�À

´ ∗ à W7¼feLÀc^gX#W
M = A + iA

½VU�`>[EY�`�À , ÀKU,U#W�X�½¾¼¾¿�W , [E�pbc¼ À9� �4² ∗ à W7¼feLÀc^gX#W á
·]ÀcY

A
^ÎÀ�W�`Z���H² à W7¼feLÀc^gX#W á  �¿ ë -	é £TS�ÀK[EX�Àc� ñ'á ��ï�h À�S�W2ÁLÀ�Y0S�ÀIÀK��k�W7¼¾½fYÄ¿

A = AI ⊕AII⊕AIII
é

h S�ÀcX�À
AI

½VU<W�`Z���H² à W7¼feLÀc^gX#Wm[�l�YÄ¿�bÎÀI« é
AII

½VU�W�`Õ���H² à W7¼feLÀc^gX#Wm[�l�YÄ¿�bÎÀI«�«	W�`>Z
AIII

½VU�W�`Õ���H² à
W7¼feLÀc^gX#W�[�lTYÄ¿�bÎÀ «�«�« ë -�ï�á  �¿ ë -'é £TS�ÀK[EX�Àc� �'á /�ï

AI
é ½f` ½fY,UwY0kgX0` é ½VU.W}Z�½fX�À , Y.U0kg� [�lTY0S�ÀrlC[�¼¾¼V[ h ½f`ge

lC[EX0�
AI = A∞ ⊕A1 ⊕A2 ⊕ . . . ,

h S�ÀcX�À
An

lC[EX�À'ÁLÀcX�¿
n
À'½fY0S�ÀcX�½VU {0} [EX�W�` ���H² à W7¼feLÀc^gX#Wm[�l�YÄ¿�bÎÀI«

n
é
A∞

½VU�WmZ�½fX�À , Y�U0kg�y[�l]���H² à
W7¼feLÀc^gX#WEU�[�lIYÄ¿�bÎÀ�«

α
h ½fY0S

α
½f`��>`c½fY�À á «�l

A = A1 ⊕A2 ⊕ . . .
Y0S�Àc`

A
½VU , W7¼¾¼ ÀKZ�W�` ���H² à W7¼feLÀc^gX#Wp[�l

YÄ¿�bÎÀ «
fin

W�`>Z�ZcÀc`>[EY�ÀKZ)^�¿
AIfin

W�`>Z ½2l
A = A∞

Y0S�Àc`
A
½VU , W7¼¾¼ ÀKZAW�`¬���H² à W7¼feLÀc^gX#W�[�l�YÄ¿�bÎÀ «

∞W�`>ZzZcÀc`>[EY�ÀKZ�^�¿
AI∞

á ² À�U#W2¿�Y0S�W�Y
A
½VU�bgX,[EbÎÀcX�¼¾¿Â½f`��>`c½fY�À�½2l

A
S�WEU�`>[p`>[E`gs"ÀcX,[ , Àc`�Y0X#W7¼��u[�Z�kc¼nW�X

bgX,[�{�À , Y�½V[E` á £TS�À�l�W , Y�Y0S�W�Y�W�`Õ���H² à W7¼feLÀc^gX#W
AII

[�l�YÄ¿�bÎÀ�«�«T½VU<Ww�	´ à W7¼feLÀc^gX#W , W�`u^ÎÀ�bgX,["ÁLÀKZ�U�½f� ½¾¼nW�X
Y,[p�L �² à W7¼feLÀc^gX#WEU ë ��ï�á £TS�ÀcX�À9lC[EX�À é ½fYE½VUE½VU,[E�u[EX0bgSc½ , Y,[tU,[E�ÕÀ����H² à W7¼feLÀc^gX#WtZcÀ9�>`�ÀKZ ½f` ëíì � ï � ½ á À á Y,[
U,[E�ÕÀ����H² à W7¼feLÀc^gX#Wt[�l	U�À'¼2l à WEZ�{0[�½f`�Y�[EbÎÀcX#W�Y,[EX,U � é W�`>Z�^�¿ZÁ	½fX0Y0k�Àw[�l ëíì � ï

AII = AII1 ⊕AII∞

é�h S�ÀcX�À
AII1

½VU�Wu�u[�Z�kc¼nW�X����H² à W7¼feLÀc^gX#W�[�l<YÄ¿�bÎÀ «�«�W�`>Z
AII∞

½VUwW�`Ð���H² à W7¼feLÀc^gX#W�[�l<YÄ¿�bÎÀ «�« égh Sc½ , SÐ½VU
bgX,[EbÎÀcX�¼¾¿Â½f`��>`c½fY�À á µ�[ égh À�S�W2ÁLÀmY0S�À�ZcÀ , [E�pb�[RU�½fY�½V[E`

A = AIfin ⊕AI∞ ⊕AII1 ⊕AII∞ ⊕AIII .
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«�YE½VUEÀNWEU�¿�Y,[ ÁLÀcX�½2lÃ¿�Y0S�W�Y�Y0S�Àwb�W�X0Y
AIfin ⊕AII1

½VUT�u[�Z�kc¼nW�X é W�`>Z
AI∞ ⊕AII∞ ⊕AIII

½VUTbgX,[EbÎÀcX�¼¾¿
½f`��>`c½fY�À � ½ á À á bgX,[EbÎÀcX�¼¾¿}`>[E`g�u[�Z�kc¼nW�X � á


 D��  7�  ��!$8���I��!��nL#�x����
������ #>!��� ��	�!#�$

·]ÀcY
A

^ÎÀzWAU0bÎÀ , ½nW7¼I���H² à W7¼feLÀc^gX#Wd[E`�W , [E�pbc¼ À9�¨¥X½¾¼f^ÎÀcX0Y�U0b�W , À
H
á  �¿

R∗(A)
h ÀzZcÀc`>[EY�À

Y0S�À.kg`c½2lC[EX0� ¼¾¿ , ¼V[RU�ÀKZ�X�ÀNW7¼ ∗ à W7¼feLÀc^gX#WZ½f`
B(H)

é eLÀc`�ÀcX#W�Y�ÀKZ�^�¿
A
é W�`>Z�^�¿

C∗(A)
Y0S�À ´ ∗ à W7¼feLÀc^gX#W é

eLÀc`�ÀcX#W�Y�ÀKZz^�¿
A
á £TS�k>U�Y0S�À�U�ÀcY�[�l À'¼ Àc�ÕÀc`�Y,U�[�lIo	½f`>Z

n∑

i=1

mi∏

j=1

aij (aij ∈ A)

½VU�kg`c½2lC[EX0� ¼¾¿�ZcÀc`>U�À ½f`
R∗(A)

á ·]ÀcY
iR∗(A)

^ÎÀmY0S�À.U�ÀcY�[�l�À'¼ Àc�ÕÀc`�Y,U�[�l�o	½f`>Z
ia
é
a ∈ R∗(A)

á £TS�Àc`
C∗(A) = R∗(A) + iR∗(A)

ë /�é�ì���ï�á
�  " " # 
 D A¤D�� 
 � � � �

R∗(A) ∩ iR∗(A)
�!� 
 �#"��%$ ���'& � �)( ��� � �+*,��- �.��� */�+* � */�0
 ���%"

C∗(A)
7

C
«�l
a, b ∈ R∗(A)

W�`>Z
c = id ∈ R∗(A)∩iR∗(A)

é Y0S�Àc`
(a+ib)c = ac+ibid = ac−bd ∈ R∗(A)

á
µ�½f� ½¾¼nW�X�¼¾¿

(a+ib)c ∈ iR∗(A)
é ½ á À á

(a+ib)c ∈ R∗(A)∩iR∗(A)
á µ�½f` , À

R∗(A)∩iR∗(A)
½VU	kg`c½2lC[EX0� ¼¾¿

, ¼V[RU�ÀKZ_W�`>Z�Y0S�ÀrU�ÀcYw[�l�À'¼ Àc�ÕÀc`�Y,U�[�l<o	½f`>Z
a+ ib

é
a, b ∈ A

½VU�kg`c½2lC[EX0� ¼¾¿�ZcÀc`>U�À ½f`
C∗(A)

é�h ÀrS�W2ÁLÀ
R∗(A) ∩ iR∗(A)

½VU�W ¼ À9l�YE½VZcÀNW7¼T½f`
C∗(A)

á  �¿�Y0S�À�U�¿��p�ÕÀcY0X�¿
R∗(A) ∩ iR∗(A)

½VU�W.X�½feRS�Y�½VZcÀNW7¼ á
B·]ÀcY

R
^ÎÀmW ∗ à W7¼feLÀc^gX#W é

Rsa
^ÎÀwY0S�ÀmU�ÀcY�[�l�W7¼¾¼�U�À'¼2l à WEZ�{0[�½f`�YXÀ'¼ Àc�ÕÀc`�Y,U�[�l

R
é ½ á À á

Rsa = {a ∈ R :
a∗ = a} á

1325476�896;:<6�=>8@? �%A�� � �	´ à W7¼feLÀc^gX#W
A
½VU�U#W7½VZ�Y,[.^ÎÀ�X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À�½2l

a1a2 . . . an + anan−1 . . . a1 ∈ AlC[EX�W7¼¾¼
a1, a2, . . . , an ∈ A

á
µ�½f� ½¾¼nW�X�Y,[u�H² à W7¼feLÀc^gX#WEU h À�S�W2ÁLÀmY0S�ÀwlC[�¼¾¼V[ h ½f`ge , X�½fY�ÀcX�½V[E` á
�  " " # 
 D 
 D �B" ���	� ��
 �
� � �!� 


A
�!� � � 	 � �������!� � �%$ 
 " * �C"�� � �%$

A = R∗(A)sa
7

C
«�Y�½VU , ¼ ÀNW�X�Y0S�W�Y é ½2l

A = R∗(A)sa
é Y0S�Àc`

A
½VU�X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ ÀmU�½f` , À

( n∏

i=1

ai +

1∏

i=n

ai

)∗
=

1∏

i=n

ai +

n∏

i=1

ai ∈ R∗(A)sa = A,

lC[EXwW7¼¾¼
a1, a2, . . . , an ∈ A

á ´�[E`�ÁLÀcX,U�À'¼¾¿ é ¼ ÀcY
A

^ÎÀrWuX�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À ���H² à W7¼feLÀc^gX#W á £TS�À ½f` , ¼fk>U�½V[E`
A ⊂

R∗(A)sa
½VUIÀ'Á	½VZcÀc`�Y á «�l

a =
∑n

i=1

∏mi
j=1 aij ∈ R∗(A)sa

é Y0S�Àc`

a =
1

2
(a+ a∗) =

1

2

n∑

i=1

( mi∏

j=1

aij +

1∏

j=mi

aij

)
∈ A.

¥�Àc` , À�Y0S�À , [E`�ÁLÀcX,U�À ½f` , ¼fk>U�½V[E`zS>[�¼VZgU é ½ á À á
R∗(A)sa = A

á
B

�  " " # 
 DíG�D<D�� �
A

� �E
 " ���	� ��
 �
� � �!� 
.
 " * � � �
I
� �E
 "����'& � ( ��� � �+* � */�0
 ���C$

A
7 � 
 � " � 
 � � �

�'F �!� � � 
 ( � " � � 
 ��� � �HG � ( � ���C"
g
���I( 
 � 
 
I� ⊥(⊥(Isa)+)+ = gA+

7

C
µ�½f` , À

A
½VU�W�` ���H² à W7¼feLÀc^gX#WtY0S�ÀcX�À À9��½VU0Y,U�WrbgX,[�{�À , Y�½V[E`

g
½f`
A

U0k , SzY0S�W�Y

⊥(Isa)+ = U(1−g)(A+),
⊥(⊥(Isa)+)+ = Ug(A+),

h S�ÀcX�À ⊥(S)+ = {x ∈ A+ : (∀ a ∈ S) Uax = 0} lC[EX
S ⊆ A

á
·]ÀcY

(uλ)
^ÎÀ�W�`�W�bgbgX,[K��½f��W�Y�ÀX½VZcÀc`�Y�½fYÄ¿�[�lPY0S�À��L  à U0kg^�W7¼feLÀc^gX#W

I
W�`>Z

a
^ÎÀ�W�`�W�X0^c½fY0X#W�X�¿pb�[RU�½fY�½¾ÁLÀ

À'¼ Àc�ÕÀc`�Y�½f`
I
á £TS�Àc`_Y0S�ÀcX�À~À9��½VU0Y,U�Wu��W8��½f��W7¼�WEU,U,[ , ½nW�Y�½¾ÁLÀrU0kg^�W7¼feLÀc^gX#W

Ao
[�l
A

, [E`�Y#W7½f`c½f`ge
a
á ·]ÀcY
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vµ
^ÎÀ�W�`~W�bgbgX,[K��½f��W�Y�À ½VZcÀc`�Y�½fYÄ¿x[�l

Ao
á £TS�Àc`

(vµ) ⊆ (uλ)
W�`>Z ‖avµ − a‖ → 0

á ·]ÀcY
b ∈ A+W�`>Z

Uvµb = 0
lC[EXÂÀ'ÁLÀcX�¿

µ
á £TS�Àc`

UaUvµb = Uavµb = 0
W�`>Z

UcUavµb = 0
é�h S�ÀcX�À

c
½VU�W�`

À'¼ Àc�ÕÀc`�Y ½f`
A

U0k , S]Y0S�W�Y
b = c2

á ¥�Àc` , À
UcUavµc

2 = 0
é
(Uc(avµ))

2 = 0
é
Uc(avµ) = 0

W�`>Z
UcUc(avµ) = Ub(avµ) = 0

lC[EXIÀ'ÁLÀcX�¿
µ
á ² ÀwS�W2ÁLÀ

‖Ub(avµ)− Uba‖ = ‖Ub(avµ)− a)‖ → 0
^ÎÀ , W�k>U�À ‖avµ − a‖ → 0

W�`>ZqY0S�À�[EbÎÀcX#W�Y,[EX
Ub

½VU.`>[EX0� à , [E`�Y�½f`�k>[Ek>U á ¥�Àc` , À
Uba = 0

á ² À���W2¿
WEU,U0kg�ÕÀ�Y0S�W�Y

a = d2
lC[EX�U,[E�ÕÀ�À'¼ Àc�ÕÀc`�Y

d ∈ A
á £TS�Àc`

UdUba = UdUbd
2 = (Udb)

2 = 0, Udb = 0.
£TS�k>U

UdUdb = Ud2b = Uab = 0
á £TS�ÀcX�À9lC[EX�À é ½2l

b ∈⊥ ((uλ))+
Y0S�Àc`

b ∈⊥ (Isa)+
á ¥�Àc` , À

⊥((uλ))+ ⊆⊥ (Isa)+
á «�YE½VU , ¼ ÀNW�X�Y0S�W�Y ⊥(Isa)+ ⊆⊥ ((uλ))+

W�`>Z

⊥(Isa)+ =⊥ ((uλ))+.
£TSc½VUI½f�pbc¼¾½ ÀKU�Y0S�W�Y ⊥((uλ))+ = U(1−g)(A+)

W�`>Z

sup
λ
uλ = g.

·]ÀcY�k>U<bgX,["ÁLÀ�Y0S�W�Y
Ug(A)

½VUTW�`Z½VZcÀNW7¼�[�l
A
á «�`>ZcÀ2ÀKZ é ¼ ÀcY

x
^ÎÀ�W�`}W�X0^c½fY0X#W�X�¿ZÀ'¼ Àc�ÕÀc`�YE½f`

A
á £TS�Àc`

Uxuλ ∈ Isa
é ½ á À á

Uxuλ ∈ Ug(A)
á  �¿ ë �'é ¹�X,[Eb�[RU�½fY�½V[E` �'á �'á � ï W�`>Z_Y0S�ÀtbgX,[�[�lT[�l ë �	é ·]Àc�p��W � áíì�á -�ï

h À�S�W2ÁLÀ
Ux

½VU�Wr`>[EX0��W7¼�[EbÎÀcX#W�Y,[EXX½f`
A
á ¥�Àc` , À

sup
λ
Uxuλ = Ux(sup

λ
uλ) = Uxg.

�TY�Y0S�À�U#W��ÕÀ�Y�½f�ÕÀ
sup
λ
Uxuλ ∈ Ug(A).

¥�Àc` , À
Uxg ∈ Ug(A)

á  �¿ ë �'é2ñ'á �'áíì�	�ï	h À�S�W2ÁLÀ

4(xg)2 = 2gUxg + Uxg
2 + Ugx

2 = 2gUxg + Uxg + Ugx
2.

£TS�ÀcX�À9lC[EX�À
(xg)2 ∈ Ug(A)

W�`>Z
xg ∈ Ug(A)

á
­�[ hUé ¼ ÀcY

y
^ÎÀmW�`�W�X0^c½fY0X#W�X�¿ À'¼ Àc�ÕÀc`�YX½f`

UgA
á £TS�Àc`

y = Ugy
W�`>Z

xy =
(
Ugx+ {gx(1 − g)} + U1−gx

)
Ugy = UgxUgy +

{
gx(1 − g)

}
Ugy ∈ UgA

U�½f` , À {gx(1−g)} ∈ UgA
á ¥�Àc` , À

UgA
½VU�W�`>[EX0� à , ¼V[RU�ÀKZÕ½VZcÀNW7¼M[�l

A
á £TS�ÀcX�À9lC[EX�À {gA(1−g)} = {0}W�`>Z

A = UgA⊕ U1−gA.£TSc½VUI½f�pbc¼¾½ ÀKU�Y0S�W�Y
g
½VU�W , Àc`�Y0X#W7¼�bgX,[�{�À , Y�½V[E` ½f`

A
W�`>Z ⊥(⊥(Isa)+)+ = gA+

á
B

�  " " # 
 D ?BD�D�� �
A

� � 
 � � 	 � �������!� � ���	� ��
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 �C" 
�� ����� � � � � � 
 ( �
H
7 � 
 � " � 
 � � � �'F �!� �

��- �)( � " � � 
 � � � �HG � ( � ���C"5�
e
*
f
�%"
A


 " * 
 "����'& � ( ��� � �+* ��- � ��� */�+* � */�0
 �
I
�C$
C∗(A)

���I( 
 � 
 
I�

e+ f = 1
*
eA = ⊥(⊥(Isa)+)+


 " *
R∗(fA) ∩ iR∗(fA) = {0} 7

C
·]ÀcY

I = R∗(A) ∩ iR∗(A)
á µ�½f` , À

A
½VUrX�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À�^�¿ ¹�X,[Eb�[RU�½fY�½V[E` �'á �zh À�S�W2ÁLÀ

Isa ⊆ A
á

 �¿ ë /�é �'áíì�ï
I
½VU�W_Y h [qU�½VZcÀKZB½VZcÀNW7¼�[�l

C∗(A)
á ¥�Àc` , À

Isa
½VU�W�` ½VZcÀNW7¼�[�l�Y0S�À ���H² à W7¼feLÀc^gX#W

A
á

 �¿Z¹�X,[Eb�[RU�½fY�½V[E` �'á � h À�S�W2ÁLÀ�Y0S�ÀcX�À�À9��½VU0Y,U�W , Àc`�Y0X#W7¼PbgX,[�{�À , Y�½V[E`
g

U0k , S}Y0S�W�Y ⊥(⊥(Isa)+)+ = gA+
á

«�Y�½VU , ¼ ÀNW�X�Y0S�W�Y
g
½VU�W , Àc`�Y0X#W7¼�bgX,[�{�À , Y�½V[E`)W7¼VU,[ ½f`

C∗(A)
á

 �¿�Y0S�ÀmZcÀ9�>`c½fY�½V[E`>U�[�l
I

W�`>Z
g

h À�S�W2ÁLÀ

R∗((1− g)A) ∩ iR∗((1 − g)A) = {0}. �
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A
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 " * � � �
J

� � � 
 � � � � �C$ � � � & � " � �
a ∈ A

���I( 

� 
 
I�

bac+ c∗ab∗ ∈ A
$ ��� 
 ���

b, c ∈ C∗(A)
7 � 
 � "

J
�!� 
 "����'& � ( ��� � �+* � */�0
 � �%"

A
7�� ��� � �
	 � �

J
�!�
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C
·]ÀcY

a, b ∈ J é s, t ∈ C∗(A)
á £TS�Àc`

s(a+ b)t+ t∗(a+ b)s∗ = (sat+ t∗as∗) + (sbt+ t∗bs∗) ∈ A,

½ á À á
J
½VU�W ¼¾½f`�ÀNW�X�U0kg^>U0b�W , Àm[�l

A
á ­�[ hUé ½2l

a ∈ J é b ∈ A
é
s, t ∈ C∗(A)

é Y0S�Àc`

s(ab+ ba)t+ t∗(ab+ ba)s∗ = (sa(bt) + (bt)∗as∗) + ((sb)at+ t∗a(sb)∗) ∈ A,

½ á À á
J
½VU�Wr`>[EX0� à , ¼V[RU�ÀKZ ½VZcÀNW7¼�[�l

A
á

·]ÀcY
a1 ∈ J

é
a2, . . . , an ∈ A

W�`>Z
a =

∏n
i=2 ai

á £TS�Àc`
a1a+ a∗a1 ∈ A

^�¿}Y0S�À.ZcÀ9�>`c½fY�½V[E`)[�l
J
á

·]ÀcYwk>U�U0S>[ h Y0S�W�Y
a1a + a∗a1 ∈ J

�MY0S�Àc` é ½f`_b�W�X0Y�½ , kc¼nW�X é ½f`_Y0S�À , WEU�Àt[�l
a2, . . . , an ∈ J

Y0Sc½VU h ½¾¼¾¼
½f�pbc¼¾¿�Y0S�W�Y

J
½VU�X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À á °>[EX�W7¼¾¼

b
é
c ∈ C∗(A)

h À�S�W2ÁLÀ

b(a1a+ a∗a1)c+ c∗(a1a+ a∗a1)b
∗ = (ba1(ac) + (ac)∗a1b

∗) + ((ba∗)a1c+ c∗a1(ba
∗)∗) ∈ A,

½ á À á
a1a+ a∗a1 ∈ J

á
B

1325476�896;:<6�=>8 ? ����� ��` ���H² à W7¼feLÀc^gX#W
A
½VUmU#W7½VZ_Y,[�^ÎÀ�������	�
�
 
�����������������������
�� é ½2lTY0S�À ½VZcÀNW7¼

J
½f`

·]Àc�p��W �'á � ½VUIÀK��k�W7¼�Y,[ {0} é ½ á À á J = {0} á
� �  ����! " 
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A
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 � " � 
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e, f, g ∈ A
*
e+ f + g = 1

���I( 
 � 
 
I�

(1) J = (e+ f)A
*
J
�!� � 
 � � */�0
 �9$ � �C& D�� & & 


3.6;
(2) eA

�!� � � 	 � �������!� � 
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I
�C$
C∗(eA)

���I( 
 � 
 
I�

eA = ⊥(⊥(Isa)+)+;
(3) fA

�!� � � 	 � �������!� ��
 " *
R∗(fA) ∩ iR∗(fA) = {0};

(4) gA
�!� 
 � � ��
 ��� � "��C"�� � 	 � �������!� � ���	� ��
 �
� � �!� 
 
 " *

gA =
∑

ω∈Ω
C(Qω,R⊕Hω),

- 
 � � �
Ω

�!� 
 � � � �C$ �%" * � ( � ��* {Qω}ω∈Ω
�!� 
 " 
 ��� � � � ��� 
I� � $ 
 & ��� � �C$ �'F<� � � & 
 � (��C& � 
 ( � � 
 " *

{Hω}ω∈Ω
�!� 
 $ 
 & ��� � �C$ � ����� � � � � � 
 ( � ��7

C
² ÀwS�W2ÁLÀ

A = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕AI∞ ⊕AII1 ⊕AII∞ ⊕AIII
W�`>Z�Y0S�À�U0kg^�W7¼feLÀc^gX#W � h ½fY0S>[EkgY�Y0S�À�b�W�X0Y

A2
�

A1 ⊕A3 ⊕A4 ⊕ · · · ⊕AI∞ ⊕AII1 ⊕AII∞ ⊕AIII

½VUrX�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À á £TS�À ¼nWEU0YtU0Y#W�Y�Àc�ÕÀc`�Y , W�`j^ÎÀ�bgX,["ÁLÀc`xU�½f� ½¾¼nW�XtY,[ ë �'é £TS�ÀK[EX�Àc� -'á �'áíì�	�ï�á  �¿ ëíì�	�ï Y0S�À
U0kg^�W7¼feLÀc^gX#W

A2
, W�`z^ÎÀwX�ÀcbgX�ÀKU�Àc`�Y�ÀKZ)WEUTlC[�¼¾¼V[ h U

A2 =
∑

i∈Ξ
C(Xi,R⊕Hi),

h S�ÀcX�À
Ξ
½VU�WrU�ÀcY�[�l[½f`>Z�½ , ÀKU é {Xi}i∈Ξ

½VU�Wml�W�� ½¾¼¾¿�[�l À9��Y0X�Àc��W7¼ , [E�pb�W , Y,U�W�`>Z {Hi}i∈Ξ
½VU�Wml�W�� ½¾¼¾¿

[�l�¥X½¾¼f^ÎÀcX0YwU0b�W , ÀKU á ¥�Àc` , Àr^�¿ ë �'é £TS�ÀK[EX�Àc� � á ñ'á -�ï Y0S�ÀcX�À~À9��½VU0Y , Àc`�Y0X#W7¼�bgX,[�{�À , Y�½V[E`>U
h
é
g

U0k , S_Y0S�W�Y
A = hA⊕ gA

é
hA

½VU�X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À�W�`>Z
gA

½VU�Y,[EY#W7¼¾¼¾¿�`>[E`gX�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À á °>[EX�W7¼¾¼
a
é
b1, . . . , bn, c1, . . . , cm½f`

hA
h À�S�W2ÁLÀ

b1 . . . bnac1 . . . cm + cmcm−1 . . . c1abnbn−1 . . . b1 ∈ hA



ñ 	 ���������
	���
f7��©7 *������������
���
	��17��©7
U�½f` , À

hA
½VU�X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ À á µ�½f� ½¾¼nW�X�¼¾¿�lC[EX�W7¼¾¼

b, c ∈ R∗(hA)
é
a ∈ hA h À�S�W2ÁLÀ

bac+ c∗ab∗ ∈ hA.

¥�Àc` , À
hA = J

á
 �¿ ¹�X,[Eb�[RU�½fY�½V[E` �'á - Y0S�ÀcX�À À9��½VU0Y�Y h [ , Àc`�Y0X#W7¼IbgX,[�{�À , Y�½V[E`>U

e
é
f
½f`
hA

W�`>Z_Wu`>[EX0� à , ¼V[RU�ÀKZ)Y h [
U�½VZcÀKZ ½VZcÀNW7¼

I
[�l
C∗(hA)

U0k , SqY0S�W�Y
e + f = h

é
eA = ⊥(⊥(Isa)+)+

é
fA

½VUrW}X�À'ÁLÀcX,U�½f^c¼ ÀZ���H² à
W7¼feLÀc^gX#W�W�`>Z

R∗(fA) ∩ iR∗(fA) = {0} á £TSc½VU , [E�pbc¼ ÀcY�ÀKU�Y0S�À�bgX,[�[�l á
B·]ÀcY

A
^ÎÀ�W�U0bÎÀ , ½nW7¼����H² à W7¼feLÀc^gX#W á §�ÀKU0bc½fY�ÀpY0S�Àtl�W , YmY0S�W�YmlC[EXmY0S�ÀpX�ÀNW7¼��4² ∗ à W7¼feLÀc^gX#W

R∗(A)Y0S�À ´ ∗ à W7¼feLÀc^gX#W
M = R∗(A) + iR∗(A)

½VU�`>[EY�`�À , ÀKU,U#W�X�½¾¼¾¿zW , [E�pbc¼ À9� �4² ∗ à W7¼feLÀc^gX#W h À , [E`>U�½VZcÀcX é
Y0S�W�Y

� =>8��02��	:����<2 � ¢�`>ZcÀcX�Y0S�À , [E`>Z�½fY�½V[E`>U�[�l®£TS�ÀK[EX�Àc� �'á � Y0S�ÀwlC[�¼¾¼V[ h ½f`ge ÀK��k�W7¼¾½fYÄ¿Â½VU�ÁRW7¼¾½VZ

eA = Isa.
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þ�ü ¢5�7��>'�����3� C∗

�$= 6 Ë�& 5 (Ä=@*[=@# Å W ∗
�$= 6 Ë�& 5 (Ä=@*�¢ ���"3�( 0 #7Ë�&)(�§ þ! #"�þ ¢
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^�_�`N_Nacb�_�d\e%_
f3g*_Nh5iN_Nj r�k�l�r�s't�m2w
m2n�o%p�q3rts%u7v�r�wWv8x.m'y3zWo%{8{�v�n�|}r�~ �7u
$ =�1 0 - #�= 6 Ï[# 0 %'&)(+* 0 1$Ç - 9cÏ[? 5 &.Ê 0 *Ã1Ä=@##§
[B� ����L�(*��������(�!%��I$�AT=(��)(+��(��B���D]��}(�! �
� -�� (+8 - #XÇ -�� 6 0 *Ã1�¢ §�Ì�=@* È Ê'&.#21�§ þ�ý�ý�ý�þ�ü5) §LÏ�E J ���®!C��Ì�>�$
��8I= 0 6 _W�=�A�����@�8�A�@�2���7�"�������@�
m'�7��~ w�o%{8q3r��7vW�7u%q�zW�Nq����'|���v8x%�Nq��%q3r�~ �7u
>4# Å�0 ? È =@#��21Ä=�1+&®Ï[# 0 %'&)(+* 0 1$Ç�§
[6�������=(�OP�+�7(D���D]��}(�!%��OX�}(�� LNT�$��}L��+�7( §
Ï[# 0 %'&)(+* 0 1$ÇX*Ã1,(+&.&)1�§�>4# Å�0 ? È =@##§ "�þ�ý�ý�ü�ý §HÏ�E J ���®!C��Ì�>�$
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IKJ8N�e,_1WOq�lÜP ���H² à�e`T ��PQJ8NQl
e`ÍKÈ2Ê�Ó>g á2e!áíé	e`½	Ã�Ç	Î	×�Ì¤Ê�Óè\«á2V]á

�S~�����������¨ ����������¡������O~�������¡�� � ����~�����§������O�����Q�����>~�������������¡������ >[A#"è� ��� � �������U����~�������������������~��!�p������� 	��¬«~��� 2 	������������¡����f���������������� 2��¨8�8������������ 2��¨8��������� � �����#¢2N©~�����¬è������������¡�§������Q�����8������������ ¤���E>[A#"è���� � �������S����~�������������������~��Q�S������ 	��¬>~��� 2 	�Q��������� � �������,§��������������Q~��������������S���������8��������¨�§������6��������������������� 	��������~����f�����������`����� � �������������,�8����������������¬S¦Q��¨ C∗
� ��� � �������6������¨`��������� � �������ã���������K������¬ã�`�����������

� �������,§�����������������¬S¦����K����¦Q��~��������������Z��� � �������1�S��� � ��¨� ¤������������������¨Z������������~��1����~����Q����¦Q��~�������������¨�¢

®`¯	°k±'²�³�´8²�µ�¯	¶�³�·#¸">[A#"è� ��� � ��������§������������� ¤����>[A#"è� ��� � ��������§ AW ∗
� ��� � ��������§�����������������¬S¦���� ∗

� ��� � ��������¢
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jBe1R!e,sOeØVOPQoOq�eKVOeêRpT��@IKJ8lÜXOVpIKa8PQVOVpI �SIbR!Wp\]\!PQNQPQVO^OWOe`T��8VpI �SI
tZN�eKa8VOPQVOW��bR!N�IKJ8VpI �SIÉMpIKN��kR!XOe

�4D��ÞD��¤÷#º,ù#ô¤|¤÷

£'���Q����������������� � ��¨� ¤�����6�����1��������������������� � �������6�S����������������¡���� � ������������������������������� � ���������������,~f�����~������������� 	�K�������6�f�������������� 	��¢"�,��~��������������f�����������
	#��������§����������������Q��������������~���¡�����~����,����¦Q��~��������������
~�����~��������������K��������������¨�¢

®`¯	°k±'²�³�´8²ãµ�¯	¶�³�·#¸B�������������]������������§	���������������©����������� � �Z�����6�S��������������������������§'��������������� £	�� ¤�������\6��������������§������������������Q����������¢
A¤DQóãô¤õ�ö�÷	»Sô¤|¤ø�÷­ù#÷#ºQ÷#úSz�D anÇ	À	¿�Â�½	Ó#¾�Ì¤Â

0 < x < 1
½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2Ûð×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç2Â

m∑

j=1

βj∂
αj

0xu(x) + λu(x) = f(x),
��ì �

ß�Å¤Â
αj ∈]1, 2[, λ, βj ∈ R

é
β1 > 0, α1 > α2 > · · · > αm, ∂

γ
0xu(x)

�É½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	Ç	Ã�Ê�Ó#¾�À	À¤¾�Ý>Å2½2Ê�¼�À¤¾�Ý
È	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À¤¾�Ý � È	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À¤¾�Ý�XU¾�È	×�¿�Ê � ëíì�é ,�á�ì�ì�ï 2

∂γ0xu(x) = Dγ−n
0x u(n)(x), n− 1 < γ 6 n,

� ñ �
ß�Å¤Â

Dγ
0x

�LÊ�È2Â�½¤¾�¿�Ê�½pÅ2½2Ê�¼�À2Ê�ß�ÊKÇ	À	¿�Â�ß�½2Ê�à Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç	Ý!È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾
γ
Ó Ú Û6Á Ú Ì¤Â�N,Ç2ÛQ¾�À¤¾ �

TOÇ	×�Ó�Ç'Ì	Ì2Ý4ëíì�é ,�á ��ïfÈ2Ê©È2Â�½2Â�Û,Â�À	À2Ê�Ù
x
é	Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�Û6Á1ÙÞ½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê�Û 2

Dγ
0xu(x) =





1
Γ(−γ)

x∫
0

u(t)(x− t)−γ−1 dt, γ < 0,

u(x), γ = 0,

dn

dxnD
γ−n
0x u(t), n− 1 < γ 6 n, n ∈ N.

N6¾�¼�Ê�¿�¾më ñ�ïQÇ	ß�½¤¾�Â�¿xÓ#¾�ä]À	×�ÍY½2Ê�Ì2ÕxÓãÇ Ú�Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�À	Ç	Ý�Ö�é�È2Ê Ú Ó�Ý'â©Â�À	À	Á8Ö­Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì2Õ�À	ÁkÛ
×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý	ÛbÅ2½2Ê�¼�À2Ê�ß�Ê­È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾'áQa@½¤¾�¼�Ê�¿�¾�ÖËë �'é � ïk¼�Á8Ì2ÇçÇ	Ã�×�Æ2Â�À	ÁYÌ2Ç	À2Â�Ù	À	ÁkÂ«Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç'à
¾�Ì2Õ�À	ÁkÂ©×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	ÝÞÅ2½2Ê�¼�À2Ê�ß�ÊèÈ2Ê�½#Ý�Å2Î'¾'á�XZ½¤¾�Â�Ó#¾�Ý�Ã�¾�Å�¾�Æ¤¾«Å	Ì2Ý�Ê�¼�Á1Î	À2Ê�Ó�Â�À	À2Ê�ß�ÊèÅ2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç'à
¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�Êè×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý­Ó�¿�Ê�½2Ê�ß�ÊãÈ2Ê�½#Ý�Å2Î'¾'é Ú Ê�Å¤Â�½	ä©¾�â©Â�ß�Êãß�½	×�È	È	×�ÛSÌ�¾�Å2å!Ç'Ö�Æ'Ì¤Â�À2Ê�Ó Ú È	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å	à
À	ÁkÛ6ÇçN,Ç2ÛQ¾�À¤¾ � TOÇ	×�Ó�Ç'Ì	Ì2Ý�éSÇ Ú�Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�Ì�¾ Ú Õ­Ó�½¤¾�¼�Ê�¿�Â�ë -�ï�áSahÛ,Ê�À2Ê�ß�½¤¾�ÑOÇ	ÇËëíì�é Ú á�ì�ñ 	�ï�Å�¾�À	Á
È2Ê Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Î	ÇbÓ�Ç'Å¤Ê�Ç	Ã�Û,Â�À2Â�À	À	Á8ÖêÃ�¾�Å�¾�ÆLXOÊ�å!ÇêÇêVOÂ�Ù2ÛQ¾�À¤¾ÜÅ	Ì2ÝÔ×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	ÝËÓ�¿�Ê�½2Ê�ß�ÊÄÈ2Ê�½#Ý�Å2Î'¾
Ú Å2½2Ê�¼�À2Ê�ÙèÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�ÙxÈ2Ê�½#Ý�Å2Î'¾ α ∈]1, 2[. að½¤¾�¼�Ê�¿�¾�Ö�ë � î ��ï�Ç Ú�Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�Ì2Ç Ú Õ]Ì2Ç	À2Â�Ù	À	ÁkÂOÊ�¼�Á1Î'àÀ2Ê�Ó�Â�À	À	ÁkÂ`Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì2Õ�À	ÁkÂ`×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý>Å2½2Ê�¼�À2Ê�ß�ÊpÈ2Ê�½#Ý�Å2Î'¾ Ú È2Ê Ú ¿�Ê�Ý'À	À	ÁkÛ6ÇãÎ�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À'à
¿�¾�Û6Ç�á�I`¿�À2Ê Ú Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê«Ç	Ã�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Ý�½2Â�Ã�×�Ì2Õ�¿�¾�¿�Ê�ÓèÇ­¼�Ç2¼�Ì2Ç2Ê�ß�½¤¾�ÑOÇ	Ç�½¤¾�¼�Ê�¿�é Ú Ó�Ý'Ã�¾�À	À	Á8Ö Ú Ì2Ç	À2Â�Ù'à
À	ÁkÛ6ÇÄÅ2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì2Õ�À	ÁkÛ6Çð×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý	Û6ÇÄÅ2½2Ê�¼�À2Ê�ß�Ê�È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾'é,×�Î'¾�ä!Â�Ûh½¤¾�¼�Ê�¿�Á ë ��ï1Çêëíì�	�ï�á

û
© ü�ý�þ�ÿ 	�������������\8¢�
�¢
1 £	�����������������������������������f��������~�������¨�������������������£'��~�~���¨�~���� � �S�S�������f�f�������� 2����������¡������6��~�~�����������������¨�§����������� & þ�ÿ � ý�þ � ý�ý%<�ÿ�ü ¢
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RUÌ2Ý>×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý;��ì � ½2Â�å©Â�À¤¾UÃ�¾�Å�¾�Æ¤¾ZRpÇ	½	Ç'Ö�Ì¤ÂKÛ,Â�¿�Ê�Å¤Ê�ÛÜÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç ��½	Ç	À¤¾OÓp½¤¾�¼�Ê�¿�Â!ëíì�ì�ï�é�¿�¾�Î	ä!Â
À¤¾�Ù'Å¤Â�À2Ê]× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2ÂpÊ�Å2À2Ê�Ã�À¤¾�Æ	À2Ê�Ù�½¤¾�Ã�½2Â�å!Ç2Û,Ê Ú ¿�Ççëíì�ñ�ï�á

WZÀ	¿�Â�½2Â Ú Î>Ç Ú�Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�À	Ç	Íê×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ù Å2½2Ê�¼�À2Ê�ß�ÊpÈ2Ê�½#Ý�Å2Î'¾ Ú ¿�Ç2Û6×�Ì2Ç	½	×�Â�¿ Ú Ý«È	½¤¾�Î	¿�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç2Û6Ç
È	½	Ç'Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Ý	Û6Ç�é�Î�Ê�¿�Ê�½	ÁkÂÞÊ�¼�À¤¾�½	×�ä]Ç	Ó#¾�ÍK¿ Ú ÝðÓmÑOÇ	Ã�Ç	Î�ÂãÇðÛQ¾�¿�Â�ÛQ¾�¿�Ç	Æ2Â Ú Î�Ê�ÛYÛ,Ê�Å¤Â�Ì2Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç	Ç
ÑO½¤¾�Î	¿�¾�Ì2Õ�À	Á8Ö Ú ½2Â�ÅÜëíì�é ,�á�ì � ��ï�é�ëíì���î�ì.-�ï�á

aðÅ�¾�À	À2Ê�Ùè½¤¾�¼�Ê�¿�ÂKÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À¤¾©¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾ Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�Ê�Ó#¾�À	Ç	ÝèÇãÂ�Å2Ç	À Ú ¿�Ó�Â�À	À2Ê Ú ¿�Çx½2Â�å©Â�À	Ç	ÝèÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç
VOÂ�Ù2ÛQ¾�À¤¾'é'È2Ê�Ì2×�Æ2Â�À2Ê©Ý'Ó�À2Ê�ÂZÈ	½2Â�Å Ú ¿�¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç2ÂU½2Â�å©Â�À	Ç	Ý«Ç Ú�Ú Ì¤Â�Å2×�Â�Û,Ê�ÙxÃ�¾�Å�¾�Æ	ÇxÇèÈ2Ê Ú ¿�½2Ê�Â�À¤¾ Ú Ê�Ê�¿�à
Ó�Â�¿ Ú ¿�Ó�×�ÍKâ]¾�ÝèÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý ��½	Ç	À¤¾'á#R!Ê�Î'¾�Ã�¾�À2Ê	é	Æ	¿�Ê©Ç Ú�Ú Ì¤Â�Å2×�Â�ÛQ¾�ÝèÃ�¾�Å�¾�Æ¤¾©½¤¾�Ã�½2Â�å!Ç2ÛQ¾!È	½	ÇèÌ2ÍZ¼�Ê�Û
È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Â

λ ∈ R
é'Ã�¾!Ç Ú Î'Ì2ÍKÆ2Â�À	Ç2Â�Û1é�¼�Á1¿�Õ Û,Ê�ä!Â�¿�é2Î�Ê�À2Â�Æ	À2Ê�ß�Ê Æ	Ç Ú Ì�¾©Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	ÙÞÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾'á

� �����	��
�� �
� ! ����������� �"! ×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý ��ì � À¤¾�Ã�Ê�Ó�Â�Û@ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í
u = u(x),

Ç2Û,Â�ÍKâ!×�Í ¾�¼ Ú Ê�à
Ì2ÍK¿�À2Ê]À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	×�ÍØÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	×�ÍÉÈ2Â�½	Ó�Ê�ß�Ê>È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾]À¤¾]Ê�¿�½2Â�Ã�Î�Â ë 	'éíì�ïfÇã×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍKâ!×�Í
×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Í ��ì � Å	Ì2ÝèÓ Ú Â�Ö x ∈]0, 1[ á

��� ������� �pVU¾�Ù	¿�ÇØ½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À2Ê�ÂÜ½2Â�å©Â�À	Ç2ÂÜ×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý ��ì � ÓnÇ	À	¿�Â�½	Ó#¾�Ì¤Â
]0, 1[

éZ×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�à
½#Ý'ÍKâ©Â�ÂO× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý	Û

u′(0) = a, u′(1) = b,
��� �

ß�Å¤Â
a
é
b
�YÃ�¾�Å�¾�À	À	ÁkÂOÈ2Ê Ú ¿�Ê�Ý'À	À	ÁkÂ�á

4 D��]õ�»Sô¤|¤»Sô : �S{�ù09�y 7'ö�÷	ö�D N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛnÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÍYëíì�ñ�ï

G (x, t) =
1

β1

(
H(x− t)Gα1

m (x− t)−Gα1−1
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

)
,

� �	�

ß�Å¤Â>ë ��ï

Gµ
m(x) = Gµ

m(x; ν1, . . . , νm; γ1, . . . , γm) ≡
∞∫

0

e−t
S
µ
m(x; ν1t, . . . , νmt; γ1, . . . , γm) dt,

� - �

ν1 = − λ

β1
, νj = −βj

β1
, γ1 = α1, γj = α1 − αj (j = 2, . . . ,m),

� � �

S
µ
m(x; z1, . . . , zm; γ1, . . . , γm) = (h1 ∗ h2 ∗ · · · ∗ hm)(x),

� / �

(g ∗ h)(x) =
x∫

0

g(x− t)h(t) dt
� Ú Ó�Â�½	¿�Î'¾]Tp¾�È'Ì�¾ Ú ¾>ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù g(x) Ç h(x) é

hj = hj(x) ≡ xµj−1φ(γj , µj ; zjx
γj ),

φ(a, b; z) =
∞∑

k=0

zk

k!Γ(ak + b)

� ÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÝãN6¾�Ù	¿�¾xëíì � ï �

x > 0, zi ∈ R, γj > 0, µj > 0, µ =

m∑

j=1

µj,
��� �

H(x− t) =

{
1, x > t,

0, x < t

� ÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÝèiZÂ�Ó�Ç Ú ¾�Ù'Å�¾'á

RUÌ2ÝxÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
Gµ

m(x) Ú È	½¤¾�Ó�Â�Å	Ì2Ç	Ó�ÁL½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾xë /�é ��ï 2

Gµ
m(x) = O(xµ−1)

È	½	Ç
x→ 0,

��� �
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Dν
0xG

µ
m(x) = Gµ−ν

m (x),
Â Ú Ì2Ç µ > ν,

��ì�	 �

Gµ
m(x)−

m∑

i=1

νiD
−γi
0x Gµ

m(x) =
xµ−1

Γ(µ)
.

��ì�ì �

anÆ¤¾ Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç�é2Ç	Ã1��ì�ì � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿ ÑUÊ�½2Û6×�Ì�¾

m∑

j=1

βjG
µ−αj
m (x) + λGµ

m(x) =
β1x

µ−α1−1

Γ(µ− α1)
.

��ì�ñ �

��{#ô �S{��K÷ðA¤D
1)

�` 2�����
f(x) ∈ C]0, 1]

0#"f���f������
��2���]
]
��#�f�

f(x) = Dα1−2
0x g(x), g(x) ∈ L[0, 1],

�x
�/10 - �	$B��$ -  2��� - 
��B�
ν1G

α1
m (1) 6= 0.

��ì�� �
+�-�� ���«�� 	� ������
� 2���O"f� �  ��	��"�$ - �8"f��
 ��$	�B�K
����������

(1)
*
(3)
* � - � - " - �K�2�������p
��#�

u(x) =

1∫

0

G (x, t)f(t) dt+ a

[
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=0

− b

[
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=1

.
��ì �	�

2)
�Q��
 ��$	�B��
����������

(1)
*
(3)

�����	$B����
'��$	$ - � -�� ���Ü�Ø� - �	��� - � -�� ��� * � -�� ���Ü
�/10 - �	$	�������"�
 2��� - 
��B�

(13)
7

C
RUÌ2Ý�Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó#¾ã¿�Â�Ê�½2Â�Û6ÁÉÈ2Ê�Î'¾�ä!Â�Û Ú È	½¤¾�Ó�Â�Å	Ì2Ç	Ó�Ê Ú ¿�Õ Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç'Ö Ú Ó�Ê�Ù Ú ¿�ÓxÑO×�À	Î'à

Ò	Ç	Ç
G (x, t).ì�á
Dα1−2

1x G (x, t) ∈ C(Ω), Ω = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < 1}.c�È	½¤¾�Ó�Â�Å	Ì2Ç	Ó�Ê Ú ¿�Õ«Ð�¿�Ê�ß�Ê Ú Ó�Ê�Ù Ú ¿�Ó#¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿ Ç	ÃOÈ	½2Â�Å Ú ¿�¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý � �	� ÇxÑUÊ�½2Û6×�Ì*��� � Ç ��ì�	 � á
ñ'á

G (x, t)
×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý	Â�¿ Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Í

lim
δ→0

[
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t)

∣∣∣∣
t=x+δ

−
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t)

∣∣∣∣
t=x−δ

]
= 1.

R!Â�Ù Ú ¿�Ó�Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é¤Ó Ú Ç'Ì2× � �	� Ç�é'È	½	Ç	À	Ç2ÛQ¾�ÝxÓ�Ê©Ó�À	Ç2ÛQ¾�À	Ç2Â1��� � î���ì�ì � é2È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

− lim
δ→0

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (1− x+ δ)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

− lim
δ→0

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj+1
m (δ)

+ lim
δ→0

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (1− x− δ)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

= lim
δ→0

m∑

j=1

νjG
α1−αj+1
m (δ) = 1.

�'á2MZ½	ÇÞÑOÇ	Î Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À2Ê�ÛðÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ç x é2ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý G (x, t)
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ýã½2Â�å©Â�À	Ç2Â�Ûð×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Ý

m∑

j=1

βjD
αj

1t G (x, t) + λG (x, t) = 0
��ì.- �

Ó>Ç	À	¿�Â�½	Ó#¾�Ì�¾�Ö
(0, x)

Ç
(x, 1).
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m∑

j=1

βj
β1
D

αj

1t

[
H(x− t)Gα1

m (x− t)−Gα1−1
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

]

+
λ

β1

[
H(x− t)Gα1

m (x− t)−Gα1−1
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

]

= H(x− t)

( m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (x− t) +

λ

β1
Gα1

m (x− t)

)

− 1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

( m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj−1
m (1− t) +

λ

β1
Gα1−1

m (1− t)

)
= 0.

� á
G (x, t)

×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý	Â�¿ Î	½¤¾�Â�Ó�ÁkÛð× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý	Û
[

m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t)

]

t=1

= 0,

[
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t)

]

t=0

= 0.

R!Â�Ù Ú ¿�Ó�Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é¤×�Æ	Ç	¿�Á1Ó#¾�ÝxÑUÊ�½2Û6×�Ì2Á ��� � Ç ��ì�ñ � é	Ç2Û,Â�Â�Û
[

m∑

j=1

βj
β1

(
H(x− t)G

α1−αj+1
m (x− t)−G

α1−αj
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

)]

t=1

= −1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (0) = 0

Ç
[

m∑

j=1

βj
β1

(
H(x− t)G

α1−αj+1
m (x− t)−G

α1−αj
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

)]

t=0

=
m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj+1
m (x)− 1 + ν1G

α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (1) = 0.

\p×�À	Î	Ò	Ç	Í
G (x, t)

À¤¾�Ã�Ê�Ó�Â�ÛðÑO×�À	Î	Ò	Ç2Â�Ù ��½	Ç	À¤¾©Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç ��ì � î���� � á
_fÂ�È2Â�½	Õ!È2Ê�Î'¾�ä!Â�Û1é�Æ	¿�ÊO½2Â�å©Â�À	Ç2Â`Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç ��ì � î���� � ¼�×�Å¤Â�¿UÇ2Û,Â�¿�Õ!Ó�Ç'Å ��ì �	� á�j�¾�Û,Â�À	Ç	Ó!ÓU×�½¤¾�Ó�À2Â�à

À	Ç	Ç ��ì �
x
À¤¾

t
Çè×'Û6À2Ê�ä]Ç	Ó>Ê�¼�ÂKÆ¤¾ Ú ¿�Çè×�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	ÝèÀ¤¾pÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í

G = G (x, t),
È	½2Ê�Ç	À	¿�Â�ß�½	Ç	½	×�Â�Û

Ê�¿
0
Å¤Ê

1
È2Ê]È2Â�½2Â�Û,Â�À	À2Ê�Ù

t, Ú Æ	Ç	¿�¾�ÝxÈ2Â�½2Â�Û,Â�À	À	×�Í x
ÑOÇ	Î Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À2Ê�Ù�é

1∫

0

G (x, t)

m∑

j=1

βj∂
αj

0t u(t) dt+ λ

1∫

0

G (x, t)u(t) dt =

1∫

0

G (x, t)f(t) dt.

a8Ê Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�Ê�Ó#¾�Ó�å!Ç Ú Õ Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç2Â�Û � ñ � ÇðÑUÊ�½2Û6×�Ì¤Ê�ÙÜÅ2½2Ê�¼�À2Ê�ß�Ê­Ç	À	¿�Â�ß�½	Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç	ÝðÈ2Ê�Æ¤¾ Ú ¿�Ý	Û
ëíì /�é Ú á�ì.-�ï

1∫

0

g(s)Dγ
0sh(s) ds =

1∫

0

h(s)Dγ
1sg(s) ds (γ 6 0),

È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

1∫

0

u′′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)dt+ λ

1∫

0

G (x, t)u(t)dt =

1∫

0

G (x, t)f(t)dt.
��ì � �
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MZ½2Ê�Ç	À	¿�Â�ß�½	Ç	½	×�Â�ÛòÈ2Ê]Æ¤¾ Ú ¿�Ý	ÛÄÈ2Â�½	Ó�Ê�Â Ú Ì�¾�ß�¾�Â�Û,Ê�ÂU½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ ��ì � � 2

1∫

0

u′′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t) dt = u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

∣∣∣
1

0
−

1∫

0

u′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t) dt.

N6¾�Ã�¼�Ç	Ó>È	½2Ê�Û,Â�ä]×�¿�Ê�ÎxÇ	À	¿�Â�ß�½	Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç	ÝãÀ¤¾pÅ2Ó�ÂKÆ¤¾ Ú ¿�ÇãÇè×�Æ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ý Ú Ó�Ê�Ù Ú ¿�Ó#¾]ñ!Ç � é�Ç	ÃZÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å	à
À2Â�ß�Ê]Ó�Á1½¤¾�ä!Â�À	Ç	ÝÞÇ2Û,Â�Â�Û 2

u′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

∣∣∣
1

0
−
( x∫

0

u′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t) dt

+

1∫

x

u′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t) dt

)
=

[
u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=1

−
[
u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=0

+ u(x) +

1∫

0

u(t)

m∑

j=1

βjD
αj

1t G (x, t) dt.

MOÊ�Ì2×�Æ2Â�À	À2Ê�ÂU½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê>È2Ê�Å Ú ¿�¾�Ó�Ì2Ý	Â�ÛòÓ]½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê;��ì � �
[
u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=1

−
[
u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=0

+u(x) +

1∫

0

u(t)
m∑

j=1

βjD
αj

1t G (x, t)dt+ λ

1∫

0

G (x, t)u(t)dt =

1∫

0

G (x, t)f(t)dt,

Ê�¿�Î	×�Å�¾'é#×�Æ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ý ��ì.- � é#È	½	Ç'Ö#Ê�Å2Ç2ÛÜÎèÑUÊ�½2Û6×�Ì¤Â ��ì �	� á'_S¾�Î	Ç2ÛçÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û1é�Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À2Ê	é'Æ	¿�Ê!Â Ú Ì2Ç«Ã�¾�à
Å�¾�Æ¤¾1��ì � î���� � Ç2Û,Â�Â�¿p½2Â�å©Â�À	Ç2Â�é�¿�ÊpÊ�À2ÊUÈ	½2Â�Å Ú ¿�¾�Ó�Ç2Û,ÊpÓpÓ�Ç'Å¤Â ��ì �	� á'I`¿ Ú Í8Å�¾OÓUÆ¤¾ Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿
Â�Å2Ç	À Ú ¿�Ó�Â�À	À2Ê Ú ¿�Õ«½2Â�å©Â�À	Ç	ÝãÈ	½	ÇxÓ�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	Ç	ÇÞ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý ��ì�� � á

_fÂ�È2Â�½	Õ È2Ê�Î'¾�ä!Â�Û1é¤Æ	¿�Ê]ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý ��ì �	� Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ýx½2Â�å©Â�À	Ç2Â�ÛÄÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç*��ì � î���� � á�\!Ê�½2Û6×�Ì2× ��ì �	�
Û,Ê�ä]À2Ê>È2Â�½2Â�È	Ç Ú ¾�¿�Õ Ó]Ó�Ç'Å¤Â

u(x) = au1(x)− bu2(x)− u3(x) + u4(x),

ß�Å¤Â

u1(x) =

[
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=0

, u2(x) =

[
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=1

,

u3(x) =
1 + ν1G

α1+1
m (x)

β1ν1G
α1
m (1)

1∫

0

f(t)Gα1−1
m (1− t) dt, u4(x) =

1

β1

x∫

0

f(t)Gα1
m (x− t) dt.

tKÆ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ýã½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ ��� � î���ì�ñ � é2È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

u1(x) = x+ ν1G
α1+2
m (x)−

(
1 + ν1G

α1+1
m (x)

) (
1 + ν1G

α1+1
m (1)

)

ν1G
α1
m (1)

,

u2(x) =
1 + ν1G

α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

.



� �������#���!���2����$��O���	�« #"���
�$B��$	�	� �	" - � $ -���- 0 - "	�����	� ñ0/

WZÃ���ì�ñ � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é�Æ	¿�ÊpÎ'¾�ä©Å�¾�Ý«Ç	ÃZÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù u1(x), u2(x), u3(x) ×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍK¿]Ê�Å2À2Ê�½2Ê�Å2À2Ê�Û6××�½¤¾�Ó�À2Â�À	Ç	Í
(

m∑

j=1

βj∂
αj

0x + λ

)
ui(x) = 0, i = 1, 2, 3.

c�Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ý*��� � é���ì�	 � Ç*��ì�ì � È2Ê�Î'¾�Ã�Á1Ó#¾�ÍK¿«Ó�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	Ç2ÂUÎ	½¤¾�Â�Ó�Á8Öã× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ù ��� � á
RUÌ2ÝãÃ�¾�Ó�Â�½	å©Â�À	Ç	ÝèÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó#¾ Ê Ú ¿�¾�Â�¿ Ú ÝÞÈ2Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Õ2é2Æ	¿�Ê

(
m∑

j=1

βj∂
αj

0x + λ

)
u4(x) = f(x).

��ì / �

WOÛ,Â�ÝãÓ�Ó�Ç'Å2× ��� � Ç

m∑

i=2

νiG
γi+µ
m (x) = Gµ

m(x)− ν1G
α1+µ
m (x)− xµ−1

Γ(µ)
,

� Ú Û1á���ì�	 � Ç ��ì�ì � � é�¾]¿�¾�Î	ä!Â!Ã�¾�Î�Ê�À�Î�Ê�Û6È2Ê�Ã�Ç	Ò	Ç	Ç�Ê�È2Â�½¤¾�¿�Ê�½2Ê�Ó«Å2½2Ê�¼�À2Ê�ß�Ê Ç	À	¿�Â�ß�½2Ê�à Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç'à
½2Ê�Ó#¾�À	Ç	Ý4ëíì�é Ú á �0/�ï�é	È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

m∑

i=1

βi
β1
∂αi
0x

x∫

0

f(t)Gα1
m (x− t)dt =

d

dx

m∑

i=1

βi
β1
Dαi−α1

0x

( x∫

0

Dα1−2
0x g(t)G1

m(x− t) dt

)

=
d

dx

m∑

i=1

βi
β1
Dαi−α1

0x

x∫

0

f(t)G1
m(x− t)dt =

d

dx

x∫

0

f(t)
(
ν1G

α1+1
m (x− t) + 1

)
dt

=
−λ
β1

x∫

0

f(t)Gα1
m (x− t) dt+ f(x),

Ê�¿�Î	×�Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿;��ì / � á
B

����� �
�����������'MZ½	Ç]È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	Á8Ö Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ý�Ö]È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó
a
é
b
Ç ¾�½	ß�×'Û,Â�À	¿�¾

z
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

N6¾�Ù	¿�¾
φ(a, b; z)

È	½	Ç	À	Ç2ÛQ¾�Â�¿ È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂ!Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ý�áBcQÌ¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é¤È	½	Ç

λ < 0, βj 6 0, β1 > 0
��ì�� �

ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�é¤Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�ÛQ¾�Ý�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê�Û � - � é2¿�Ê�ä!Â!Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝÞÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�Ù�á�_fÊ�ß�Å�¾ ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý
Gµ

m(x) > 0
Å	Ì2Ý4Ì2ÍZ¼�Ê�ß�Ê

µ > 0.
_S¾�Î	Ç2ÛØÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û1éS× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý ��ì�� � Ê�¼�Â Ú È2Â�Æ	Ç	Ó#¾�ÍK¿­Ó�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	Ç2Â

��ì�� � Å	Ì2ÝèÓ Ú Â�Ö m ∈ N
Ç
αj ∈]1, α1[, α1 ∈]1, 2[.


 D��ã»Sö'{ � �S÷�y 7¤»Sô¤{ 
 �S{�ºQõ�ö�÷	|	y,{#»SzS{���9�»Sø��SzSz
Gµ

m(x)
D IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2ÛðÆ2Â�½2Â�Ã

γ(r, ωπ) = {z : |z| = r, | arg z| 6 ωπ} ∪ {z : |z| > r, arg z = ±ωπ}, ��ì�� �

1/2 < ω 6 1
�ÉÎ�Ê�À	¿�×�½ iO¾�À	Î�Â�Ì2Ý�é#À¤¾�È	½¤¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç2ÂKÊ�¼�Ö#Ê�Å�¾pÓ�Ák¼�½¤¾�À2ÊUÓ Ú ¿�Ê�½2Ê�À	×]À2Â�×'¼�Á1Ó#¾�À	Ç	Ý arg zëíì /�é Ú á�ì�ñ�ï�á

�Þ{����K÷BD6<]�	� �  	$	�	�	�	�
Gµ

m(x)
* 0#"��

λ > 0
* �O0���"���������"����6�

(6)
�
(8)

��0#"���
'�����	�	
 - ���B� �
�2 	��� ���k�	$B��� � "����	��$ - �K0#"f���f������
��B��$	�B���

Gµ
m(x) =

β1
2πi

∫

γ(r,ωπ)

exp
pα1−µ

m∑
j=1

βjpαj + λ

dp.
� ñ 	 �



ñ � �	���B
 - 
���� 7��]7

C
W Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�ÝxÇ	À	¿�Â�ß�½¤¾�Ì2Õ�À2Ê�ÂUÈ	½2Â�Å Ú ¿�¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç2Â©ÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÇxN6¾�Ù	¿�¾xëíì /'é Ú á¤ñ ��ï�é'È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

xµj−1φ(γj , µj ; zjx
γj ) =

1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

expp−µjezjp
−γj

dp.

MOÊ�Å Ú ¿�¾�Ó�Ç	Ó«È2Ê Ú Ì¤Â�Å2À2Â�ÂO½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê>Ó � � � ÇãÈ2Ê�Ì2Õ�Ã�×�Ý Ú Õ>¿�Â�Ê�½2Â�Û,Ê�ÙÞ×'Û6À2Ê�ä!Â�À	Ç	Ýmëíì��'é Ú á � ��ï�é	Ç2Û,Â�Â�Û

S
µ
m(x; ν1t, . . . , νmt; γ1, . . . , γm) = (h1 ∗ h2 ∗ · · · ∗ hm)(x)

=
1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

expp−µ exp

(
t

m∑

j=1

νjp
−γj

)
dp.

� ñ'ì �

R!Ê�Û6À2Ê�ä]Ç2Û � ñ'ì � À¤¾
e−t ÇpÈ	½2Ê�Ç	À	¿�Â�ß�½	Ç	½	×�Â�Û�È2Ê t Ê�¿ 0 Å¤Ê ∞.

a ��ì�� � È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½
r
Û,Ê�ä]À2Ê`Ó�Ák¼�½¤¾�¿�Õ

¿�¾�Î�é8Æ	¿�Ê�¼�Á
Re(1 −

(∑m
j=1 νjp

γj
)
> 0.

MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×òÓç½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Â � ñ'ì � Ó�Ê�Ã�Û,Ê�ä]À2ÊÄÇ	Ã�Û,Â�À2Â�À	Ç2Â
È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾>Ç	À	¿�Â�ß�½	Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç	Ý�é Ú ×�Æ2Â�¿�Ê�Û)� � � Ê�¿ Ú Í8Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿

Gµ
m(x) =

1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

expp−µ

∞∫

0

exp

(
− t+ t

m∑

j=1

νjp
−γj

)
dt dp

=
β1
2πi

∫

γ(r,ωπ)

exp
pα1−µ

β1pα1 +
m∑
j=2

βjpαj + λ

dp. �

G�D�� |¤{���{#õ�ö'|¤{#»S»����Yõ�ô �¤õ�ö'|¤{#»S»����hù#»S÷#úS{#»Sz�	��,D a�Á1½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â
ν1G

α1
m (1)

¼�×�Å¤Â�ÛÉ½¤¾ Ú à
Ú ÛQ¾�¿�½	Ç	Ó#¾�¿�ÕèÎ'¾�Î­ÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÍÉÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾ λ. IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2Û ψ(λ) = ν1G

α1
m (1).

_fÊ�ß�Å�¾ × Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â ��ì�� �
È	½	Ç2Û,Â�¿ Ó�Ç'Å

ψ(λ) 6= 0.
WZÃ�� ñ 	 � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê

Gµ
m(1) =

β1
2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep

m∑
j=1

βjpαj + λ

dp.

��{#ô �S{��K÷ 4 D �` 2�����
λ > 0

�

m∑

j=1

βj
Γ(−αj)

6= 0.
� ñ�ñ �

+�-�� ���`
��������#� �!���2����$��
(3)
���	�Z #"���
�$B��$	�	�

(1)
�2�������K�����	$B����
'��$	$ - �S"f��
 ��$	�B�����	�p
'��� ���F
��1�B� �

�	�	�©����$	�B��� * � /Z��� � - �>��� * � - $B����$ -���- ���B�������Z
�$�������$	�	�
λ
7

C
RUÌ2Ý�Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó#¾�¿�Â�Ê�½2Â�Û6ÁdÀ2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê­È2Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Õ2éfÆ	¿�Ê Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç2Â ��ì�� � Ó�Á1È2Ê�Ì	à

À	Ý	Â�¿ Ú ÝðÅ	Ì2ÝðÓ Ú Â�Ö λ ∈ R
é,Ã�¾�Ç Ú Î'Ì2ÍKÆ2Â�À	Ç2Â�ÛdÀ2ÂÞ¼�Ê�Ì¤Â�ÂÞÆ2Â�ÛhÎ�Ê�À2Â�Æ	À2Ê�ß�ÊÜÆ	Ç Ú Ì�¾mÂ�ß�Ê4Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ù�á



� �������#���!���2����$��O���	�« #"���
�$B��$	�	� �	" - � $ -���- 0 - "	�����	� ñ �

N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2Û Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ©Â�ÂZÈ	½2Â�Å¤Â�Ì2Õ�À2Ê�Â Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç2Â32

lim
λ→∞

λψ(λ) = − lim
λ→∞

λ2

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep

m∑
j=1

βjpαj + λ

dp

= − lim
λ→∞

λ

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep
λ−

m∑
j=1

βjp
αj +

m∑
j=1

βjp
αj

m∑
j=1

βjpαj + λ

dp

= − lim
λ→∞

λ

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep


1−

m∑
j=1

βjp
αj

m∑
j=1

βjpαj + λ


 dp.

_S¾�ÎxÎ'¾�Î
1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

epdp = 0,

¿�Ê Ú Ê�ß�Ì�¾ Ú À2Ê�ëíì��'é Ú á �'ì�ì�ïfÈ2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

lim
λ→∞

λψ(λ) = lim
λ→∞

1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep

m∑
j=1

βjp
αj

λ−1
m∑
j=1

βjpαj + 1

dp

= lim
λ→∞

1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep
m∑

j=1

βjp
αj dp =

m∑

j=1

βj
Γ(−αj)

.

� ñ � �

WZÃ1� ñ 	 � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é¤Æ	¿�Ê ψ(λ) Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝxÒ2Â�Ì¤Ê�Ù�ÑO×�À	Î	Ò	Ç2Â�ÙxÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾ λ. a Ú Ç'Ì2×ã¿�Ê�ß�Ê	é	Æ	¿�Ê ψ(λ)Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝmÒ2Â�Ì¤Ê�Ù�éfÓ�Ê�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	À2Ê�ÙðÊ�¼�Ì�¾ Ú ¿�ÇçÊ�À¤¾ÞÛ,Ê�ä!Â�¿­Ç2Û,Â�¿�ÕxÌ2Ç	å!Õ�Î�Ê�À2Â�Æ	À2Ê�Â«Æ	Ç Ú Ì¤ÊÞÓ�Â�â©Â�à
Ú ¿�Ó�Â�À	À	Á8Ö]À	×�Ì¤Â�Ù�á�MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×�é�Â Ú Ì2Ç>È	½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Õ2é#Æ	¿�ÊUÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý ψ(λ) Ç2Û,Â�Â�¿p¼�Â Ú Î�Ê�À2Â�Æ	À2Ê�Â`Æ	Ç Ú àÌ¤ÊkÀ	×�Ì¤Â�Ù�é�¿�ÊKÊ�À	ÇUÅ¤Ê�Ì2ä]À	Á Ú ß�×�â]¾�¿�Õ Ú ÝpÓK¼�Â Ú Î�Ê�À2Â�Æ	À2ÊZ×�Å�¾�Ì¤Â�À	À2Ê�Ù©¿�Ê�Æ	Î�Â�é�Æ	¿�Ê`È	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç	¿�� ñ�ñ �
Ç � ñ � � á¤cQÌ¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é	× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â ��ì�� � Û,Ê�ä!Â�¿]À¤¾�½	×�å]¾�¿�Õ Ú Ýè¿�Ê�Ì2Õ�Î�Ê!Å	Ì2Ý«Î�Ê�À2Â�Æ	À2Ê�ß�Ê©Æ	Ç Ú Ì�¾!Ã�À¤¾�à
Æ2Â�À	Ç	Ù

λ.

�ÞzSö'{ �S÷	ö	9 �S÷
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MZ× Ú ¿�Õ R �dÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Ì2Õ�À2Ê�ÂOÎ�Ê�Û,Û6×�¿�¾�¿�Ç	Ó�À2Ê�ÂOÎ�Ê�Ì2Õ�Ò2Ê Ú Â�Å2Ç	À	Ç	Ò2Â�Ù�é n �dÀ¤¾�¿�×�½¤¾�Ì2Õ�À2Ê�ÂZÆ	Ç Ú Ì¤Ê	é

n > 3
á1c�Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾ σ = (σij)

é
1 6 i, j 6 n,

¾�Å	Å2Ç	¿�Ç	Ó�À	Á8ÖnÈ2Ê�Å2ß�½	×�È	ÈÔÎ�Ê�Ì2Õ�Ò¤¾
R
À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý

� �����
	 ëíì�ïZÀ¤¾�ÅËÎ�Ê�Ì2Õ�Ò2Ê�Û
R
È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾

n
é�Â Ú Ì2Ç σirσrj ⊆ σij

È	½	ÇÔÓ Ú Â�ÖòÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ý�ÖnÇ	À'Å¤Â�Î Ú Ê�Ó
i
é
r
é
j.
RUÌ2Ý Ú Â�¿�ÇçÈ	½	Ç	À	Ý'¿�¾Þ¿�¾�Î	ä!Âè¿�Â�½2Û6Ç	À2Ê�Ì¤Ê�ß�Ç	Ý���Î�Ê�Ó�Â�½�
Äë ñ�ï�áQc�Â�¿�Õ2éS½¤¾ Ú�Ú ÛQ¾�¿�½	Ç	Ó#¾�Â�ÛQ¾�Ýð¼�Â�Ã

Å2Ç¤¾�ß�Ê�À¤¾�Ì2Ç�é¤À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý���� �"! ����� % � ����� � �����
	 ����� �"! ����� % � �
�����
����� �òë �'é � é2Ó�Ê�È	½2Ê Ú ì.-'á � � ï � á
RUÌ2ÝèÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�ÇãÓÞë -�ï�Ó�Ó�Â�Å¤Â�À2Ê>È2Ê�À	Ý'¿�Ç2ÂOÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�Ù�Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�Ç�á

MZ× Ú ¿�Õ e �YÂ�Å2Ç	À	Ç	Æ	À¤¾�ÝÞÛQ¾�¿�½	Ç	Ò¤¾]È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾
n
é
eij

� ÛQ¾�¿�½	Ç	Ò¤¾'é	×«Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�ÙÞÀ¤¾©È2Ê�Ã�Ç	Ò	Ç	Ç
(i, j)Ú ¿�Ê�Ç	¿ãì�é'¾UÀ¤¾pÊ Ú ¿�¾�Ì2Õ�À	Á8ÖãÛ,Â Ú ¿�¾�Ö«À	×�Ì2Ç�á�P Ú Ì2Ç α ∈ R

é#¿�ÊpÆ2Â�½2Â�Ã
tij(α) = e+αeij

Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿ Ú Ý
Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À¤¾�ÝÞ¿�½¤¾�À Ú Ó�Â�Î	Ò	Ç	Ý�á¤MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û1é	Å�¾�Ì¤Â�Â�é tij(A) = {tij(α) : α ∈ A}.RUÌ2ÝãÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�Ç σ Æ2Â�½2Â�Ã E(σ)

Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿ Ú Ý�Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À¤¾�Ý Ú Â�¿�Â�Ó#¾�Ýxß�½	×�È	È¤¾82

E(σ) =
〈
tij(σij) : 1 6 i 6= j 6 n

〉
.

[QÌ¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À¤¾�Ý Ú Â�¿�Õ σ = (σij)
é
1 6 i 6= j 6 n

é	À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý � - 0 - �	$	����� - � é�Â Ú Ì2ÇãÅ	Ì2ÝãÀ2Â�Î�Ê�à
¿�Ê�½	Á8Öè¾�Å	Å2Ç	¿�Ç	Ó�À	Á8Ö«È2Ê�Å2ß�½	×�È	È

σii
Î�Ê�Ì2Õ�Ò¤¾

R
¿�¾�¼�Ì2Ç	Ò¤¾ � Ú Å2Ç¤¾�ß�Ê�À¤¾�Ì2Õ�Í � σ = (σij)

é
1 6 i, j 6 n,Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý � È2Ê�Ì2À2Ê�Ù � Ú Â�¿�Õ�Í©á6[QÌ¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À¤¾�Ý Ú Â�¿�Õ σ = (σij)

Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý '������ ����
 �"!���� � Ú Û1áíé�À¤¾�à
È	½	Ç2Û,Â�½�é�ëíì�ï � ¿�Ê�ß�Å�¾]Çã¿�Ê�Ì2Õ�Î�Ê>¿�Ê�ß�Å�¾'é2Î�Ê�ß�Å�¾

σijσjiσij ⊆ σij
Å	Ì2ÝèÌ2ÍZ¼�Á8Ö

i 6= j
á

aðë � ï'Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	ÁçÃ�¾�Û6Î	À	×�¿�ÁkÂ � Å¤Ê�È	× Ú ¿�Ç2Û6ÁkÂ � Ú Â�¿�Ç�á�RUÌ2ÝpÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�Ç σ ½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À	×�Í Ú Â�¿�Õ σ̄ = (σ̄ij)
é,Ç	À'Å2×�Ò	Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	×�Í ¿�½¤¾�À Ú Ó�Â�Î	Ò	Ç	Ý	Û6ÇnÇ	ÃxÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�ÙÔß�½	×�È'à
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E(σ)

á�_fÊ�Æ	À2Â�Â�é¤È2Ê Ú Û,Ê�¿�½	Ç2Û1é�Î'¾�Î	Ç2ÂUÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À	ÁkÂ©¿�½¤¾�À Ú Ó�Â�Î	Ò	Ç	Ç­È2Ê�Ý'Ó�Ç'Ì2Ç Ú Õ � Ú Ê�Å¤Â�½#ä©¾�¿ Ú Ý �
Ó
E(σ)

á¤eLÇ2Û,Â�À	À2Ê	é'Å	Ì2ÝèÌ2ÍZ¼�Á8Ö
i 6= j

È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

σ̄ij =
{
α ∈ R : tij(α) ∈ E(σ)

}
.

I`Æ2Â�Ó�Ç'Å2À2Ê	é�Æ	¿�Ê
σ̄ij

�Y¾�Å	Å2Ç	¿�Ç	Ó�À	ÁkÂKß�½	×�È	È	ÁnÇ«Ó Ú Ç'Ì2×>Ç	Ã�Ó�Â Ú ¿�À2Ê�ß�Ê!Î�Ê�Û,Û6×�¿�¾�¿�Ê�½	À2Ê�ß�Ê Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�à
À	Ç	Ý � Å	Ì2ÝãÈ2Ê�È¤¾�½	À2Ê>½¤¾�Ã�Ì2Ç	Æ	À	Á8Ö

i
é
r
é
j
�

[tir(α), trj(β)] = tij(αβ)
Û6ÁêÇ2Û,Â�Â�Û

σ̄irσ̄rj ⊆ σ̄ij
é2¾!È2Ê�¿�Ê�Û6×è¿�¾�¼�Ì2Ç	Ò¤¾

σ̄ = (σ̄ij)i6=j
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝxÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�Õ�Í©á

û
© ü�ý�þ�ÿ ¥�����������£'¢��ç¢ §��,��¨��������XNf¢ � ¢
1 £	���������Z�����������������K�p���� 2����� � ��~���������~������������ � �O������������� ^`�������������������>£'��~�~����]�]���� 	� � }Q£�� ^K}N ��� £ ��� �í��� � ¢ ���� 2��� � }�� �Q£ þ�þ�)�ý -5- ý�ü�ý�ý�þ - ��¢
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���
��	���	�����������¤[QÌ¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À	×�Í Ú Â�¿�Õ σ̄ Û6ÁðÀ¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�Û #&%.! ���0%���� �"! � ��� � σ á�P Ú Ì2Ç σ = σ̄

é
¿�Ê Ú Â�¿�Õ σ Û6ÁêÀ¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�Û #&%.!��0�
�
����� � Ç'Ì2Ç '����
� � � �	!���� � á

ó �S{�º6y,ô �4{#»SzS{4A¤D6�`�"�'�	���«� - 0 - �	$	��������� � �B������$B����"�$����4������� �'
��	�������"�x
����6�	$� B� - � 7

C
MZ× Ú ¿�Õ σ = (σij)

�bÅ¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ý	Â�ÛQ¾�Ý>Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À¤¾�Ý Ú Â�¿�Õ1� Ç Û6ÁÄÅ¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ç'Ì2Ç«Â�Â8Å2Ç¤¾�ß�Ê�À¤¾�Ì2Õ�Í
Å¤Ê1� È2Ê�Ì2À2Ê�Ù � Ú Â�¿�Ç � á#aÄÐ�¿�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂkÓ Ú Ç'Ì2× Ú Â�¿�Â�Ó�Ê�ß�Ê Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ý σirσrj ⊆ σij

� Ó�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	À2Ê�Â
Å	Ì2ÝãÓ Ú Â�Ö 1 6 i, r, j 6 n

� Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê«ÛQ¾�¿�½	Ç	Ò

M(σ) = {a = (aij) : aij ∈ σij, 1 6 i, j 6 n}
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝUÎ�Ê�Ì2Õ�Ò2Ê�Û1é Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é e+M(σ)

�ÔÈ2Ê�Ì2×�ß�½	×�È	È¤¾'é�ÓkÆ¤¾ Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç�é E(σ) ⊆ (e+M(σ))
é

¾OÈ2Ê�¿�Ê�Û6×]À	Ç	Î'¾�Î	Ç'Ö>À2Ê�Ó�Á8Ö>Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À	Á8Ö«¿�½¤¾�À Ú Ó�Â�Î	Ò	Ç	ÙèÓ E(σ)
¼�Á1¿�ÕpÀ2Â`Û,Ê�ä!Â�¿�2�Â Ú Ì2Ç α ∈ σij

é
¿�á2Â�á

tij(α) ∈ E(σ)
é2¿�Ê

tij(α) ∈ (e+M(σ)) ⇒ αeij ∈M(σ) ⇒ α ∈ σij ⇒ σ = σ
á
BcLÅ2½	×�ß�Ê�Ù Ú ¿�Ê�½2Ê�À	Á@Ómë � ï�È	½	Ç	Ó�Ê�Å2Ý'¿ Ú ÝmÈ	½	Ç2Û,Â�½	Á@Ã�¾�Û6Î	À	×�¿�Á8Ö Ú Â�¿�Â�Ù�é�Î�Ê�¿�Ê�½	ÁkÂ À2Â]Ý'Ó�Ì2Ý'ÍK¿�à

Ú ÝÄÅ¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ý	Â�Û6ÁkÛ6Ç�á1WZÀ	¿�Â�½2Â Ú ÎÄÅ¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ý	Â�Û6ÁkÛ Ú Â�¿�Ý	Û Ú Ê Ú ¿�Ê�Ç	¿ÜÓm¿�Ê�Û1éQÆ	¿�Ê4È2Ê4¿�¾�Î	Ç2Û Ú Â�¿�Ý	Û
Ú ¿�½2Ê�Ý'¿ Ú Ý Ú Â�¿�Â�Ó�ÁkÂUß�½	×�È	È	Á@ëíì�ï�á

MZ× Ú ¿�Õ α é β � È2Ê�Å2ß�½	×�È	È	Á ¾�Å	Å2Ç	¿�Ç	Ó�À2Ê�Ùnß�½	×�È	È	ÁæÎ�Ê�Ì2Õ�Ò¤¾
R
áSRUÌ2ÝÄÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�Ç τÓ�¿�Ê�½2Ê�ß�Ê>È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾

τ =

(
∗ α
β ∗

)

È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û
γ =

∑∞
k=1(αβ)

k.
N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2Û Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À	×�Írß�½	×�È	È	×

E(τ) = 〈t21(β), t12(α)〉.
q�Ê�ä]À2ÊUÈ2Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Õ2é�Æ	¿�ÊpÂ Ú Ì2Ç a ∈ E(τ )

é
a =

(
1 + a11 a12
a21 1 + a22

) é�¿�Ê
a11, a22 ∈ γ

é
a12 ∈ α+ αγ

é

a21 ∈ β + βγ.
MOÊ Ú Ì¤Â�Å2À2Â�ÂUÃ�¾�Û,Â�Æ¤¾�À	Ç2ÂUÇ	À'Å2×�Ò	Ç	½	×�Â�¿ Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ©Â�ÂZÈ2Ê Ú ¿�½2Ê�Â�À	Ç2Â�á

RUÌ2ÝèÌ2ÍZ¼�Á8Ö
i 6= j

È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

γij =

∞∑

m=1

(σjiσij)
m.

RUÌ2ÝãÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Ì2Õ�À	Á8Ö
i 6= j

È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û
Ωij = σij + σijγij .ó �S{�º6y,ô �4{#»SzS{ 4 ë -'éfÈ	½2Â�Å	Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç2Â -�ï D + � � �	�	���

Ω = (Ωij)
*
1 6 i 6= j 6 n,

�'
��	�������"�
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cÄÅ2½	×�ß�Ê�Ù Ú ¿�Ê�½2Ê�À	ÁËÓãë -�ï�Å	Ì2Ý«Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�ÇxÊ�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝèÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À¤¾�ÝãÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½'à
À¤¾�Ý Ú Â�¿�Õ2áQe Ç2Û,Â�À	À2Ê	éQMZ× Ú ¿�Õ σ = (σij)

� Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À¤¾�Ý Ú Â�¿�Õ�À¤¾�ÅòÎ�Ê�Ì2Õ�Ò2Ê�Û R
È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾

n
á

N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛnÀ¤¾�¼�Ê�½ ω = (ωij)
¾�Å	Å2Ç	¿�Ç	Ó�À	Á8ÖxÈ2Ê�Å2ß�½	×�È	È

ωij
Î�Ê�Ì2Õ�Ò¤¾

R
é	Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	À	Á8ÖxÅ	Ì2Ý«Ì2Í`à

¼�Á8Ö
i 6= j Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÛðÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û 2

ωij =
n∑

k=1

σikσkj,

ß�Å¤Â�é	Ê�Æ2Â�Ó�Ç'Å2À2Ê � ¿�¾�ÎãÎ'¾�Î
σ
�@Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À¤¾�Ý Ú Â�¿�Õ � é Ú ×'Û,Û6Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç2ÂU¼�Â�½2Â�¿ Ú ÝèÈ2Ê!Ó Ú Â�Û k é'Ê�¿�Ì2Ç	Æ'àÀ	ÁkÛðÊ�¿

i
Ç
j
á � Ú À2Ê	é	Æ	¿�Ê ωij ⊆ σij

é Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é2Å	Ì2ÝèÌ2ÍZ¼�Ê�Ùx¿�½2Ê�Ù	Î	ÇxÈ2Ê�È¤¾�½	À2Ê>½¤¾�Ã�Ì2Ç	Æ	À	Á8Ö
Æ	Ç Ú Â�Ì i é r é j, Û6ÁËÇ2Û,Â�Â�Û

ωirωrj ⊆ ωij.
_S¾�Î	Ç2ÛdÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û1éQÀ¤¾�¼�Ê�½

ω = (ωij)
¾�Å	Å2Ç	¿�Ç	Ó�À	Á8ÖðÈ2Ê�Å2ß�½	×�È	È

ωij
é
i 6= j,

Î�Ê�Ì2Õ�Ò¤¾
R
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý

Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�Õ�Í©é	Î�Ê�¿�Ê�½	×�ÍÉÛ6ÁêÀ¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�ÛðÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�Ù�Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�Õ�Í©á
ó �S{�º6y,ô �4{#»SzS{ 
 D'<]�	�>�	� � - �x��" - �	�	�«0 - 0���"�$ - "���
��	����$	/�� �	$#�f���2� - 


i
*
r
*
j
��0#"���
'�����	� �


�/ê
��	�	�©����$	�	�
ΩirΩrj ⊆ ωij , Ωirωrj ⊆ ωij, ωirΩrj ⊆ ωij.
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C
j�¾�Û,Â�¿�Ç2Û1é�Æ	¿�ÊkÓ�¿�Ê�½2Ê�ÂQÇp¿�½2Â�¿�Õ�ÂQÓ�Î'Ì2ÍKÆ2Â�À	Ç	ÝpÓ�Á1¿�Â�Î'¾�ÍK¿KÇ	Ã�È2Â�½	Ó�Ê�ß�ÊkÇp¿�Ê�ß�Ê	é�Æ	¿�Ê

ωrj ⊆ Ωrj
é

ωir ⊆ Ωir
á2MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×«Å¤Ê�Î'¾�ä!Â�ÛðÈ2Â�½	Ó�Ê�Â�á

MZ× Ú ¿�Õ i é r é j �YÈ2Ê�È¤¾�½	À2Ê>½¤¾�Ã�Ì2Ç	Æ	À	ÁkÂUÀ¤¾�¿�×�½¤¾�Ì2Õ�À	ÁkÂUÆ	Ç Ú Ì�¾'á¤j�¾�Û,Â�¿�Ç2ÛðÓ�À¤¾�Æ¤¾�Ì¤Â�é2Æ	¿�Ê

σir(σjrσrj)
s ⊆ σir, σrj(σirσri)

k ⊆ σrj.

MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×

(σir + σir(σirσri)
k)(σrj + σrj(σjrσrj)

s)

= σirσrj + σirσrj(σjrσrj)
s + (σirσrj)(σirσri)

k(σjrσrj)
s + (σirσrj)(σirσri)

k

= σirσrj + [σir(σrjσjr)
s]σrj + [σir(σrjσjr)

s][(σriσir)
kσrj] + σir[(σriσir)

kσrj]

⊆ σirσrj ⊆ ωij. �

XU¾�ÎxÀ2Â�¿�½	×�Å2À2Ê>Ó�Ç'Å¤Â�¿�Õ2é	Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À	×�Í Ú Â�¿�Õ Ω = (Ωij), 1 6 i 6= j 6 n,
Û,Ê�ä]À2Ê]Å¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ç	¿�Õ

Å¤Ê Ú Â�¿�ÇxÎ�Ê�Ì2Õ�Ò¤¾�Û6Ç
Ωii =

∑

k 6=i

ΩikΩki,

ß�Å¤Â Ú ×'Û,Û6Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç2Âp¼�Â�½2Â�¿ Ú ÝxÈ2Ê k = 1, 2, . . . , n
é
k 6= i

á¤j�¾�Û,Â�¿�Ç2Û1é2Æ	¿�Ê

Ωii =
n∑

k=1,
k 6=i

γik.

_S¾�Î�é	À¤¾�È	½	Ç2Û,Â�½�é
Ω11 = γ12 + γ13 + . . .+ γ1n.
���
��	���	������������c�Â�¿�Õ

Ω = (Ωij)
Û6ÁmÀ¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�Û � �����
	ké�¾ Ú�Ú Ê�Ò	Ç	Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À2Ê�Ù Ú Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù

ß�½	×�È	È2Ê�Ù
E(σ)

Å	Ì2ÝãÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À2Ê�Ù Ú Â�¿�Ç σ á
� Ú À2Ê	é	Æ	¿�Ê σ ⊆ Ω

á
��{#ô �S{��K÷BD 5 �����

Ω
�'
��	�������"�Þ$����2����$	� 
 ��� � � - 0 - �	$	����� - � � � �����
	 * � - �f��"	�]��� ��� � �B������$ �

����"�$� 	�d�������
σ
7

C
MZ× Ú ¿�Õ τ �dÅ¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ý	Â�ÛQ¾�Ý Ú Â�¿�Õ]Ç σ ⊆ τ

á	MOÊ�Î'¾�ä!Â�Û1é2Æ	¿�Ê
Ω ⊆ τ

á¤c�À¤¾�Æ¤¾�Ì�¾]È2Ê�Î'¾�ä!Â�Û1é¤Æ	¿�Ê
Å	Ì2Ý

i 6= j
é
Ωij ⊆ τij

á	VU¾�È2Ê�Û6À	Ç2Û1é2Æ	¿�Ê �
i 6= j

�

Ωij = σij + σij(σjiσij) + σij(σjiσij)
2 + . . .

WOÛ,Â�Â�Û
σij ⊆ τij

é�Å�¾�Ì¤Â�Â�é2Ó Ú Ç'Ì2× Å¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ý	Â�Û,Ê Ú ¿�Ç Ú Â�¿�Ç τ Û6ÁêÇ2Û,Â�Â�Û τijτjiτij ⊆ τij
é¤¾!È2Ê�¿�Ê�Û6×

σij(σjiσij) ⊆ τijτjiτij ⊆ τij,

Ç	ÃOÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å2À2Â�ß�Ê Ó�Î'Ì2ÍKÆ2Â�À	Ç	ÝxÛ6ÁêÇ2Û,Â�Â�Û

σij(σjiσij)
2 ⊆ τij(σjiσij) ⊆ τijτjiτij ⊆ τij.

Çn¿�¾�ÎnÅ�¾�Ì¤Â�Â�á1cQÌ¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é8Å	Ì2Ý
i 6= j

Û6Á Ç2Û,Â�Â�Û
Ωij ⊆ τij

á6R©¾�Ì¤Â�Â�é�Ó Ú Ç'Ì2×ð¿�Ê�ß�Ê	é�Æ	¿�Ê
Û6Á Ú ¿�¾�À'Å�¾�½	¿�À	ÁkÛhÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û � ¿�á6Â�áfÀ¤¾�Ç2Û,Â�À	Õ�å©Â�ÙçÅ2Ç¤¾�ß�Ê�À¤¾�Ì2Õ�Í©é6Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	À2Ê�ÙðÆ2Â�½2Â�ÃèÀ2Â�Å2Ç¤¾�ß�Ê�à
À¤¾�Ì2Õ�À	ÁkÂpÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�Á Ú Â�¿�Ç Ω

é	Î�Ê�¿�Ê�½	ÁkÂ�éBÎ'¾�Î­Û6ÁL×�ä!ÂUÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�Ì2Ç�é�À2Âp¼�Ê�Ì2Õ�å©Â Ú Ê�Ê�¿�Ó�Â�¿ Ú ¿�Ó�×�ÍKâ!Ç'Ö
Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�Ê�Ó Ú Â�¿�Ç τ � Å¤Ê�È2Ê�Ì2À	Ç'Ì2ÇÞÐ�Ì¤Â�Û,Â�À	¿�¾�½	À	×�Í Ú Â�¿�Õ Ω Å2Ç¤¾�ß�Ê�À¤¾�Ì2Õ�Í©é¤Û6ÁËÇ2Û,Â�Â�Û Ωii ⊆ τii

á
B
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qÞÁn½¤¾ Ú�Ú ÛQ¾�¿�½	Ç	Ó#¾�Â�ÛÄÀ2Â�Ê�½	Ç2Â�À	¿�Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	ÁkÂUß�½¤¾�ÑOÁÔ¼�Â�ÃZÈ2Â�¿�Â�Ì2Õ]Ç«Î	½¤¾�¿�À	Á8Ö«½2Â�¼�Â�½�á#RUÌ2Ý«Ó�Â�½'à
å!Ç	À	Á

a
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Γ
Æ2Â�½2Â�Ã

Γi(a)
Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2Û

i
à�Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Õ­Ó�Â�½	å!Ç	À	Á a

é�¿�áfÂ�á�È2Ê�Å2ß�½¤¾�Ñ>éfÇ	À'Å2×#à
Ò	Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	Á1Ù

Γ
À¤¾«Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Â]Ó Ú Â�Ö�Ó�Â�½	å!Ç	À�éBÀ¤¾�Ö#Ê�Å2Ý'â!Ç'Ö Ú Ý�À¤¾ ½¤¾ Ú�Ú ¿�Ê�Ý'À	Ç	Ç i Ê�¿ a áBMOÊ�Å2ß�½¤¾�Ñ

Γ(a) = Γ1(a)
À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý�Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Õ�ÍhÓ�Â�½	å!Ç	À	Á a

ÇÞÊ�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿ Ú Ý [a]
é¤Â Ú Ì2ÇÞß�½¤¾�Ñ Γ

ÑOÇ	Î'à
Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À�á¤MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û a⊥ = {a} ∪ [a]
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�òÀ¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú ÝÜÆ	Ç Ú Ì¤Ê�Ó�Â�½	å!Ç	ÀçÓ�Â�Â«Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç�á ��½¤¾�Ñ Γ

À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿�à
Ú Ý �������	��
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� ! � ����� ����� k éBÂ Ú Ì2Ç Ú ¿�Â�È2Â�À	ÕèÌ2ÍZ¼�Ê�Ù­Ó�Â�½	å!Ç	À	ÁÉÇ	Ã Γ ½¤¾�Ó�À¤¾ k á ��½¤¾�Ñ Γ

À¤¾�Ã�Ê�Ó�Â�Û
������� � ��� �������	��
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� ! � ��% �	%.! ��� �	%.! � (v, k, λ)

é	Â Ú Ì2ÇãÊ�À Ú Ê�Å¤Â�½#ä]Ç	¿ v Ó�Â�½	å!Ç	À�é�½2Â�ß�×�Ì2Ý'½2Â�À Ú ¿�Â�àÈ2Â�À	Ç
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é�Ç Î'¾�ä©Å¤Ê�ÂZÂ�ß�Êp½2Â�¼�½2ÊUÌ¤Â�ä]Ç	¿!Ó
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� ��% �	%.! ��� �	%.! � (v, k, λ, µ) é�Â Ú Ì2Ç Ê�À>½2Â�¼�Â�½	À2ÊU½2Â�ß�×�Ì2Ý'½2Â�À�, Ú Ê�Ê�¿�Ó�Â�¿ Ú ¿�Ó�×�ÍKâ!Ç2Û6Ç È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾�Û6Ç�éÇ
[a] ∩ [b] Ú Ê�Å¤Â�½#ä]Ç	¿ µ Ó�Â�½	å!Ç	ÀÄÅ	Ì2ÝÜÌ2ÍZ¼�Á8ÖÜÅ2Ó�×#ÖÜÓ�Â�½	å!Ç	À a é b éSÀ¤¾�Ö#Ê�Å2Ý'â!Ç'Ö Ú ÝðÀ¤¾­½¤¾ Ú�Ú ¿�Ê�Ý�àÀ	Ç	ÇÞñ©Ó

Γ
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À¤¾�Ö#Ê�Å2Ý'¿ Ú Ý�À¤¾ ½¤¾ Ú�Ú ¿�Ê�Ý'À	Ç	Ç i Ó Γ

é¤¿�Ê«Æ2Â�½2Â�Ã
bi(u,w)

� Æ2Â�½2Â�Ã
ci(u,w)

�
Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2ÛêÆ	Ç Ú Ì¤ÊãÓ�Â�½	å!Ç	À�ÓãÈ2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ç Γi+1(u)
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� Ú [w] á���½¤¾�Ñ Γ
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Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý '&� � � %��������&����� �������	��
�� �
� ! � ! % � � � ��� ! � � ��� � ��(8������� {b0, b1, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}
é

Â Ú Ì2Ç­Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ý bi(u,w) Ç ci(u,w) À2Â!Ã�¾�Ó�Ç Ú Ý'¿ãÊ�¿«Ó�Ák¼�Ê�½¤¾«Ó�Â�½	å!Ç	À u é w À¤¾>½¤¾ Ú�Ú ¿�Ê�Ý'À	Ç	Ç i Ó ΓÅ	Ì2Ý«Ì2ÍZ¼�Ê�ß�Ê
i = 0, . . . , d

á2MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û
ai = k − bi − ci

á
c�Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾pÇ	À	Ò	Ç'Å¤Â�À	¿�À2Ê Ú ¿�Ç Ú Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê�ÛÄ¿�Ê�Æ2Â�Î P ÇèÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê�ÛÄÈ	½#Ý	Û6Á8Ö L

À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý
α
à (	% � � ��(	����� � ��� ! ��� � � ��� ��� � 
�'��0% (s, t) é�Â Ú Ì2Ç]Î'¾�ä©Å�¾�Ý]È	½#Ý	ÛQ¾�Ý Ú Ê�Å¤Â�½#ä]Ç	¿p½2Ê�Ó�À2Ê s+1

¿�Ê�Æ	Î	×�é
Î'¾�ä©Å�¾�Ý!¿�Ê�Æ	Î'¾kÌ¤Â�ä]Ç	¿Z½2Ê�Ó�À2ÊKÀ¤¾

t+1
È	½#Ý	Û,Ê�Ù�é�Ì2ÍZ¼�ÁkÂQÅ2Ó�Â�¿�Ê�Æ	Î	Ç!Ì¤Â�ä©¾�¿ZÀ2Â8¼�Ê�Ì¤Â�Â�Æ2Â�Û�À¤¾`Ê�Å2À2Ê�Ù

È	½#Ý	Û,Ê�Ù�é¤ÇxÅ	Ì2ÝxÌ2ÍZ¼�Ê�ß�Ê«¾�À	¿�Ç2ÑZÌ�¾�ß�¾
(a, l) ∈ (P,L )

À¤¾�Ù'Å¤Â�¿ Ú Ý�¿�Ê�Æ	À2Ê α È	½#Ý	Û6Á8Ö�é¤È	½2Ê�Ö#Ê�Å2Ý'â!Ç'ÖÆ2Â�½2Â�Ã
a
Ç­È2Â�½2Â Ú Â�Î'¾�ÍKâ!Ç'Ö l � Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2Â pGα(s, t)

� á�a Ú Ì2×�Æ¤¾�Â α = 1
ß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Ý�À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿�à

Ú Ý���������	������
� ! (8��� � ����
 � � � ���0�����
� !ËÇ�Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿ Ú Ý GQ(s, t)
á�_fÊ�Æ2Â�Æ	À	Á1Ù�ß�½¤¾�Ñhß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Ç

Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝçÀ¤¾�Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Âè¿�Ê�Æ2Â�Î P ÇmÅ2Ó�Â«¿�Ê�Æ	Î	Ç Ú Û,Â�ä]À	ÁUé6Â Ú Ì2ÇÄÊ�À	ÇÜÌ¤Â�ä©¾�¿­À¤¾ÞÈ	½#Ý	Û,Ê�Ù�á
_fÊ�Æ2Â�Æ	À	Á1Ùèß�½¤¾�Ñêß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Ç

pGα(s, t)
Ú Ç'Ì2Õ�À2Êp½2Â�ß�×�Ì2Ý'½2Â�À Ú v = (s+1)(1+ st/α)

é
k = s(t+1)

é
λ = s − 1 + t(α − 1)

é
µ = α(t + 1)

á1c�Ç'Ì2Õ�À2Êm½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	Á1Ùnß�½¤¾�Ñ Ú ¿�¾�Î	Ç2Û6ÇÔÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾�Û6Ç
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Å	Ì2Ý>À2Â�Î�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö À¤¾�¿�×�½¤¾�Ì2Õ�À	Á8Ö Æ	Ç Ú Â�Ì α é s é t À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý�� � � �&'�� � ��� ! ��� � ��(8� � �0�	! � �	%���� !ÄÅ	Ì2Ý
pGα(s, t)

á
Rpäxá�XZ×�Ì¤Â�À©È	½2Â�Å	Ì¤Ê�ä]Ç'Ì Ã�¾�Å�¾�Æ	×!Ç	Ã�×�Æ2Â�À	Ç	Ý!Å2Ç Ú ¿�¾�À	Ò	Ç2Ê�À	À2ÊU½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	Á8Ö!ß�½¤¾�ÑUÊ�Ó2é�ÓZÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö

Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�ÇmÓ�Â�½	å!Ç	À � Ú Ç'Ì2Õ�À2Êè½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	ÁkÂ]ß�½¤¾�ÑOÁ Ú À2Â�ß�Ì�¾�Ó�À	ÁkÛ Ú Ê�¼ Ú ¿�Ó�Â�À	À	ÁkÛêÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2Â�Û
Û,Â�À	Õ�å©Â«Ì2Ç2¼�Ê­½¤¾�Ó�À	ÁkÛ

t
Å	Ì2ÝÜÅ�¾�À	À2Ê�ß�Ê­À¤¾�¿�×�½¤¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�Ê�Æ	Ç Ú Ì�¾ t á,j�¾�Û,Â�¿�Ç2Û1é,Æ	¿�Ê Ú Ç'Ì2Õ�À2Ê­½2Â�ß�×#àÌ2Ý'½	À	Á1Ùèß�½¤¾�Ñ Ú À2Â�Ò2Â�Ì2ÁkÛ Ú Ê�¼ Ú ¿�Ó�Â�À	À	ÁkÛçÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2Â�ÛçÝ'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý«ß�½¤¾�ÑUÊ�ÛÜÓ!È2Ê�Ì¤Ê�Ó�Ç	À	À2Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â�é

¾pÓ�È2Ê�Ì2À2ÂZ½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	Á1Ùãß�½¤¾�Ñ>é�Ó©Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�ÛðÊ�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�ÇxÓ�Â�½	å!Ç	À � Ú Ç'Ì2Õ�À2Ê©½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	ÁkÂZß�½¤¾�ÑOÁ
Ó>È2Ê�Ì¤Ê�Ó�Ç	À	À2Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â�é'Ì2Ç2¼�Ê]Ç2Û,Â�Â�¿>Å2Ç¤¾�Û,Â�¿�½�ñ'é'Ì2Ç2¼�Ê]Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ýxß�½¤¾�ÑUÊ�ÛÄ_8Ð�Ù'Ì¤Ê�½¤¾'á¤_S¾�Î	Ç2ÛòÊ�¼�à
½¤¾�Ã�Ê�Û1é�Ã�¾�Å�¾�Æ¤¾OXZ×�Ì¤Â�À¤¾ Ú Ó�Ê�Å2Ç	¿ Ú Ý>Î]Ê�È	Ç Ú ¾�À	Ç	ÍnÅ2Ç Ú ¿�¾�À	Ò	Ç2Ê�À	À2ÊU½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	Á8Ö]ß�½¤¾�ÑUÊ�Ó2é�ÓZÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö
Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�ÇãÓ�Â�½	å!Ç	À1� Ú Ç'Ì2Õ�À2Ê!½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	ÁkÂZß�½¤¾�ÑOÁ Ú À2Â�ß�Ì�¾�Ó�À	ÁkÛ Ú Ê�¼ Ú ¿�Ó�Â�À	À	ÁkÛçÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2Â�Û tÅ	Ì2Ý

t = 1, 2, . . .aØëíì�ï�Ã�¾�Ó�Â�½	å©Â�À2Ê]½2Â�å©Â�À	Ç2ÂZÃ�¾�Å�¾�Æ	ÇÞXZ×�Ì¤Â�À¤¾pÅ	Ì2Ý
t = 4

ÇèÈ Ú Â�Ó�Å¤Ê�ß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â Ú Î	Ç'Ö�Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê�à
Ú ¿�Â�Ù�Ó�Â�½	å!Ç	À�á�aË½¤¾�¼�Ê�¿�Âèë ñ�ïSÈ2Ê�Ì2×�Æ2Â�À¤¾ ½2Â�Å2×�Î	Ò	Ç	ÝÞÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç�XZ×�Ì¤Â�À¤¾]Å	Ì2Ý t = 5

Î Ú Ì2×�Æ¤¾�Í©é¤Î�Ê�ß�Å�¾
Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç�Ó�Â�½	å!Ç	À �YÇ Ú Î'Ì2ÍKÆ	Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂpß�½¤¾�ÑOÁUá

arÅ�¾�À	À2Ê�Ùæ½¤¾�¼�Ê�¿�ÂË½¤¾ Ú�Ú ÛQ¾�¿�½	Ç	Ó#¾�ÍK¿ Ú Ý Å2Ç Ú ¿�¾�À	Ò	Ç2Ê�À	À2Ê@½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	ÁkÂËß�½¤¾�ÑOÁUé]ÓÉÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö
Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�ÇÔÓ�Â�½	å!Ç	À+� Ç Ú Î'Ì2ÍKÆ	Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂ�È Ú Â�Ó�Å¤Ê�ß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â Ú Î	Ç2Â�ß�½¤¾�ÑOÁ Å	Ì2Ý

pGs−5(s, t)
á

a�Á8Å¤Â�Ì2Ç2Û Ú À¤¾�Æ¤¾�Ì�¾xÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½	Á (s, t)
é�Î�Ê�¿�Ê�½	ÁkÂ>Ç2Û,Â�Â�¿ÞÇ Ú Î'Ì2ÍKÆ	Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	Á1ÙÜÈ Ú Â�Ó�Å¤Ê�ß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â�à

Ú Î	Ç	Ù�ß�½¤¾�ÑhÅ	Ì2Ý pGs−5(s, t)
é¤Ó�Î'Ì�¾�Å2Á1Ó#¾�Â�Û6Á1Ù­Ó«Î'¾�Æ2Â Ú ¿�Ó�Â©Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç­Ó�Â�½	å!Ç	À	ÁbÓ>Å2Ç Ú ¿�¾�À	Ò	Ç'à

Ê�À	À2Ê]½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	Á1ÙÞß�½¤¾�Ñ>á
ó �S{�º6y,ô �4{#»SzS{2D �` 2�����

Γ !
�B���	�	�©���B�����	��$	/1� 0B����
�� -�� � - ������"����������	�	� � "�� � ���	�

pGs−5(s, t)
7�� ���	�

Γ

��	������/1
��������"�ã
©�	����������
'� - �#"f������$ - �����x
'��"�
!�	$	/Ô
O���B������$	�	� - $	$ - "f� �  �

�	��"�$	/1� � "�� � ������������"�� * � - �	� 
 � ��-
2
* � - � ��- 0���"���������"�/

(s, t)
�B���]���`
 - ��$ - ���2
K���B���2 	���!�
�

��0	�B��� - 
 �
(1) (6, 3), (6, 4), (6, 6), (6, 8), (6, 9), (6, 12), (6, 14), (6, 15), (6, 22), (6, 24), (6, 29), (6, 30),

(6, 36);

(2) (7, 1), (7, 4), (7, 6), (7, 8), (7, 9), (7, 14), (7, 15), (7, 18), (7, 22), (7, 24), (7, 29), (7, 34),
(7, 36), (7, 50), (7, 54);

(3) (8, 2), (8, 4), (8, 6), (8, 9), (8, 10), (8, 12), (8, 14), (8, 18), (8, 24), (8, 30), (8, 34),
(8, 39), (8, 42), (8, 54), (8, 66), (8, 74), (8, 84);

(4) (9, 12), (9, 24), (9, 44), (9, 48), (9, 84), (9, 144), (10, 4), (10, 16), (10, 24), (10, 27),
(10, 38), (10, 49), (10, 54), (10, 60), (10, 104), (10, 126), (10, 159), (10, 214)

7
��{#ô �S{��K÷bA¤D �` 2�����

Γ !

�0 - �	$B�U"f� �  ��	��"�$	/1� � "�� � ������������"�� * � - �	� 
 � ��-

2
* 
Þ� - � - " - �

- �#"f������$ - �����Ô
'��"�
!�	$
!
�B���	�	�©���B�����	��$	/Z�ã0B����
�� -�� � - ������"����������	�B� � "�� � /Y���	�

pGs−5(s, t)
7

� ���	�4������������"
Γ
� - �	� 
 �

3
* � - �	� � -

s = 6
�
t ∈ {3, 4, 6, 8, 9} * �	� � - s = 7

�
t = 1

7�� ���	�
�>�K������������"

Γ
"���
'��$

3
* � - �	� � -

s = 10
�
Γ !

� "�� � + � �	� - "�� * �	� � - 
�/10 - �	$	�������"� - ��$ - �2

���B���2 	���!�
�  B��
'��"	�p�f��$	�	� �

(1) s = 9, t = 12
�
118 6 µ 6 162;

(2) 6 6 s 6 8
7

��{#ô �S{��K÷ 4 D �` 2�����
Γ !


�0 - �	$B�8"f� �  ��	��"�$	/1� � "�� � ������������"��
3
* 
©� - � - " - � - �#"f������$ - �����


'��"�
!�	$
!
0B����
�� -�� � - ������"����������	�B� � "�� � /­���	�

GQ(6, t)
*
t ∈ {3, 4, 6, 9, 12, 14, 15, 22, 24, 29, 30,

36} 7S+�-�� ���©
'��"�$ ->- ��$ - �2
` B��
'��"	�p�f��$	�	� �
(1) t = 3

*
µ ∈ {6, 7, 9, 12, 14, 18, 19, 21, 24, 27, 28, 36, 38, 42, 54, 57, 63, 76, 84};

(2) t = 4
*
µ ∈ {6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 24, 28, 30, 36, 40, 42, 48, 50, 56, 60, 70,

72, 80, 84, 90, 100, 112, 120, 126, 140};
(3) t = 6

*
µ ∈ {18, 24, 28, 36, 42, 54, 56, 72, 74, 50, 84, 108, 126, 148, 168};

(4) t = 8
*
µ ∈ {32, 36, 42, 48, 54, 56, 72, 84, 96, 98, 112, 126, 144, 168, 196, 224, 252};



�,����
!�#"f��$	�	�x0B����
�� -�� � - ������"����������	�
� � "�� �U- 
p���	�
pGs−5(s, t)

�0/

(5) t = 9
*
µ ∈ {36, 42, 44, 45, 54, 55, 60, 63, 66, 70, 77, 81, 84, 90, 99, 105, 108,

110, 126, 132, 140, 154, 162, 165, 189, 198, 210, 220, 231, 252, 264, 270, 297, 308, 315};
(6) t = 12

*
µ ∈ {72, 84, 108, 112, 126, 144, 146, 168, 216, 252, 292, 336, 378};

(7) t = 14
*
µ ∈ {72, 84, 90, 102, 118, 120, 126, 136, 140, 168, 170, 180, 196, 204,

210, 238, 252, 280, 294, 306, 360, 392, 408, 420, 476, 490};
(8) t = 15

*
µ ∈ {78, 84, 90, 91, 98, 105, 108, 117, 126, 130, 140, 135, 147, 156,

180, 182, 189, 195, 196, 210, 234, 245, 252, 260, 270, 273, 294, 315, 351, 364, 378,
420, 441, 455, 490, 510, };

(9) t = 22
*
µ ∈ {132, 152, 154, 168, 196, 198, 224, 252, 264, 266, 294, 308, 342,

392, 396, 418, 456, 462, 504, 528, 588, 616, 684};
(10) t = 24

*
µ ∈ {144, 160, 168, 174, 180, 210, 216, 232, 224, 240, 252, 270, 280,

288, 290, 336, 348, 360, 378, 406, 420, 432, 464, 480, 504, 522, 540, 560, 580, 630,
672, 696, 720, 756, 812, 840};

(11) t = 29
*
µ ∈ {180, 203, 210, 225, 252, 261, 290, 300, 315, 348, 350, 406, 420,

435, 450, 522, 525, 580, 609, 630, 700, 725, 812, 870, 1015};
(12) t = 30

*
µ ∈ {210, 216, 252, 270, 280, 360, 362, 420, 504, 540, 630, 724, 840};

(13) t = 36
*
µ ∈ {248, 252, 294, 324, 336, 372, 378, 392, 432, 434, 496, 504, 558,

588, 648, 672, 744, 756, 784, 868, 882, 1008, 1116, 1134} 7
�Oy,{�ºQõ�ö'|¤zS{2D��` 2�����

Γ !
���B������$	�	� - $	$ - "f� �  ��	��"�$	/1� � "�� � ������������"��

d > 3
* 
«� - � - " - �

- �#"f������$ - �����Ô
'��"�
!�	$
!
�B���	�	�©���B�����	��$	/Z�ã0B����
�� -�� � - ������"����������	�B� � "�� � /d���	�

pGs−5(s, t)
7

+�-�� ���©
'��"�$ ->- ��$ - �2
` B��
'��"	�p�f��$	�	� �
(1) s = 10

�
Γ !

� "�� � + � �	� - "����
(2) s = 7

�	� � -
t = 1

�
Γ !

� - �	���	��$ -
T (9)

� � "�� � �Ø���������	
 - � 0B��"f����������$	�	�
{36, 21, 10, 3; 1, 6, 15, 28} � 0 - � - 
��	$	$	/1�

9
� �� � �U�	� � -

t = 18
�
Γ !

� "�� � �>���������	
 - �b0B��"f� �
��������$	�	� {512, 378, 1; 1, 189, 512} �

(3) s = 6
�ç�	� � -

t = 4
�
Γ !

� "�� � �]���������	
 - �Ø0B��"f����������$	�	� {175, 144, 22; 1, 24, 154}�	�	� {175, 144, 1; 1, 12, 175} * �	� � - t = 8
�

Γ !
� "�� � � ���������	
 - � 0B��"f����������$	�	�

{343, 288, 1; 1, 96, 343} 7RUÌ2ÝèÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó#¾ Ú Ì¤Â�Å Ú ¿�Ó�Ç	ÝxÈ2Ê�Ì¤Â�Ã�Â�À Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç	Ùx½2Â�Ã�×�Ì2Õ�¿�¾�¿�á
�Þ{����K÷mA ë � é#¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾©ñ 	�ï D �` 2�����

Γ !
���B������$	�	� - $	$ - "f� �  ��	��"�$	/1� � "�� � ������������"��

d > 3�ê������0B��$	�
k > 2

7 � ���	�
k2 6 3k/2 (

"���
�$ - ���	�	��$ -
c2 > 2b1/3)

* � - 
�/10 - �	$	�������"� - ��$ - �2

���B���2 	���!�
�  B��
'��"	�p�f��$	�	� �

(1) d = 3
�
Γ !

��
� �� - �	��$	/1� � "�� � �	�	� � "�� � + � �	� - "����
(2) Γ !

� "�� � <]� - $B� - $��
J(7, 3)

�	�	�
4
� �� � 7

4 D,¹�
Sô	y,»S{ �S{ ��9�y 	 �S»��]{èy,ô¤ø�÷�y 7¤»Sô 
Sõ�{#|'ºQô
pGs−5(s, t)

� � �S÷ ���

�Þ{����K÷ 4 D �` 2�����
Γ !

0B����
�� -�� � - ������"����������	�	� � "�� � ���	�
pGs−5(s, t), ∆ !

"f� �  ��	��"�$	/1�
0 - � � "�� � ������0B��$	�

(s−5)(t+1)
$��

w

'��"�
!�	$���� 7B+�-�� ���O
�/10 - �	$	�
�p���"�x���B���2 	���!�B�, B��
'��"	�p�f� �

$	�	� �
(1) v(st− 5t+ s− 10)/(st+ s− 5) 6 w 6 (s− 4)v/(s+ 1)

* �����	� - ��$ - �2
 � ���
�«$B������" -�� �
�
$B��"���
'��$B����
O0#"f��
�"����>�������"�©
1"���
'��$B����
 -�* � - �	� � ���p
'��"�
!�	$��k�2


Γ−∆
�������]$��O�

5(t+1)w/(v−
w)

'��"�
!�	$����6�Þ�2


∆
�

(2)
�����	�

Xi !
�6$ - �>������
 - 
'��"�
!�	$ò�2


Γ − ∆,
�������]$	/��ê� - ��$ - �

i

'��"�
!�	$����6�ò�2


∆,
xi = |Xi|,

� -
(2st+ 2s+ t− 4)2w · x0 6 (v −w)(v − x0)(t+ 6)2;

(3)
�����	�

w = x0
* � -

2(st+ t+ s+ 1)x0 6 v(t+ 6)
7

C
a�Ó�Ç'Å2×­ë � ïfÓ�Â�½	À	ÁêÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ −(t+ 1) 6 (s− 5)(t+ 1)− 5(t+ 1)w/(v − w) 6 5

á



� � �� B��$ - 
���� 7 = 7 *�� ���'$B��
�� 7 � 7
I`¿ Ú Í8Å�¾ v(st − 5t + s − 10)/(st + s − 5) 6 w 6 (s − 4)v/(s + 1)

á6P Ú Ì2ÇðÊ�Å2À2Ê­Ç	ÃèÐ�¿�Ç'Ö
À2Â Ú ¿�½2Ê�ß�Ç'Ö�À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�ÓxÈ	½2Â�Ó�½¤¾�â]¾�Â�¿ Ú Ý�Óã½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê	é�¿�ÊèÓ�Ó�Ç'Å2×Üë � ï,Ì2ÍZ¼�¾�Ý­Ó�Â�½	å!Ç	À¤¾«Ç	Ã Γ − ∆Ú Û,Â�ä]À¤¾]¿�Ê�Æ	À2Ê Ú 5(t+ 1)w/(v −w)

Ó�Â�½	å!Ç	À¤¾�Û6ÇxÇ	Ã
∆
á

MOÊKÈ	½2Â�Å	Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Í � á � áíì�Ç	ÃZë -�ï'Ç2Û,Â�Â�Û
w ·x0 6 (v−w)(v−x0)(t+6)2/(2s(t+1)−5+(t+1))2

á
MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×

(2st+ 2s+ t− 4)2w · x0 6 (v − w)(v − x0)(t+ 6)2
á

P Ú Ì2Ç w = x0
é	¿�Ê

(2st+ 2s+ t− 4)x0 6 (v − x0)(t+ 6)
é	È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×

(2st+ 2s+ 2t+ 2)x0 6

v(t+ 6)
á
B

�Þ{����K÷ 
 D � ���	�x������������"
Γ
� - �	� 
 �

3
* � - �	� � -

s = 6
�
t ∈ {3, 4, 6, 8, 9} * �	� � - s = 7

�
t = 1

7
C
MZ× Ú ¿�Õ Γ Ú Ê�Å¤Â�½#ä]Ç	¿çß�Â�Ê�Å¤Â�Ã�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç	Ù � à È	×�¿�Õ

u
é
w
é
x
é
y
é
z
áQ_fÊ�ß�Å�¾4Ó4ß�½¤¾�ÑUÂ

[x]
Û,Â�ä©Å2×

[u] ∩ [x]
Ç
[x]∩ [z]

À2Â�¿]½2Â�¼�Â�½ãÇèÓ�Ó�Ç'Å2×>Ì¤Â�Û,Û6ÁbñpÇ2Û,Â�Â�Û
v(st− 5t+ s− 10)/(st+ s− 5) 6 w 6

v(t+ 6)/(2st+2s+ 2t+2)
á	MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×

2(st+ s+ t+ 1)(st− 5t+ s− 10) 6 (st+ s− 5)(t+ 6)
á

a Ú Ì2×�Æ¤¾�Â s = 6
Ç2Û,Â�Â�Û

14(t+1)(t−4) 6 (6t+1)(t+6)
é�È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×

t 6 9
á�a�Ó�Ç'Å2×OÈ	½2Â�Å	Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Ý

t ∈ {3, 4, 6, 8, 9} áa Ú Ì2×�Æ¤¾�Â s = 7
Ç2Û,Â�Â�Û

16(t + 1)(2t − 3) 6 (7t + 2)(t + 6)
éQÈ2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×

t 6 3
á�_S¾�ÎnÎ'¾�Î

È Ú Â�Ó�Å¤Ê�ß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â Ú Î	Ç	Ù ß�½¤¾�ÑðÅ	Ì2Ý pG3(7, 3)
À2Â�Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý!Ç Ú Î'Ì2ÍKÆ	Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÛ­ß�½¤¾�ÑUÊ�Û1é�¿�Ê t = 1

á
a Ú Ì2×�Æ¤¾�Â s = 8

Ç2Û,Â�Â�Û
16(t+ 1)4t 6 4(2t − 1)(t+ 5)

Ç
t = 1

é	È	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç2Â�á
B

�Þ{����K÷mG�D � ���	�è������������"
Γ
"���
'��$

3
* � - �	� � -

s = 10
�
Γ !

� "�� � + � �	� - "�� * �	� � -
s = 9

*
t = 12

�
118 6 µ 6 162

* �	� � -
6 6 s 6 8

7
C
P Ú Ì2Ç s = 10

é	¿�Ê
Γ
�Yß�½¤¾�Ñh_8Ð�Ù'Ì¤Ê�½¤¾'á

MZ× Ú ¿�Õ s = 9
á�_fÊ�ß�Å�¾

k = v′ = (s+1)(1+st/(s−5)) = 5(9t+4)/2
é
λ = k ′ = s(t+1) = 9(t+1)

é
b1 = 6st/(s − 5) = 27t/2

Ç
t
Å¤Â�Ì2Ç	¿ Ú ÝòÀ¤¾ � á�a�Ó�Ç'Å2×ÜÌ¤Â�Û,Û6Á ñ�Ç2Û,Â�Â�Û

(19t + 14)2µ · x0 6

(5(9t + 4)/2 − µ)(5(9t+ 4)/2 − x0)(t+ 6)2
á

P Ú Ì2Ç t = 24
é#¿�Ê

k = v′ = 550
é
λ = k′ = 225

é
b1 = 324

é
238 6 µ 6 324

Ç
4 · 238 · 2422 ·x0 6

4 · 2422µ · x0 6 212(550 − x0)30
2 é	È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6× x0 = 1

é	È	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç2Â�á
j�À¤¾�Æ	Ç	¿�é

t = 12
é
k = v′ = 280

é
λ = k′ = 117

é
b1 = 162

é
118 6 µ 6 162

Ç
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

280 · 162 áTUÂ�Û,ÛQ¾ � é2¾!Ó�Û,Â Ú ¿�Â Ú À2Â�ÙxÇã¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾xìKÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À	ÁUá
B


 D6¹�
Sô	y,»S{ �S{ ��9�y 	 �S»��]{èy,ô¤ø�÷�y 7¤»Sô 
Sõ�{#|'ºQô
GQ(6, t)

� � �S÷ ���
a Ì¤Â�Û,ÛQ¾�Ö -�î �ðÈ	½2Â�Å2È2Ê�Ì�¾�ß�¾�Â�¿ Ú Ý�éUÆ	¿�Ê Γ

� Ó�È2Ê�Ì2À2ÂÜ½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	Á1ÙØß�½¤¾�Ñ Ú È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾�Û6Ç
(v, k, λ, µ)

Å2Ç¤¾�Û,Â�¿�½¤¾'é�¼�Ê�Ì2Õ�å©Â�ß�Ê
2
é�ÓZÎ�Ê�¿�Ê�½2Ê�Û4Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç>Ó�Â�½	å!Ç	À �bÈ Ú Â�Ó�Å¤Ê�ß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â Ú Î	Ç2Â

ß�½¤¾�ÑOÁêÅ	Ì2Ý
GQ(6, t) Ú È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾�Û6Ç (42t + 7, 6t + 6, 5, t + 1)

ÇÞÀ2Â�ß�Ì�¾�Ó�À	ÁkÛ6Ç Ú Ê�¼ Ú ¿�Ó�Â�À	À	ÁkÛ6Ç
Ã�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ý	Û6Ç

5,−(t+1)
á�j�¾�Û,Â�¿�Ç2Û1é�Æ	¿�ÊZÎ'¾�ä©Å2Á1Ù

µ
à È2Ê�Å2ß�½¤¾�ÑË½2Â�ß�×�Ì2Ý'½2Â�À Ú ¿�Â�È2Â�À	Ç t+1

é�È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×
Ó Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂZÆ2Â�¿�À2Ê�ß�Ê t È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½ µ Æ2Â�¿�Â�À�á

�Þ{����K÷m?BD �` 2�����
u
*
w !


'��"�
!�	$	/Ô�2

Γ
�
d(u,w) = 2

7�+�-�� ���p
�/10 - �	$	�
�p���"�����B���2 	���!�B�
 B��
'��"	�p�f��$	�	� �

(1) 7(t− 4) 6 µ 6 36t
�
µ
�f���	�B�

7 · 36t(6t+ 1)
�

(2)
�����	�

Xi !
�6$ - �>������
 - 
'��"�
!�	$!�2


[w]−[u]
* �������]$	/�� � - ��$ - �

i

'��"�
!�	$����6�©�2


[u]∩[w] *
xi = |Xi|

* � -
(13t + 8)2µ · x0 6 (42t+ 7− µ)(42t+ 7− x0)(t+ 6)2

�

(3)
�����	�

x0 = µ
* � -

µ 6 (t+ 6)(6t + 1)/(2t + 2)
7

C
a�Ó�Ç'Å2×«Ì¤Â�Û,Û6Á@ìZÓ�Â�½	À	ÁLÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ 7(t− 4) 6 µ 6 36t

Ç
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

7 · 36t(6t + 1)
á

WOÛ,Â�Â�Û
(13t+8)2µ ·x0 6 (42t+7−µ)(42t+7−x0)(t+6)2

á�P Ú Ì2Ç x0 = µ
é�¿�Ê

(13t+8)µ 6

(42t + 7− µ)(t+ 6)
é	È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×

µ 6 (t+ 6)(6t+ 1)/(2t + 2)
á
B

�Þ{����K÷ÜH�D � ���	�
t = 3

* � - 
'��"�$	/É���B���2 	���!�B�8 B��
'��"	�p�f��$	�	� �
(1) µ ∈ {6, 7, 9, 12, 14, 18, 19, 21, 24, 27, 28, 36, 38, 42, 54, 57, 63, 76, 84} �

(2)
�����	�«������������"

Γ
� - �	� 
 �

3
* � -

µ 6 21
7



�,����
!�#"f��$	�	�x0B����
�� -�� � - ������"����������	�
� � "�� �U- 
p���	�
pGs−5(s, t)

� �

C
a Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂOÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (133, 24, 5, 4)

È2Ê!Ì¤Â�Û,Û,Â � Ç2Û,Â�Â�Û
4 < µ < 108

á¤_S¾�ÎxÎ'¾�Î
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

28 · 27 · 19 é	¿�Ê µ ∈ {6, 7, 9, 12, 14, 18, 19, 21, 24, 27, 28, 36, 38, 42, 54, 57, 63, 76, 84} áP Ú Ì2ÇÜÅ2Ç¤¾�Û,Â�¿�½ Γ
¼�Ê�Ì2Õ�å©Â��'éf¿�Ê�Ó�Ó�Ç'Å2×m×�¿�Ó�Â�½#ä©Å¤Â�À	Ç	Ý ��� � Ì¤Â�Û,Û6Á -xÇ2Û,Â�Â�Û

µ 6 9 · 19/8 éÈ2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×
µ 6 21

á
B

e`À¤¾�Ì¤Ê�ß�Ç	Æ	À2Ê]Å¤Ê�Î'¾�Ã�Á1Ó#¾�ÍK¿ Ú Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÂKÅ2Ó�ÂZÌ¤Â�Û,Û6ÁUá
�Þ{����K÷çC�D 5 0#"���
'�����	�	
�/h���B���2 	���!�B�1 B��
'��"	�p�f��$	�	� �
(1)

�����	�
t = 4

* � -
µ ∈ {6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 24, 28, 30, 36, 40, 42, 48, 50, 56, 60, 70, 72,

80, 84, 90, 100, 112, 120, 126, 140} * 
è���� ��#��� d(Γ) > 3
�2�������

µ 6 25
�

(2)
�����	�

t = 6
* � -

µ ∈ {18, 24, 28, 36, 42, 54, 56, 72, 74, 50, 84, 108, 126, 148, 168} * 
x���� ��#���
d(Γ) > 3

�2�������
µ 6 31

7
�Þ{����K÷q��D 5 0#"���
'�����	�	
�/h���B���2 	���!�B�1 B��
'��"	�p�f��$	�	� �
(1)

�����	�
t = 8

* � -
µ ∈ {32, 36, 42, 48, 54, 56, 72, 84, 96, 98, 112, 126, 144, 168, 196, 224, 252} *
è���� ��#���

d(Γ) > 3
�2�������

µ = 32, 36
�

(2)
�����	�

t = 9
* � -

µ ∈ {36, 42, 44, 45, 54, 55, 60, 63, 66, 70, 77, 81, 84, 90, 99, 105,
108, 110, 126, 132, 140, 154, 162, 165, 189, 198, 210, 220, 231, 252, 264, 270, 297, 308, 315} * 
è���� ��#���

d(Γ) > 3
�2�������

µ = 36
7

�Þ{����K÷mE�D �` 2�����
t > 12

7f+�-�� ���U������������"
Γ
"���
'��$

3
�ã
'��"�$	/É���B���2 	���!�B�8 B��
'��"	�p�f��$	�	� �

(1)
�����	�

t = 12
* � -

µ ∈ {72, 84, 108, 112, 126, 144, 146, 168, 216, 252, 292, 336, 378} �

(2)
�����	�

t = 14
* � -

µ ∈ {72, 84, 90, 102, 118, 120, 126, 136, 140, 168, 170, 180, 196, 204, 210,
238, 252, 280, 294, 306, 360, 392, 408, 420, 476, 490} �

(3)
�����	�

t = 15
* � -

µ ∈ {78, 84, 90, 91, 98, 105, 108, 117, 126, 130, 140, 135, 147, 156, 180, 182,
189, 195, 196, 210, 234, 245, 252, 260, 270, 273, 294, 315, 351, 364, 378, 420, 441, 455, 490, 510};

(4)
�����	�

t = 22
* � -

µ ∈ {132, 152, 154, 168, 196, 198, 224, 252, 264, 266, 294, 308, 342, 392,
396, 418, 456, 462, 504, 528, 588, 616, 684} �

(5)
�����	�

t = 24
* � -

µ ∈ {144, 160, 168, 174, 180, 210, 216, 232, 224, 240, 252, 270, 280, 288,
290, 336, 348, 360, 378, 406, 420, 432, 464, 480, 504, 522, 540, 560, 580, 630, 672, 696, 720, 756, 812,
840} �

(6)
�����	�

t = 29
* � -

µ ∈ {180, 203, 210, 225, 252, 261, 290, 300, 315, 348, 350, 406, 420, 435,
450, 522, 525, 580, 609, 630, 700, 725, 812, 870, 1015} �

(7)
�����	�

t = 30
* � -

µ ∈ {210, 216, 252, 270, 280, 360, 362, 420, 504, 540, 630, 724, 840} �

(8)
�����	�

t = 36
* � -

µ ∈ {248, 252, 294, 324, 336, 372, 378, 392, 432, 434, 496, 504, 558, 588,
648, 672, 744, 756, 784, 868, 882, 1008, 1116, 1134} 7

C
P Ú Ì2Ç t > 12

é6¿�Ê�À¤¾�½	×�å]¾�Â�¿ Ú ÝçÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê 7(t − 4) 6 µ 6 (t + 6)(6t + 1)/(2t + 2)
é

È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×«Å2Ç¤¾�Û,Â�¿�½
Γ
½¤¾�Ó�Â�À

3
á

a Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂUÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (511, 78, 5, 13)
Ç2Û,Â�Â�Û

56 < µ < 432
áB_S¾�Î�Î'¾�Î

µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

84 · 36 · 73 é¿�Ê
µ ∈ {72, 84, 108, 112, 126, 144, 146, 168, 216, 252, 292, 336, 378} áa Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂkÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (595, 90, 5, 15) Ç2Û,Â�Â�Û 70 < µ < 504

á#_S¾�Î>Î'¾�Î
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

98 ·36 ·85 é#¿�Ê
µ ∈ {72, 84, 90, 102, 118, 120, 126, 136, 140, 168, 170, 180, 196, 204, 210, 238, 252, 280, 294, 306,
360, 392, 408, 420, 476, 490} áa Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂèÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (637, 96, 5, 16)

Ç2Û,Â�Â�Û
77 < µ < 540

áQ_S¾�ÎÄÎ'¾�Î
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

42 · 90 ·
91
é�¿�Ê

µ ∈ {78, 84, 90, 91, 98, 105, 108, 117, 126, 130, 140, 135, 147, 156, 180, 182, 189, 195, 196,
210, 234, 245, 252, 260, 270, 273, 294, 315, 351, 364, 378, 420, 441, 455, 490, 510} áa Ú Ì2×�Æ¤¾�Â�È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (931, 138, 5, 23) Ç2Û,Â�Â�Û 126 < µ < 792

á�_S¾�Î©Î'¾�Î
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

931·792 é�¿�Ê
µ ∈ {132, 152, 154, 168, 196, 198, 224, 252, 264, 266, 294, 308, 342, 392, 396, 418, 456, 462, 504,
528, 588, 616, 684} á



� 	 �� B��$ - 
���� 7 = 7 *�� ���'$B��
�� 7 � 7
a Ú Ì2×�Æ¤¾�Â8È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (1015, 150, 5, 25) Ç2Û,Â�Â�Û 140 < µ < 864

á�_S¾�Î>Î'¾�Î
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

1015 ·864 é¿�Ê
µ ∈ {144, 160, 168, 174, 180, 210, 216, 232, 224, 240, 252, 270, 280, 288, 290, 336, 348, 360,

378, 406, 420, 432, 464, 480, 504, 522, 540, 560, 580, 630, 672, 696, 720, 756, 812, 840} áa Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂÄÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (1225, 180, 5, 30)
Ç2Û,Â�Â�Û

175 < µ < 1044
áp_S¾�ÎhÎ'¾�Î

µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

1225 · 1044 é�¿�Ê µ ∈ {180, 203, 210, 225, 252, 261, 290, 300, 315, 348, 350, 406, 420, 435, 450, 522,
525, 580, 609, 630, 700, 725, 812, 870, 1015} áa Ú Ì2×�Æ¤¾�Â!È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (1267, 186, 5, 31)

Ç2Û,Â�Â�Û
182 < µ < 1080

á�_S¾�Î­Î'¾�Î
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

1267 ·
1080

é2¿�Ê
µ ∈ {210, 216, 252, 270, 280, 360, 362, 420, 504, 540, 630, 724, 840} áa Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂÄÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½2Ê�Ó (1519, 252, 5, 37)

Ç2Û,Â�Â�Û
224 < µ < 1296

áp_S¾�ÎhÎ'¾�Î
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

1519 · 1296 é�¿�Ê µ ∈ {248, 252, 294, 324, 336, 372, 378, 392, 432, 434, 496, 504, 558, 588, 648, 672,
744, 756, 784, 868, 882, 1008, 1116, 1134} áTUÂ�Û,ÛQ¾��!Çã¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾ ñpÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À	ÁUá

B


 D��­zSõ�ö�÷	»��SzSô¤»S»Sô �S{ ��9�y 	 �S»��]{èy,ô¤ø�÷�y 7¤»Sô 
Sõ�{#|'ºQô
pGs−5(s, t)

� � �S÷ ���
aÜÐ�¿�Ê�Û­È¤¾�½¤¾�ß�½¤¾�ÑUÂ1È	½2Â�Å2È2Ê�Ì�¾�ß�¾�Â�¿ Ú Ý�é#Æ	¿�Ê Γ �LÅ2Ç Ú ¿�¾�À	Ò	Ç2Ê�À	À2Êp½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	Á1Ù>ß�½¤¾�ÑnÅ2Ç¤¾�Û,Â�¿�½¤¾

d > 3
é�Ó«Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�ÛËÊ�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç�Ó�Â�½	å!Ç	À;�æÈ Ú Â�Ó�Å¤Ê�ß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â Ú Î	Ç2Â>Ç Ú Î'Ì2ÍKÆ	Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂ©ß�½¤¾�ÑOÁ

Å	Ì2Ý
pGs−5(s, t)

á'MZ× Ú ¿�Õ θ0 > θ1 > · · · > θd
� Ú Ê�¼ Ú ¿�Ó�Â�À	À	ÁkÂZÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ýèß�½¤¾�Ñp¾ Γ á'j�¾�ÑOÇ	Î Ú Ç	½	×�Â�ÛÓ�Â�½	å!Ç	À	×

u ∈ Γ
ÇÔÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

ki = |Γi(u)|
ákP Ú Ì2Ç s = 6

é8¿�ÊçÈ2ÊËë �'é8¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾ � á � á ��ïpÓ�Â�½	À	Á
À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ −(t + 1) > b− = −1 − b1/(θ1 + 1)

Ç
5 6 b+ = −1 − b1/(θd + 1)

á�_S¾�ÎòÎ'¾�Î
b1 = 36

é6¿�Ê
θd > −6t − 1

Ç
θ1 6 35

á,a�Ó�Ç'Å2×mß�½¤¾�À	Ç	Ò	Áæ_fÂ�½	Ó�Ç'Ì	Ì2Ç	ß�Â�½¤¾ðë � é Ú Ì¤Â�Å Ú ¿�Ó�Ç2Â -'á ñ'á ñ�ï
Ç2Û,Â�Â�Û

d 6 (k + cd)/(a1 + 2)
é	È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×

d 6 14(6t + 1)/(6t + 8)
á

�Þ{����K÷ðA���D � ���	�
d > 4

* � - 
'��"�$ ->- ��$ - �2
` B��
'��"	�p�f��$	�	� �
(1) s = 6

*
t = 4

�
Γ !

� "�� � �`���������	
 - �ð0B��"f����������$	�	� {175, 144, 40, 1; 1, 10, 144, 175} �

(2) s = 7
*
t = 1

�
Γ !

0 - � - 
��	$	$	/1�
9
� �� � 7

C
MZ× Ú ¿�ÕpÅ2Ç¤¾�Û,Â�¿�½ Γ

¼�Ê�Ì2Õ�å©Â
3
Ç
u
é
w
é
x
é
y
é
z
�@ß�Â�Ê�Å¤Â�Ã�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç	ÙãÈ	×�¿�Õ!Ó Γ á#a Ú Ì2×�Æ¤¾�Â s = 7È2ÊãÌ¤Â�Û,Û,Â �èÇ2Û,Â�Â�Û

t = 1
Ç
32µ 6 36 · 7 é�È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6× µ = 6

Ç
µ
à È2Ê�Å2ß�½¤¾�ÑOÁ@Ó

Γ
� Ê�Î	¿�¾�Ð�Å2½	ÁUá

R©¾�Ì¤Â�Â�é¤Å	Ì2ÝxÓ�Â�½	å!Ç	À	Á
u ∈ Γ

ß�½¤¾�Ñ
∆ = [u]

� ¿�½2Â�×�ß�Ê�Ì2Õ�À	Á1Ù­ß�½¤¾�Ñ
T (9)

á�aËÐ�¿�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â Γ �
È2Ê�Ì¤Ê�Ó�Ç	À	À	Á1Ù

9
à Î	×'¼	á

P Ú Ì2Ç s = 6
é'¿�Ê©È2Ê!Ì¤Â�Û,Û,ÂUñ!Ç2Û,Â�Â�Û

t ∈ {3, 4, 6, 8, 9} Ç µ 6 (t+ 6)(6t+ 1)/(2t+ 2)
á#R©¾�Ì¤Â�Â�é

7(t − 4) 6 µ
ÇxÓ Ú Ì2×�Æ¤¾�Â t = 9

Ç2Û,Â�Â�Û
35 6 µ 6 41

á¤_S¾�ÎÞÎ'¾�Î
µ
Å¤Â�Ì2Ç	¿

7(6t + 1)36t
é¤¿�Ê]Ó>Ð�¿�Ê�Û

Ú Ì2×�Æ¤¾�Â µ = 36
é
k2 = 63 · 55 á�MOÊUÌ¤Â�Û,Û,ÂOñUÇ2Û,Â�Â�Û 125236b2 6 (385− 36)(385− b2)15

2 é#È2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×
b2 6 47

áScËÅ2½	×�ß�Ê�Ù Ú ¿�Ê�½2Ê�À	ÁUé c3 > 3µ/2 = 54
éBÈ2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×

d = 4
áfcLÈ2Ê�Û,Ê�â!Õ�ÍdÎ�Ê�Û6È	Õ�ÍK¿�Â�½	À	Á8Ö

Ó�Á1Æ	Ç Ú Ì¤Â�À	Ç	ÙÞÈ2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1é2Æ	¿�Ê©Ó>Ð�¿�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂZÅ¤Ê�È	× Ú ¿�Ç2Û6Á8ÖxÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�Ó È2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	ÙÞÀ2Â�¿�á
MOÊãë � é�Ì¤Â�Û,ÛQ¾ �'á ñ'áíì�ï Ú ½2Â�Å2À	Ý'Ý Ú ¿�Â�È2Â�À	Õ>ß�½¤¾�Ñp¾pÀ2ÂZÈ	½2Â�Ó�Ê Ú Ö#Ê�Å2Ç	¿«Â�ß�Ê©À¤¾�Ç2¼�Ê�Ì2Õ�å©Â�ß�Ê Ú Ê�¼ Ú ¿�Ó�Â�À'à

À2Ê�ß�ÊÞÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ý�éfÈ	½	Ç	Æ2Â�ÛL½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�ÊxÅ¤Ê Ú ¿�Ç	ß�¾�Â�¿ Ú Ýç¿�Ê�Ì2Õ�Î�ÊÞÓ Ú Ì2×�Æ¤¾�Â>½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À2Ê�ß�ÊÞß�½¤¾�Ñp¾'áfMOÊ�à
Ð�¿�Ê�Û6×ËÛ6Á Ç	â©Â�Û å]¾�½êÀ¤¾�Ç2Û,Â�À	Õ�å©Â�ß�Êò½¤¾�Å2Ç	× Ú ¾ r é8ÓðÎ�Ê�¿�Ê�½2Ê�Û Ú ½2Â�Å2À	Ý'Ý Ú ¿�Â�È2Â�À	ÕòÀ2Â4Û,Â�À	Õ�å©Â
−b1/(η2 + 1) − 1

é,ß�Å¤Â
η1 > η2

� À2Â�ß�Ì�¾�Ó�À	ÁkÂ Ú Ê�¼ Ú ¿�Ó�Â�À	À	ÁkÂÞÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	ÝòÊ�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�ÇnÓ�Â�½	å!Ç'à
À	ÁUá�c�Ê�ß�Ì�¾ Ú À2Ênë � é6¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾ � á � á ��ï`Ó4ß�½¤¾�ÑUÂ

Γ
À2ÂxÛ,Ê�ä!Â�¿Ü¼�Á1¿�Õ�Å2Ó�×#ÖÄÇ	Ã�Ê�Ì2Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	Á8Öðå]¾�½2Ê�Ó

½¤¾�Å2Ç	× Ú ¾ r é'Ã�À¤¾�Æ	Ç	¿�é d 6 2r + 1
á

MOÊU× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	ÍêÊ�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç«Ó�Â�½	å!Ç	À Ó Γ Ú Ç'Ì2Õ�À2ÊU½2Â�ß�×�Ì2Ý'½	À	Á Ú È¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½¤¾�Û6Ç (42t+7, 6t+6,
5, t + 1)

ák_fÊ�ß�Å�¾
b1 = 36t

é
η1 = 5, η2 = −(t + 1)

á1P Ú Ì2Ç d > 4
é8¿�Ê

k̄ = k − b2k2/v2 <
−b1/(η2+1)−1 = 35

é�È	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç2Â�á�j�À¤¾�Æ	Ç	¿�é
d 6 4

á�c�È2Ê�Û,Ê�â!Õ�ÍçÎ�Ê�Û6È	Õ�ÍK¿�Â�½	À	Á8ÖpÓ�Á1Æ	Ç Ú Ì¤Â�À	Ç	Ù
È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1é	Æ	¿�Ê

t = 4
Ç
Γ
Ç2Û,Â�Â�¿ ÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó È2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ù {175, 144, 40, 1; 1, 10, 144, 175} á B

����� �
����������� ��½¤¾�Ñp¾ Ú ÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�ÛØÈ2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ù {175, 144, 40, 1; 1, 10, 144, 175} À2Â Ú ×�â©Â�àÚ ¿�Ó�×�Â�¿�á

C
��½¤¾�Ñ Ú ÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�ÛËÈ2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ù {175, 144, 40, 1; 1, 10, 144, 175} Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý AT4(5, 5, 5) àß�½¤¾�ÑUÊ�ÛÄÇ Ú Ê�ß�Ì�¾ Ú À2ÊÞë /�ïfÀ2Â Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿�á

B



�,����
!�#"f��$	�	�x0B����
�� -�� � - ������"����������	�
� � "�� �U- 
p���	�
pGs−5(s, t)

� ì

�Þ{����K÷ðA¤A¤D � ���	�
d = 3

�
s > 7,

� -
s = 7, t = 18

�
Γ !

� "�� � �K���������	
 - �ò0B��"f����������$	�	�
{512, 378, 1; 1, 189, 512} 7

C
MZ× Ú ¿�Õ]Å2Ç¤¾�Û,Â�¿�½ Γ

½¤¾�Ó�Â�À
3
á

P Ú Ì2Ç s = 9
éB¿�ÊèÈ2ÊèÌ¤Â�Û,Û,Â � Ç2Û,Â�Â�Û

t = 12
é
k = 280

é
b1 = 162

Ç
118 6 µ 6 162

á�a�Ó�Ç'Å2×
Ì¤Â�Û,Û6Á@ìOÈ2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

µ 6 108
é	È	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç2Â�á

P Ú Ì2Ç s = 8
é�¿�Ê

t = 2, 4, 6, 9, 10, 12, 14, 18, 24, 30, 34, 39, 42, 54, 66, 74, 84
ÇmÓ�Ó�Ç'Å2×­Ì¤Â�Û,Û6Á

ñxÇ2Û,Â�Â�Û
k(3t − 2)/(8t + 3) 6 µ 6 4k/9

éSß�Å¤Â
k = 3(8t + 3)

á6_S¾�ÎçÎ'¾�Î
b1 = 22t + 1

éS¿�ÊÞÈ2Ê
Ì¤Â�Û,Û,Â�ì«Ç2Û,Â�Â�Û

µ < (44t + 2)/3
á�chÈ2Ê�Û,Ê�â!Õ�ÍæÎ�Ê�Û6È	Õ�ÍK¿�Â�½	À	Á8ÖÄÓ�Á1Æ	Ç Ú Ì¤Â�À	Ç	ÙòÈ2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1é6Æ	¿�Ê

Ó]Ð�¿�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂZÅ¤Ê�È	× Ú ¿�Ç2Û6Á8ÖÞÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�Ó È2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	ÙÞÀ2Â�¿�á
P Ú Ì2Ç s = 7

é�¿�Ê
t = 1, 4, 6, 8, 9, 14, 15, 18, 22, 24, 29, 34, 36, 50, 54

Ç�Ó�Ó�Ç'Å2×ãÌ¤Â�Û,Û6ÁÉñ>Ç2Û,Â�Â�Û
k(2t − 3)/(7t + 2) 6 µ 6 3k/8

éQß�Å¤Â
k = 4(7t + 2)

á�_S¾�ÎòÎ'¾�Î
b1 = 27t + 1

é,¿�Ê4È2Ê­Ì¤Â�Û,Û,Â
ì>Ç2Û,Â�Â�Û

µ < (54t + 2)/3
áQcÉÈ2Ê�Û,Ê�â!Õ�Í Î�Ê�Û6È	Õ�ÍK¿�Â�½	À	Á8ÖÜÓ�Á1Æ	Ç Ú Ì¤Â�À	Ç	ÙÄÈ2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1éfÆ	¿�ÊÞÓÞÐ�¿�Ê�Û

Ú Ì2×�Æ¤¾�Â t = 18
Ç
Γ
�Yß�½¤¾�Ñ Ú ÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�ÛðÈ2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ù {512, 378, 1; 1, 189, 512} á B

�Þ{����K÷ËA 4 D � ���	�
d = 3

�
s = 6

* � - �	� � -
t = 4

�
Γ !

� "�� � �p���������	
 - �Ë0B��"f����������$	�	�
{175, 144, 22; 1, 24, 154} �	�	� {175, 144, 1; 1, 12, 175} * �	� � - t = 8

�
Γ !

� "�� � �ã���������	
 - �
0B��"f����������$	�	� {343, 288, 1; 1, 96, 343} 7

C
MZ× Ú ¿�Õ]Å2Ç¤¾�Û,Â�¿�½ Γ

½¤¾�Ó�Â�À
3
Ç
s = 6

á
P Ú Ì2Ç t = 3

é�¿�ÊmÓ�Ó�Ç'Å2×ðÌ¤Â�Û,Û6Á ìÞÇn¿�Â�Ê�½2Â�Û6Á ñ4Ç2Û,Â�Â�Û
6 6 µ 6 63

á8a Ì2ÍZ¼�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â
Å¤Ê�È	× Ú ¿�Ç2Û6Á8ÖÞÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�Ó>È2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ù�À2Â�¿�á

P Ú Ì2Ç t = 4
é#¿�ÊpÓ�Ó�Ç'Å2×]Ì¤Â�Û,Û6ÁØì`Ç«¿�Â�Ê�½2Â�Û6ÁêñOÇ2Û,Â�Â�Û

6 6 µ 6 90
á	cÄÈ2Ê�Û,Ê�â!Õ�ÍêÎ�Ê�Û6È	Õ�ÍK¿�Â�½'à

À	Á8Ö«Ó�Á1Æ	Ç Ú Ì¤Â�À	Ç	ÙÞÈ2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1é'Æ	¿�Ê Γ �dß�½¤¾�Ñ Ú ÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�ÛÄÈ2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ù {175, 144, 22; 1, 24, 154}Ç'Ì2Ç {175, 144, 1; 1, 12, 175} áP Ú Ì2Ç t = 6
éS¿�Ê�Ó�Ó�Ç'Å2×mÌ¤Â�Û,Û6Á ì«Çç¿�Â�Ê�½2Â�Û6Á ñÞÇ2Û,Â�Â�Û

18 6 µ 6 126
á,ahÌ2ÍZ¼�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â

Å¤Ê�È	× Ú ¿�Ç2Û6Á8ÖÞÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�Ó>È2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ù�À2Â�¿�á
P Ú Ì2Ç t = 8

é�¿�Ê1Ó�Ó�Ç'Å2×KÌ¤Â�Û,Û6Áòì,ÇU¿�Â�Ê�½2Â�Û6Áçñ8Ç2Û,Â�Â�Û
32 6 µ 6 168

á�c�È2Ê�Û,Ê�â!Õ�ÍçÎ�Ê�Û6È	Õ�ÍK¿�Â�½'à
À	Á8ÖèÓ�Á1Æ	Ç Ú Ì¤Â�À	Ç	ÙÞÈ2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1é2Æ	¿�Ê Γ �Yß�½¤¾�Ñ Ú ÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�ÛðÈ2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	Ù {343, 288, 1; 1, 96, 343} áa Ú Ì2×�Æ¤¾�Â t > 8

Å¤Ê�È	× Ú ¿�Ç2Û6Á8ÖmÛQ¾ Ú�Ú Ç	Ó�Ê�Ó�È2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	ÙÜÀ2Â�¿�á�TUÂ�Û,ÛQ¾4ì�ñèÇ Ú Ì¤Â�Å Ú ¿�Ó�Ç2Â Ç	Ã��fì
Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À	ÁUá

B

�ÞzSö'{ �S÷	ö	9 �S÷
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ü�ý�þ�) ¢ �1ªf¢ ÿ5$ ¢- ¢	S��}��
c�+� �,��+�� � ������> �,��� 0 *Ã1Ä=@# û &�� (+&.Ë�< 6 =�(PË@(Ä=@3 È *cÉ 0 1 È a1

- ( c2 =�1 6 &�=@*Ã1 È = 6 9�1 È &Î%�= 6 &.# û Ç ���[A�¢K& - 8 5 ¢�Ì È & - (,Ç�§�"&)(�¢�>Q¢ � ü�ý�þ�ü ¢ ��C -�6 ¢ þ�þ! ¢ �ED'¢ )�<�ÿ!',)5)5) ¢
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) ¢	X��N�"�	�D���B����Q � �%+ �8��OP����T � ��+��E�"3H& û 1,(Ä= - 9cË@(Ä=@3 È * � û.- <�(+*,&®# - 1+&.* ��¢ � È 1,1+3�_ ����ÉTÉTÉ,¢ É 0 ##¢ 1+<7&�¢ # 6 �I=@& 5 ��¢
ÿ ¢	X��N�"�	�D�������}Q � ��G���!%�+�:���"]7� �3@�����OX���c�������8� 0 *Ã1Ä=@# û &�� (+&.Ë�< 6 =�(TË@(Ä=@3 È *�¢ � J &)( 6 0 #X&)1 û _��"3�( 0 #7Ë�&)( ��CP&)( 6 =@Ë�§ þ! 5$5 ¢
" ¢
������� T�� L5��� ��S��}��
c�+� �,�g& 6 =@*,* 0 %�û =�1 0 - # - 9T1 È &E9¾=@8 0 6 Ç AT4(qs, q, q) - 94=@#21 0 3 -"Å = 6 1 0 Ë È 1�Ë@(Ä=@3 È * ����A�¢>& - 8 5 ¢Ì È & - (,Ç�¢ � ü�ý�þ�þ ¢ ��C -�6 ¢ þ�þ!$ §�& - ¢ �ED'¢ $%<�ü='($#)�ü ¢

acbEd@b�e@f�g�h�i)b�j'g7k"l�d�t�
Xn:o.p+q"d�l"f�r�s't'u�v.w
� �L� �	�	|7�Zx�ycz ��� � ��� ��{��L�	|����
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S����� � ����������§
 ��Y��	��G���4'�0� 
:
HR 4�/ �%� 2=
HR 1 �%� ��� �.G=
�1�1
£ �,ª�ª�}! �§ - ÿ�ü�ý�ü5) §�N¤��������������������§�����¢�NB��������������§ <�ÿ�	��8I= 0 6 _
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 x�yc{����H{�{�|�z�#
}6��~����������� ¤������ ¤���������K�Z 2��������������`S�:�­£ ��� §
� 4����:�'G	
�� /:��� 4�/ �%� 2=
HR 1 G5���3��/:��� 1�1
£ �,ª�ª�}! �§ ÿ�ü�ý5 5 �ý §3?2������������������� � §�����¢�ªf¢��,������������~�����¨�§ þ�ÿ�	��8I= 0 6 _2�7���8�8�����2�"�)�'�Î�¾�"�2���:���@�

¦���£�¦�­�µ	«�¡�­�µ ¡�°V¹�µ	¦�¢�§ ¡���¦�¡�ª¬¦�£�©X«�´ ��©X��¹�¥�µ °[¡�©
pGs−5(s, t)

��kgY0`>["ÁRWÕ� á ± áíé ª_W�o�Sg`�À'ÁÂ� á � á
A�¢%� -2-�6 &.# 3 - *,& Å 1 È &�3�( -�576 &.8 - 9P*Ã1+< Å Ç 0 #7Ë Å�0 *Ã1Ä=@# û &�� (+&.Ë�< 6 =�(®Ë@(Ä=@3 È * 0 #�É È70 ûÄÈ #7& 0 Ë È"5H- ( È7-2-"Å * - 9P%'&)(,1 0 û &.* =�(+&*Ã1,( - #7Ë 6 Ç (+&.Ë�< 6 =�(IË@(Ä=@3 È *�É 0 1 È 1 È &�*,& û.- # Å & 0 Ë�&.#"%�= 6 <7&

6 t
9 - (I= Ë 0 %'&.#Z3 - * 0 1 0 %'& 0 #21+&.Ë�&)( t

¢�Ì È70 *E3�( -�576 &.8 0 *(+& Å < û & Å 1 - 1 È & Å &.* û ( 0 3�1 0 - # - 9 Å�0 *Ã1Ä=@# û &�� (+&.Ë�< 6 =�(�Ë@(Ä=@3 È * 0 # É È70 ûÄÈ #7& 0 Ë È"5H- ( È7-2-"Å * - 9�%'&)(,1 0 û &.*X=�(+&�*Ã1,( - #7Ë 6 Ç(+&.Ë�< 6 =�(�Ë@(Ä=@3 È *XÉ 0 1 È # - #���3�( 0 # û.0 3�= 6 & 0 Ë�&.#"%�= 6 <7& t
9 - ( t = 1, 2, . . .

!$#Â1 È & =�(,1 0 û.6 & 5 ÇÂ>Q¢��8¢%&[<�1+# - %�= =@# Å>Q¢�>Q¢�1�=@Ê È #7&.% ���cÍ"1+&.#7* 0 - #7* - 9�37*,&.< Å�- Ë�& - 8�&)1,( 0 û = 6 Ë@(Ä=@3 È *:9 - ( pGs−4(s, t)
��1 È &�� -2-�6 &.#X3�( -�576 &.8 ÉT=@*Î* -�6 %'& Å9 - ( t = 4

=@# Å 9 - (]37*,&.< Å�- Ë�& - 8�&)1,( 0 û = 6 #7& 0 Ë È"5H- ( È7-2-"Å * - 9�%'&)(,1 0 û &.*�¢�!$#I1 È & =�(,1 0 û.6 & - 9c>Q¢�>Q¢31�=@Ê È #7&.% �c�21,( - #7Ë 6 Ç(+&.Ë�< 6 =�(cË@(Ä=@3 È *�É 0 1 È # - #73�( 0 # û.0 3�= 6 & 0 Ë�&.#"%�= 6 <7& ) =@# Å®0 1+*	&)Í"1+&.#7* 0 - #7* �]1 È &�� -2-�6 &.#�3�( -�576 &.8 9 - ( t = 5
ÉT=@*	(+& Å < û & Å1 - 1 È & û =@*,&�É È &)(+&®1 È &�#7& 0 Ë È"5H- ( È7-2-"Å * - 9�%'&)(,1 0 û &.* =�(+&�&)Í û &.3�1 0 - #�= 6 Ë@(Ä=@3 È *�¢�!$#�1 È70 *43�=@3H&)( 0 #21+&)(+*,& û 1 0 - # =�(,(Ä=.Ç�*9 - ( Å�0 *Ã1Ä=@# û &�� (+&.Ë�< 6 =�(]Ë@(Ä=@3 È *:É È7- *,& 6 -�û = 6 *,< 5 Ë@(Ä=@3 È *T=�(+&[&)Í û &.3�1 0 - #�= 6 37*,&.< Å�- Ë�& - 8�&)1,( 0 û Ë@(Ä=@3 È *:9 - ( pGs−5(s, t)=�(+&®9 - <7# Å ¢

Ñ�Ò"ÓÕÔ�Ö�×@Ø�Ù�¸ Å�0 *Ã1Ä=@# û &�� (+&.Ë�< 6 =�([Ë@(Ä=@3 È §737*,&.< Å�- Ë�& - 8�&)1,( 0 û Ë@(Ä=@3 È §7& 0 Ë�&.#"%�= 6 <7& - 9cË@(Ä=@3 È ¢
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N�����~�������¦Q��¨]~�������¡�������¨��������4�������6�f��������������������~����������O�����p~ �������� 2��~����p�O~����������� x��������� OQ����¡�� �
 6��������¢

®`¯	°k±'²�³�´8²Þµ�¯	¶�³�·#¸���������~�§��������� ¤����¡������]����~�������������������¡�����~���¡�§������ OQ����¡��*�  6��������§¤~��� 2 	� NB���������
�6��~�~�������§��f�����������k��������¦Q������� � �`~ ����� � ��¢
^OÂ�Ì2ÕkÀ¤¾ Ú ¿�Ê�Ý'â©Â�Ù!½¤¾�¼�Ê�¿�Á �ÔÀ¤¾�Ù	¿�Çp× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý Ú Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê Ú ¿�Ç!Ó Ú ½2Â�Å2À2Â�Ûx½#Ý�Å¤Ê�ÓO\p×�½	Õ�Â6� �KÎ�Ê�¼�Ç�á

MZ× Ú ¿�Õ

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑

ν=1

aν cos νx+ bν sin νx (1)

�LÑUÊ�½2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�Â�½¤¾�Ã�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç2Â8À2Â�Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�Ù>ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
f ∈ Lr

2π

é {Sn(f ;x)} �êÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�ÕÆ¤¾ Ú ¿�Ç	Æ	À	Á8Ö Ú ×'Û,ÛÄ½#Ý�Å�¾ ��ì � é ‖f‖r �YÀ2Ê�½2ÛQ¾]ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
f ∈ Lr

2π,

‖f‖r =
( π∫

−π

|f(x)|r dx
) 1

r

<∞, 1 6 r <∞.

��Ê�Ó�Ê�½#Ý'¿�é¤Æ	¿�Ê]½#Ý�Å ��ì � Ú Ö#Ê�Å2Ç	¿ Ú ÝÞÓ Ú ½2Â�Å2À2Â�Û)� Ú È2Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì¤Â�Û r � é	Â Ú Ì2Ç

lim
n→∞

‖f − Sn(f)‖r = 0. (2)

qÜá	N,Ç Ú�Ú ëíì � ï�Å	Ì2ÝxÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù f ∈ Lr
2π

È	½	Ç
1 < r <∞ × Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ç'Ì�À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê

‖Sn(f)‖r 6 Cr‖f‖r, n = 0, 1, . . . ,

ÓÞÎ�Ê�¿�Ê�½2Ê�Û
Cr

Ã�¾�Ó�Ç Ú Ç	¿�¿�Ê�Ì2Õ�Î�Ê­Ê�¿ r. [�¿�Ê�¿­Ñp¾�Î	¿ÞÐ�Î	Ó�Ç	Ó#¾�Ì¤Â�À	¿�Â�ÀÄ¿�Ê�Û6×�éfÆ	¿�ÊÞÈ	½	Ç 1 < r < ∞Ç2Û,Â�Â�¿ Û,Â Ú ¿�Ê � ñ � é	¿�á2Â�á'¿�½	Ç	ß�Ê�À2Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â Ú Î'¾�Ý Ú Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾>Ê�¼�½¤¾�Ã�×�Â�¿«¼�¾�Ã�Ç Ú Ó Lr
2π.j�¾�¿�Â�Û g@¾�×�Å¤Â�½�é]MZÐ�Ì2Ç�é©XU¾�¿�Ê�À ÇYiKÇ'Ì	Ì¤Â�é©XOÊ�¼�Â�½dÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�Ì2Ç�é]Æ	¿�ÊbÝ'Ó�Ì2Ý'ÍK¿ Ú Ý ¼�¾�Ã�Ç Ú ¾�Û6Ç

Ó
Lr(0, 1) Ú Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾4iO¾�¾�½¤¾Äë ñ�ñ�ïKÈ	½	Ç 1 6 r < ∞ Ç Ú Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾�tQÊ�Ì2å]¾ðëíì � ïKÈ	½	Ç 1 < r < ∞,¾`Ó
Lr(−∞,∞), 1 < r <∞,

� Ú Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾KÈ	½2Â�Ê�¼�½¤¾�Ã�Ê�Ó#¾�À	Ç	Ùx\p×�½	Õ�Â1Û6À2Ê�ß�Ê�Æ'Ì¤Â�À2Ê�ÓUTp¾�ß�Â�½	½¤¾]ë � é -�ï�á
aê½¤¾�¼�Ê�¿�Â«ëíì���ï ��áBe!á�\!Ê�Û6Ç	À�×�Î'¾�Ã�¾�Ì�Î�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�À	ÁkÂ!× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý�é�È	½	Ç�Î�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö�Ç2Û,Â�Â�¿ãÛ,Â�à

Ú ¿�Ê � ñ � È	½	Ç r = 1.t6Å2Ç	Ó�Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÛmÑp¾�Î	¿�Ê�Û­È2Ê Ú Ì¤Â8Ð�¿�Ê�ß�ÊUÊ�Î'¾�Ã�¾�Ì Ú Ý>½2Â�Ã�×�Ì2Õ�¿�¾�¿ ��á�MOÊ�Ì	Ì�¾�½�Å�¾>ëíì�ñ'é	ì���ï¤ÊK¿�Ê�Û1é�Æ	¿�Ê
Ú Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾©Û6À2Ê�ß�Ê�Æ'Ì¤Â�À2Ê�Ó>TUÂ�ä©¾�À'Å2½¤¾ Lr(−1, 1)

Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ýã¼�¾�Ã�Ç Ú Ê�ÛçÈ	½	Ç 4
3 < r < 4

ÇèÀ2ÂKÝ'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý
¼�¾�Ã�Ç Ú Ê�Û1é�Î�Ê�ß�Å�¾ r ∈ [1, 43) ∪ (4,∞).

aLÅ�¾�Ì2Õ�À2Â�Ù	å©Â�ÛÔRpäxá�VOÂ�Ù2ÛQ¾�ÀmÇ�tká�N,×�Å2Ç	Àòë ��ï�È2Ê�Î'¾�Ã�¾�Ì2Ç�é
Æ	¿�Ê]È	½	Ç

r = 4
3

Ç
r = 4 Ú Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾>Û6À2Ê�ß�Ê�Æ'Ì¤Â�À2Ê�Ó TUÂ�ä©¾�À'Å2½¤¾>¿�¾�Î	ä!ÂUÀ2ÂZÝ'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝÞ¼�¾�Ã�Ç Ú Ê�ÛÄÓ Lr.

û
© ü�ý�þ�ÿ },����� � �� 2�����f¢�¥��`¢
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aZá	M]á	q�Ê�¿�Ê�½	À	Á1Ùmë ��ï�×�Î'¾�Ã�¾�Ìx× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	ÝãÀ¤¾©ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í f

é�È	½	ÇãÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8ÖãÇ2Û,Â�Â�¿>Û,Â Ú ¿�Ê � ñ � È	½	Ç
Ó Ú Â�Ö r ∈ [1, 43 )

⋃
(4,∞),

¿�á�Â�áBÓ Ú Ì2×�Æ¤¾�Ý�Ö�éBÎ�Ê�ß�Å�¾ãÛ6À2Ê�ß�Ê�Æ'Ì¤Â�À	Á@TUÂ�ä©¾�À'Å2½¤¾ãÀ2Â©Ê�¼�½¤¾�Ã�×�ÍK¿Þ¼�¾�Ã�Ç Ú
Ó
Lr(−1, 1)

¿�¾�Î�éSÆ	¿�Ê�È2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�ÕmÎ�Ê�À Ú ¿�¾�À	¿4TUÂ�¼�Â�ß�¾ Ú ×'Û,Ûh\p×�½	Õ�Â � TUÂ�ä©¾�À'Å2½¤¾�À2Â
Ê�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À¤¾'á8MZ½	Ç	Æ2Â�Û@È2Ê�½#Ý�Å2Î	ÇÔÈ	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	Ç	ÙÔÆ¤¾ Ú ¿�À	ÁkÛ6Ç Ú ×'Û,ÛQ¾�Û6ÇòÓ Lr(1 < r 6

4
3)
Ú Ê�Ó�à

È¤¾�Å�¾�ÍK¿ Ú À¤¾�Ç'Ì2×�Æ	å!Ç2Û6Ç­À¤¾ Î'Ì�¾ Ú�Ú ¾�Ö­ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù Ú Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2ÊèÖ#Ê�½2Ê�å!Ç2Û6Ç�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì2Õ�À2Ê�à
½¤¾�Ã�À2Ê Ú ¿�À	ÁkÛ6Ç Ú Ó�Ê�Ù Ú ¿�Ó#¾�Û6Ç�á

aZá�qÜá#J1¾�Å2Î�Ê�Óãëíì�ïBÇ Ú�Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�ÌãÈ2Ê�½#Ý�Å2Î	ÇèÈ	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	Ç	Ù Ú ×'Û,ÛQ¾�Û6Çx\p×�½	Õ�Â �hTUÂ�ä©¾�À'Å2½¤¾!È	½	Ç
× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ç�é2Æ	¿�Ê f ∈ Hm+α

r

é
r ∈

[
1, 43
]⋃

[4,∞),
¿�á2Â�á

( 1∫

−1

∣∣∣f (m)(x+ h)− f (m)(x)
∣∣∣
r
dx

) 1
r

6 C · hα, 0 < α 6 1,

ÇxÇ	Ã�×�Æ	Ç'ÌxÈ2Ê�½#Ý�Å¤Ê�ÎÞ½2Ê Ú ¿�¾>Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À	Á8ÖãÎ�Ê�À Ú ¿�¾�À	¿«TUÂ�¼�Â�ß�¾ (r′ = r/(r − 1))

Ln(r, γ) = sup
‖f‖r′61

∥∥∥∥
(√

1− x2 +
1

n

)γ

S(0,0)
n (f ;x)

∥∥∥∥
r

, γ > 0.

I`¿�Û,Â�¿�Ç2Ûð¿�¾�Î	ä!Â Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç	Ùx½2Â�Ã�×�Ì2Õ�¿�¾�¿�éB¾�À2Ê�À Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	Á1Ù ��á2MOÊ�Ì�¾�½�Å¤Ê�ÛòÓxëíì�ñ�ï�á�c�Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾

{
(1− x)

α
2 (1 + x)

β
2 P̂ (α,β)

n (x)
} (

α > −1

2
, β > −1

2

)

Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ýò¼�¾�Ã�Ç Ú Ê�Û@Ó Lr(−1, 1)( 43 < r < 4);
È	½	Ç

a > 0
é
β > 0

Ð�¿�¾ Ú Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾�À2ÂãÝ'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý
¼�¾�Ã�Ç Ú Ê�ÛðÓ Lr(−1, 1),

Â Ú Ì2Ç r ∈ [1, 43) ∪ (4,∞).IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2Û
Lr
M =

{
f : M

1
r f ∈ Lr

}
, (QL)r =

{
f : Qf ∈ Lr

}
,

ß�Å¤Â
M(x) = (1− x)α(1 + x)β (−1 6 x 6 1, α, β > −1),

Q(x) = (1− x)A(1 + x)B (−1 6 x 6 1, A,B ∈ R),
¾

Sn(f) = S(α,β)
n (f ;x) =

n∑

ν=0

Cν(f)P̂
(α, β)
ν (x)

�dÆ¤¾ Ú ¿�À¤¾�Ý Ú ×'Û,ÛQ¾!½#Ý�Å�¾>\p×�½	Õ�ÂZÈ2Ê]Ê�½	¿�Ê�À2Ê�½2Û6Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	ÁkÛ Ú Ó�Â Ú Ê�Û M(x)
Û6À2Ê�ß�Ê�Æ'Ì¤Â�À¤¾�Û �KÎ�Ê�¼�Ç

P̂
(α,β)
ν (x)

é

Ln,r(M,Q) = sup
{
‖Sn(f)Q‖r : f ∈ (QL)r, ‖fQ‖r 6 1

}
.

aØì�� � �©ß�á2JZá2q­¾�Î	Î�Â�À'Ö#Ê�×�È	¿�ë /�ï�È2Ê�Î'¾�Ã�¾�Ìfé2Æ	¿�Ê]È	½	Ç
1 < r <∞ × Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý

∣∣∣∣A+
1

r
− α+ 1

2

∣∣∣∣ < min

(
1

4
,
α+ 1

2

)
,

∣∣∣∣B +
1

r
− β + 1

2

∣∣∣∣ < min

(
1

4
,
β + 1

2

) (3)

À2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û6ÁêÇ Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À	ÁËÅ	Ì2Ý«Ê�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	À2Ê Ú ¿�ÇxÎ�Ê�À Ú ¿�¾�À	¿]TUÂ�¼�Â�ß�¾ Ln,r(M,Q),
¿�á'Â�á Ú Ç Ú ¿�Â�ÛQ¾

{
(1 − x)α(1 + x)βP̂

(α,β)
n (x)

}
(α, β > −1)

Ê�¼�½¤¾�Ã�×�Â�¿ð¼�¾�Ã�Ç Ú Ó Lr(−1, 1)
È	½	Ç

1 < r < ∞.T>á�JZá�iZÊ�Å�¾�Îòë ñ'ì�ï,Å�¾�Ì4Ê�Ò2Â�À	Î	Ç4×�Î'Ì¤Ê�À2Â�À	Ç	Ý�ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
f
Ê�¿ãÆ¤¾ Ú ¿�Ç	Æ	À	Á8Ö Ú ×'Û,Ûn½#Ý�Å¤Ê�Ó­\p×�½	Õ�Â �
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�KÎ�Ê�¼�ÇêÓ
Lr[−1, 1]

È	½	ÇË× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ç�ékÆ	¿�ÊÜÖ#Ê�¿�Ýê¼�Á Ê�Å2À2ÊÄÇ	Ã�À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó ��� � À2Â­Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú Ý�é
È	½	Ç	Æ2Â�Û

f ∈ Hγ+α
r .aç½¤¾�¼�Ê�¿�ÂUë � ïBV]á�qÜá�XU¾�Ã�¾�Î�Ê�Ó#¾OÅ�¾�Â�¿UÈ2Ê�½#Ý�Å¤Ê�Î«Î�Ê�À Ú ¿�¾�À	¿!TUÂ�¼�Â�ß�¾ Ln,r(M,Q)

ÓUÈ	½2Ê Ú ¿�½¤¾�À Ú ¿�Ó�Â
(QL)r.IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2ÛòÆ2Â�½2Â�Ã

Bν+µ
r

�
0 < r <∞ é

0 < µ 6 1
é
ν = 0, 1, . . .)

�YÎ'Ì�¾ Ú�Ú ÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÙxJ8Â Ú Ê�Ó#¾'é
Ã�¾�Å�¾�À	À	Á8ÖãÀ¤¾

[−1, 1]
é	Å	Ì2ÝèÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö

f (ν) ∈ Lr ÇãÎ�Ê�À2Â�Æ2Â�À Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç	ÙãÇ	À	¿�Â�ß�½¤¾�Ì

1∫

0

h−1−µr
∥∥∥f (ν)(x+ h)− f (ν)(x)

∥∥∥
r

r[−1,1−h]
dh 6 C.

cKá ��á�VOÂ�â]¾�Å2Ç2Ûæëíì�	�ï`×�Î'¾�Ã�¾�ÌòÅ¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À	ÁkÂÞ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	ÝðÀ¤¾�ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í©é,Ê�¿�Ì2Ç	Æ	À	ÁkÂ�Ê�¿4È	½	Ç	Ó�Â�à
Å¤Â�À	À	Á8ÖðÓòë ��ï�éQÈ	½	ÇðÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8ÖòÇ2Û,Â�Â�¿ÜÛ,Â Ú ¿�Ê � ñ � é�¾­¿�¾�Î	ä!ÂÞÈ	½	Ç	Ó�Â�ÌÔÊ�Ò2Â�À	Î	Ç Ú Ó�Â�½�Ö'× f ∈ Bν+µ

rÆ¤¾ Ú ¿�À	ÁkÛ6Ç Ú ×'Û,ÛQ¾�Û6Çx½#Ý�Å¤Ê�Óè\p×�½	Õ�Â � �KÎ�Ê�¼�ÇÞÓ
L1
Ç�\p×�½	Õ�Â �YTUÂ�ä©¾�À'Å2½¤¾]Ó

Lr (1 < r <∞).IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2ÛbÆ2Â�½2Â�Ã
Lp,µ[−1, 1] (1 6 p < ∞)

� È	½2Ê Ú ¿�½¤¾�À Ú ¿�Ó�Ê­ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù Ú ×'Û,Û6Ç	½	×�Â�Û6Á8Ö Ú
p
à�Ê�Ù Ú ¿�Â�È2Â�À	Õ�Í Ú Ó�Â Ú Ê�Û µ(x) = (1 − x)α(1 + x)−

1
2 dx (−1

2 < α < 1
2),

¾ ‖f‖p,µ
� À2Ê�½2Û6×�é

f ∈ Lp,µ[−1, 1],

‖f‖p,µ =

(
C(α)

1∫

−1

|f(x)|pdµ(x)
) 1

p

<∞,

ß�Å¤Â

C(α) = Γ(α+ 3/2)/2α+3/2Γ(α+ 1)Γ

(
1

2

)
,

dµ(x) = (1− x)α(1 + x)−
1
2 dx.

MZ× Ú ¿�Õ

f(x) ∼
∞∑

ν=0

a
(α,− 1

2
)

ν (f)P
(α,− 1

2
)

ν (x), (4)

ß�Å¤Â

a
(α,− 1

2
)

ν (f) =

1∫

1

f(x)P
(α,− 1

2
)

ν (x) dµ(x)

�dÑUÊ�½2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ÂZ½¤¾�Ã�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç2ÂUÓ©½#Ý�Å�\p×�½	Õ�ÂOÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
f ∈ Lp,µ[−1, 1]

È2Ê©Û6À2Ê�ß�Ê�Æ'Ì¤Â�À¤¾�Û �KÎ�Ê�¼�Ç�é
Ê�¼�½¤¾�Ã�×�ÍKâ!Ç'ÖãÊ�½	¿�Ê�ß�Ê�À¤¾�Ì2Õ�À	×�Í Ú Ç Ú ¿�Â�Û6×èÀ¤¾]Ê�¿�½2Â�Ã�Î�Â [−1, 1] Ú Ó�Â Ú Ê�Û µ(x), ¿�á2Â�á

1∫

−1

P
(α,− 1

2
)

n (x)P
(α,− 1

2
)

k (x) dµ(x) =

{
0, k 6= n,

hn(α), k = n,

ß�Å¤Â

hn(α) =
2α+

1
2Γ(n+ α+ 1)Γ

(
n+ 1

2

)
(
2n+ α+ 1

2

)
Γ(n+ 1)Γ

(
n+ α+ 1

2

) .

IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2ÛòÆ2Â�½2Â�Ã
S

(
α,− 1

2

)
n (f ;x)

Æ¤¾ Ú ¿�Ç	Æ	À	×�Í Ú ×'Û,Û6×«½#Ý�Å�¾ � �	� á
a À¤¾ Ú ¿�Ê�Ý'â©Â�Ù Ú ¿�¾�¿�Õ�Â�À¤¾�Ù'Å¤Â�À	Á Î�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�À	ÁkÂ�× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	ÝðÅ	Ì2Ý Ú Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê Ú ¿�ÇËÓ Ú ½2Â�Å2À2Â�Û

½#Ý�Å¤Ê�Óè\p×�½	Õ�Â � �KÎ�Ê�¼�Ç � �	� é'¿�á2Â�á	Ó�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	Ç	Ý Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ý

lim
n→∞

‖f − S

(
α,− 1

2

)
n (f)‖p,µ = 0, 1 6 p <∞. (5)
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cQÌ¤Â�Å2×�ÝÜëíì���ï�é¤Î'¾�ä©Å2×�ÍÉÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Õ {mn}

À¤¾�¿�×�½¤¾�Ì2Õ�À	Á8ÖÞÆ	Ç Ú Â�Ì mn (n = 1, 2, . . .)¼�×�Å¤Â�ÛÄÀ¤¾�Ã�Á1Ó#¾�¿�Õ������ �	! % ���0�����xÅ	Ì2ÝãÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
f,
Â Ú Ì2Ç

lim
n→∞

(
n

mn

)α+ 1
2

En(f)p,µ = 0, 1 6 p <∞, (6)

ß�Å¤Â
En(f) = inf

Pn∈Hn

‖f − Pn‖p,µ
� À¤¾�Ç'Ì2×�Æ	å©Â�Â>È	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	Ç2ÂèÓ�Û,Â�¿�½	Ç	Î�Â

Lp,µ
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç

f
¾�Ì2ß�Â�¼�½¤¾�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç2Û6ÇðÛ6À2Ê�ß�Ê�Æ'Ì¤Â�À¤¾�Û6Ç

Ú ¿�Â�È2Â�À	Ç�Û,Â�À	Õ�å©ÂOÇ'Ì2Çã½¤¾�Ó�À2Ê n.I`¿�Û,Â�¿�Ç2Û1é2Æ	¿�Ê Ú ½2Â�Å2ÇÞÊ�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	Á8ÖãÅ	Ì2Ý f È2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Â�Ù­Ç2Û,Â�ÍK¿ Ú ÝãÇx¿�¾�Î	Ç2Â�é	Æ	¿�Ê

lim
n→∞

mn

n
= 0. (7)

[�¿�Ê Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿!Ç	Ã � � � é#Â Ú Ì2Ç«×�Æ2Â Ú ¿�Õ2é�Æ	¿�ÊUÅ	Ì2Ý]Ì2ÍZ¼�Ê�ß�Ê f ∈ Lp,µ
Ç
En(f)p,µ → 0

È	½	Ç
n→ ∞ � Ú Û1áíé

À¤¾�È	½	Ç2Û,Â�½�éfëíì��'é Ú á � ì�ï � á
�Þ{����K÷ðA ë ��ï D �k"��x�	� � - � −1

2 < α < 1
2

��0#"���
'�����	�	
 - "���
'��$B����
 -

S
(α,− 1

2
)

n (f ;x) =

1∫

−1

(τuf)(x)Kn(u) dµ(u),

� �f�

Kn(u) =
n∑

ν=0

(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

)

2α+
1
2Γ(α+ 1)Γ

(
ν + 1

2

) P

(
α,− 1

2

)
ν (u),

�

(τu)f(x) =
Γ(α+ 1)

Γ
(
1
2

)
Γ(α+ 1

2 )

1∫

−1

(1− r2)α−
1
2 f(x, t, r) dr,

� �f�

f(x, t, r) = f

(
xt+ r

√
1− x2

√
1− t2 − 1

2
(1− r2)(1− x)(1 − t)

)

������� �  	$	�	�	�	� - � - � � ��$	$ -���- � ��
�� � �
[15]

7
N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛnÊ�¼�Ê�¼�â©Â�À	À	ÁkÂ Ú ×'Û,Û6ÁLa1¾�Ì	Ì¤Â�à�MZ× Ú�Ú Â�À¤¾

V
(α,− 1

2)
mn

(f ;x) =
1

mn + 1

n+mn∑

ν=n

S
(α,− 1

2
)

ν (f ;x) (n = 1, 2, . . .).

�Þ{����K÷ 4 D �k"�� −1
2 < α < 1

2

��0#"���
'�����	�	
 - � -�- ��$ - 
 ��$	�B�

∥∥∥∥f − V
(α,− 1

2
)

mn
(f)

∥∥∥∥
p,µ

= O(1)

((
n+mn

mn + 1

)α+ 1
2

+ 1

)
En(f)p,µ, 1 6 p <∞.

C
MZ× Ú ¿�Õ Qn(x)

�Y¾�Ì2ß�Â�¼�½¤¾�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç	Ù�Û6À2Ê�ß�Ê�Æ'Ì¤Â�À Ú ¿�Â�È2Â�À	ÇxÛ,Â�À	Õ�å©ÂKÇ'Ì2Çã½¤¾�Ó�À2Ê�Ù n À¤¾�Ç2Û,Â�À2Â�Â×�Î'Ì¤Ê�À	Ý'ÍKâ!Ç	Ù Ú ÝãÓ Ú ½2Â�Å2À2Â�ÛðÊ�¿ f á'_S¾�ÎÞÎ'¾�Î

S
(α,− 1

2)
ν {Qn(x)} = Qn(x), ν = n, n+ 1, . . . ,
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¿�Ê
∥∥∥∥f − V

(α,− 1
2
)

mn
(f)

∥∥∥∥
p,µ

=
1

mn + 1

∥∥∥∥∥
n+mn∑

ν=n

{
S
(α,− 1

2
)

ν (f)− f

}∥∥∥∥∥
p,µ

6
1

mn + 1

∥∥∥∥∥
n+mn∑

ν=n

S
(α,− 1

2
)

ν (f −Qn)

∥∥∥∥∥
p,µ

+En(f)p,µ.

(8)

j�¾�Û,Â�¿�Ç2Û1é2Æ	¿�Ê

Jn =
1

mn + 1

∥∥∥∥∥
n+mn∑

ν=n

S
(α,− 1

2
)

ν (f −Qn)

∥∥∥∥∥
p,µ

=
1

mn + 1



C(α)

1∫

−1

∥∥∥∥∥
n+mn∑

ν=n

S
(α,− 1

2
)

ν (f −Qn;x)

∥∥∥∥∥

p

dµ(x)





1
p

=
1

mn + 1

{
C(α)

1∫

−1

∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n

1∫

−1

τu(f −Qn)(x)

×
ν∑

i=0

(2i+ α+ 1
2)Γ(i+ α+ 1

2)

2α+
1
2Γ(i+ 1

2)Γ(α+ 1)
P

(α,− 1
2
)

i (u)dµ(u)

∣∣∣∣
p

dµ(x)

} 1
p

.

W Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�Ý]¿�Â�Ê�½2Â�Û6× \p×'¼�Ç	À	ÇÞëíì�ì�é Ú á � �3-�ï¤È	½	Ç p = 1,
¾KÈ	½	Ç

p > 1
Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À2Ê�Â1À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê

qÞÇ	À	Î�Ê�Ó Ú Î�Ê�ß�Ê�ë ñ 	'é Ú á�ì / ��ï�é	È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

Jn 6
C(α)

mn + 1

1∫

−1

‖τu(f −Qn)‖p,µ
∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n

ν∑

i=0

(2i + α+ 1
2)Γ(i+ α+ 1

2)

2α+
1
2Γ(i+ 1

2)Γ(α + 1)
P

(α,− 1
2
)

i (u)

∣∣∣∣ dµ(u).

WØ¿�¾�ÎÞÎ'¾�Îmë ��ï
‖τuf‖p,µ 6 ‖f‖p,µ,

¿�Ê

Jn 6
C(α)

mn + 1
En(f)p,µ

1∫

−1

∣∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n

ν∑

i=0

(
2i+ α+ 1

2

)
Γ
(
i+ α+ 1

2

)

2α+
1
2Γ

(
i+ 1

2

)
Γ(α+ 1)

P
(α,− 1

2
)

i (u)

∣∣∣∣∣ dµ(u)

=
2α+

1
2C(α)

mn + 1
En(f)p,µ

π∫

0

(
sin

t

2

)2α+1
∣∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n

ν∑

i=0

(2i+ α+ 1
2 )Γ(i+ α+ 1

2)

2α+
1
2Γ(i+ 1

2)Γ(α+ 1)
P

(α,− 1
2
)

i (cos t)

∣∣∣∣∣ dt

=
2α+

1
2C(α)

mn + 1
En(f)p,µ

( π
mn+1∫

0

+

π∫

π
mn+1

)
=

2α+
1
2C(α)

mn + 1
En(f)p,µ(Jn.1 + Jn.2).

(9)RUÌ2ÝxÊ�Ò2Â�À	Î	Ç
Jn.1

Ó�Ê Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�Â�Û Ú Ý Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç2Â�ÛLë ñ�ñ'é Ú á � ��ï

Kn(x) =
n∑

ν=0

(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

)

2α+
1
2Γ
(
ν + 1

2

)
Γ(α+ 1)

P

(
α,− 1

2

)
ν (x) =

Γ
(
n+ α+ 3

2

)

2α+
1
2Γ
(
ν + 1

2

)
Γ(α+ 1)

P

(
α+1,− 1

2

)
n (x).
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(
sin

t

2

)γ+ 1
2
(
cos

t

2

)β+ 1
2

|P (γ,β)
n (cos t)| 6Mn−

1
2 , γ, β > −1

2
, t ∈ [0, π], (10)

È	½	Ç
γ = α+1

Ç
β = − 1

2 ,
¾O¿�¾�Î	ä!Â Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ý � Ú Û1á�ë ñ'é Ú á �3-'ì�ï � Γ(n+α) ∼ nαΓ(n), n→ ∞,È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û1é	Æ	¿�Ê

Kn(cos t) ∼
nα+1

2α+
1
2Γ(α+ 1)

P

(
α+1,− 1

2

)
n (cos t) = O

(
nα+

1
2

)(
sin

t

2

)−α− 3
2

, n→ ∞. (11)

WZÃ1��� � Ú ×�Æ2Â�¿�Ê�Û)��ì�ì � ¼�×�Å¤Â�ÛçÇ2Û,Â�¿�Õ

Jn.1 =

π
mn+1∫

0

(
sin

t

2

)2α+1∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n

Kν(cos t)

∣∣∣∣ dt

= O(1)

n+mn∑

ν=n

να+
1
2

π
mn+1∫

0

(
sin

t

2

)α− 1
2

dt = O(1)(n+mn)
α+ 1

2 (mn + 1)

π
mn+1∫

0

tα−
1
2 dt

= O(1)

(
n+mn

mn + 1

)α+ 1
2

(mn + 1).

(12)

RUÌ2ÝxÊ�Ò2Â�À	Î	Ç
Jn.2

Ç Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�Â�ÛòÑUÊ�½2Û6×�Ì2×èXZ½	Ç Ú ¿�Ê�ÑUÑUÂ�Ì2Ý1�@R©¾�½2¼�×�ëíì � é Ú á � ��ï

Kn(x) =
2

1
2
−αΓ

(
n+ α+ 3

2

){
(n+ α+ 1)P

(α,− 1
2
)

n (x)− (n+ 1)P
(α,− 1

2
)

n+1 (x)
}

(
2n+ α+ 3

2

)
Γ
(
n+ 1

2

)
Γ(α+ 1)(1 − x)

.

_fÊ�ß�Å�¾>È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

Jn.2 = C1(α)

π∫

π
mn+1

(
sin

t

2

)2α−1∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n

Γ
(
ν + α+ 3

2

)

(
2ν + α+ 3

2

)
Γ
(
ν + 1

2

)

×
{
(ν + α+ 1)P

(α,− 1
2
)

ν (cos t)− (ν + 1)P
(α,− 1

2
)

ν+1 (cos t)

}∣∣∣∣ dt.

(13)

j¤Å¤Â Ú Õ©Ç«ÓpÅ�¾�Ì2Õ�À2Â�Ù	å©Â�Û C1(α), C2(α), . . .
¼�×�Å2×�¿!Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ¤¾�¿�Õ]È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂOÈ2Ê Ú ¿�Ê�Ý'À	À	ÁkÂ

Ã�¾�Ó�Ç Ú Ý'â!Ç2ÂpÊ�¿ α.MZ½	Ç2Û,Â�À	Ý'ÝxÈ	½2Â�Ê�¼�½¤¾�Ã�Ê�Ó#¾�À	Ç2Â!eK¼�Â�Ì2Ý�é'È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û
n+mn∑

ν=n

Γ(ν + α+ 3
2 )

(2ν + α+ 3
2 )Γ(ν +

1
2)

{
(ν + α+ 1)P

(α,− 1
2
)

ν (x)− (ν + 1)P
(α,− 1

2
)

ν+1 (x)

}

=

n+mn−1∑

ν=n

{
Γ(ν + α+ 3

2)

(2ν + α+ 3
2)Γ(ν +

1
2 )

− Γ(ν + α+ 5
2)

(2ν + α+ 7
2)Γ(ν + 3

2)

}

×
{

ν∑

i=0

(iP
(α,− 1

2
)

i (x)− (i+ 1)P
(α,− 1

2
)

i+1 (x)) + (α+ 1)

ν∑

i=0

P
(α,− 1

2
)

i (x)

}

+
Γ
(
n+mn + α+ 3

2

)
(
2n+ 2mn + α+ 3

2

)
Γ
(
n+mn + 1

2

)

×
{

n+mn∑

ν=0

(
νP

(α,− 1
2
)

ν (x)− (ν + 1)P
(α,− 1

2
)

ν+1 (x)

)
+ (α+ 1)

n+mn∑

ν=0

P
(α,− 1

2
)

ν (x)

}
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− Γ(n+ α+ 3
2)

(2n+ α+ 3
2)Γ(n+ 1

2)

{
n−1∑

ν=0

(
νP

(α,− 1
2
)

ν (x)− (ν + 1)P
(α,− 1

2
)

ν+1 (x)

)
+ (α+ 1)

n∑

ν=0

P
(α,− 1

2
)

ν (x)

}

×
n+mn+1∑

ν=0

(
2ν + α+ 7

2

)(
ν + 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 3

2

)
−
(
2ν + α+ 3

2

)
Γ
(
ν + α+ 5

2

)
(
2ν + α+ 3

2

)(
2ν + α+ 7

2

)
Γ
(
ν + 3

2

)

×
{
(α+ 1)

ν∑

i=0

P

(
α,− 1

2

)
i (x)− (ν + 1)P

(
α,− 1

2

)
ν+1 (x)

}
+

Γ
(
n+mn + α+ 3

2

)

(2n+ 2mn + α+ 3
2)Γ(n+mn + 1

2 )

×
{
(α+ 1)

n+mn∑

i=0

(
P

(α,− 1
2
)

i (x)− (n+mn + 1)P
(α,− 1

2
)

n+mn+1(x)

)}

+
Γ
(
n+ α+ 3

2

)
(
2n+ α+ 3

2

)
Γ
(
n+ 1

2

)
{
nP

α,− 1
2

n (x)− (α+ 1)

n∑

ν=0

P
(α,− 1

2
)

ν (x)

}

=

n+mn−1∑

ν=0

{
(α+ 1)

(
2ν + α+ 3

2

)
− (2ν + 1)

}
Γ
(
ν + α+ 3

2

)
(
2ν + α+ 7

2

)(
2ν + α+ 3

2

)
Γ
(
ν + 3

2

)

×
{
(ν + 1)P

(α,− 1
2
)

ν (x)− (α+ 1)

ν∑

i=0

P
(α,− 1

2
)

i (x)

}
+

Γ
(
n+mn + α+ 3

2

)
(
2n+ 2mn + α+ 3

2

)
Γ
(
n+mn + 1

2

)

×
{
(α+ 1)

n+mn∑

ν=0

(
P

α,− 1
2

ν (x)− (n+mn + 1)P
(α,− 1

2
)

n+mn+1(x)

)}

+
Γ
(
n+ α+ 3

2

)
(
2n+ α+ 3

2

)
Γ
(
n+ 1

2

)
{
nP

(α,− 1
2
)

n (x)− (α+ 1)
n∑

ν=0

P
(α,− 1

2
)

ν (x)

}
.

(14)tKÆ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ý ��ì �	� Ó ��ì�� � é	È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

Jn.2 = J
(1)
n.2 + J

(2)
n.2 + J

(3)
n.2. (15)

I`Ò2Â�À	Ç2Û�Î'¾�ä©Å2Á1Ù]Ç	Ã�Ð�¿�Ç'ÖpÇ	À	¿�Â�ß�½¤¾�Ì¤Ê�Ó2á�W Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�Ý©À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê ��ì�	 � È	½	Ç γ = α
Ç
β = − 1

2 ,È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

J
(1)
n.2 = C1(α)

π∫

π
mn+1

(
sin

t

2

)2α−1
∣∣∣∣∣
n+mn−1∑

ν=0

{
(α+ 1)

(
2ν + α+ 3

2

)
− (2ν + 1)

}
(
2ν + α+ 7

2

)(
2ν + α+ 3

2

)
Γ
(
ν + 3

2

)

×Γ

(
ν + α+

3

2

){
(ν + 1)P

(α,− 1
2
)

ν+1 (cos t)− (α+ 1)
ν∑

i=0

P
(α,− 1

2
)

i (cos t)

}∣∣∣∣∣dt

6 C2(α)

n+mn−1∑

ν=n

να−1

π∫

π
mn+1

t2α−1

{
(ν + 1)

∣∣∣P (α,− 1
2
)

ν+1 (cos t)
∣∣∣+ (α+ 1)

ν∑

i=0

∣∣∣P (α,− 1
2
)

i (cos t)
∣∣∣
}
dt

6 C3(α)

n+mn−1∑

ν=n

να−1

π∫

π
mn+1

t2α−1

{
(ν + 1)

1
2 + (α+ 1)

ν∑

i=0

i−
1
2

}
dt

6 C4(α)

n+mn−1∑

ν=n

να−
1
2

π∫

π
mn+1

t2α−1dt 6 C5(α)
(n+mn)

α+ 1
2

(mn + 1)α−
1
2

.

(16)
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J
(3)
n.2 = C1(α)

Γ
(
n+ α+ 3

2

)
(
2n+ α+ 3

2

)
Γ
(
n+ 1

2

)
π∫

π
mn+1

(
sin

t

2

)2α−1∣∣∣∣nP
(α,− 1

2
)

n (cos t)

−(α+ 1)

n∑

ν=0

P
(α,− 1

2
)

ν (cos t)

∣∣∣∣ dt 6 C6(α)n
α

π∫

π
mn+1

(
sin

t

2

)2α−1

×
{
n
∣∣∣P (α,− 1

2
)

ν (cos t)
∣∣∣+ (α+ 1)

n∑

ν=0

∣∣∣P (α,− 1
2
)

ν (cos t)
∣∣∣
}
dt

6 C7(α)n
n+ 1

2

π∫

π
mn+1

tα−
3
2dt 6 C8(α)

nα+
1
2

(mn + 1)α−
1
2

.

(17)

e`À¤¾�Ì¤Ê�ß�Ç	Æ	À2Ê]Å	Ì2Ý
J
(2)
n.2

È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�ÛòÊ�Ò2Â�À	Î	×

J
(2)
n.2 6 C9(α)(n+mn)

α+ 1
2 (mn + 1)

1
2
−α. (18)

_fÂ�È2Â�½	Õ2é2×�Æ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ý ��ì � � î���ì�� � Ó;��ì.- � é	È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

Jn.2 6 C10(α)(n+mn)
α+ 1

2 (mn + 1)
1
2
−α. (19)

eL×�Æ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ý ��ì � � Ç*��ì�� � Ó;��� � é	Ç2Û,Â�Â�Û

Jn 6 C11(α)

(
n+mn

mn + 1

)α+ 1
2

En(f)p,µ. (20)

tK¿�Ó�Â�½#ä©Å¤Â�À	Ç2ÂUÌ¤Â�Û,Û6Á Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿ Ç	Ã���� � Ç � ñ 	 � á
�Þ{����K÷ 
 DU<]�	�Ô�	� � - � - 0B���2�����	��$ - �Ô���	� �  	$	�	�	�	�

f(x)
0 - ���B��� - 
��������	��$ - ����� {mn}��0#"���
'�����	�	
 - � -�- ��$ - 
 ��$	�B�

lim
n→∞

‖f − Vmn(f)‖p,µ = 0, 1 6 p <∞.

C
[�¿�Ê Ú ½¤¾�Ã�× Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿>Ç	ÃOÌ¤Â�Û,Û6Ábñ'á

B_fÂ�È2Â�½	Õ2é2È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

dmn(f ;x) =
1

mn + 1

n+mn∑

ν=n+1

{
S
(α,− 1

2
)

ν (f ;x)− S
(α,− 1

2
)

n (f ;x)

}

=

mn∑

ν=1

mn + 1− ν

mn + 1
a
(α,− 1

2
)

ν+n (f)P
(α,− 1

2
)

ν+n (x), n = 1, 2, . . .

��{#ô �S{��K÷ðA¤D � ���	� {mn}−
- 0B���2�����	��$����è���	�

f
0 - ���B��� - 
��������	��$ - ����� * � - 0#"��

1 6 p <∞��0#"���
'�����	�	
 - � -�- ��$ - 
 ��$	�B�

‖f − S
(α, 1

2
)

n (f)‖p,µ = o(1) → ‖dmn(f)‖p,µ = o(1), n→ ∞.
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C
[�¿�Ê Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿>Ç	ÃUÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó

‖dmn(f)‖p,µ =
∥∥∥V (α,− 1

2
)

mn
(f)− S

(α,− 1
2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ

6

∥∥∥f − V
(α,− 1

2
)

mn
(f)
∥∥∥
p,µ

+
∥∥∥f − S

(α,− 1
2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ
,

∥∥∥f − S
(α,− 1

2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ

6

∥∥∥f − V
(α,− 1

2
)

mn
(f)
∥∥∥
p,µ

+
∥∥∥dmn(f)

∥∥∥
p,µÇèÌ¤Â�Û,Û6Á �'á

B
��{#ô �S{��K÷ 4 D8<]�	�n� -���-�* ��� - � /@"	���

(4)
� � - ���	�B�"�ð
ç��"f����$B��� * $B� - � � - ���2� - �m� - ������� - � �

$ -�* ��� - � /É���	�4�	� � - �Ü0 - ���B��� - 
��������	��$ - ����� {mn}
$����� #"����	��$	/��Ô���B����� *  �� - 
��B����
 - "	�
���!�
�

 2��� - 
��	�
lim
n→∞

mn

n
= 0, (21)


�/10 - �	$	�'� - ���x� -�- ��$ - 
 ��$	�B�

lim
n→∞

∥∥∥S(α,− 1
2
)

n+mn
(f)− S

(α,− 1
2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ

= 0, 1 6 p <∞. (22)

C �
����� 
 �&'&�	!�� � ��� Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿>Ç	ÃUÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾

∥∥∥S(α,− 1
2
)

n+mn
(f)− S

(α,− 1
2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ

6

∥∥∥f − S
(α,− 1

2
)

n+mn
(f)
∥∥∥
p,µ

+
∥∥∥f − S

(α,− 1
2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ
.

� � � � %����&(	��� � ���#á#MZ× Ú ¿�Õ!Ç2Û,Â�ÍK¿©Û,Â Ú ¿�Ê1� ñ'ì � Ç � ñ�ñ � á�_fÊ�ß�Å�¾pÀ¤¾�Ù'Å¤Â�¿ Ú ÝèÊ�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À¤¾�Ý Å	Ì2Ý fÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Õ {mn},
×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍKâ]¾�Ý Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Í � / � é	ÇèÅ	Ì2ÝãÀ2Â�Â

∥∥∥dmn(f)
∥∥∥
p,µ

=
1

mn + 1

∥∥∥∥
n+mn∑

ν=n+1

{
S
(α,− 1

2
)

ν (f)− S
(α,− 1

2
)

n (f)
}∥∥∥∥

p,µ

6
1

mn + 1

mn∑

ν=1

∥∥∥S(α,− 1
2
)

ν+ν (f)− S
(α,− 1

2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ

= o(1).

_fÂ�Ê�½2Â�ÛQ¾ ñpÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À¤¾'á
B

�Oy,{�ºQõ�ö'|¤zS{çA¤D � ���	�ã���	�Þ�	���p� - �­0 - ���B��� - 
��������	��$ - ����� {mn},
 �� - 
��B����
 - "	�
��� ���Þ 2��� - �


��	�
(21)

* 
�/10 - �	$	�
�p���"��� -�- ��$ - 
 ��$	�	� �
1.
0#"�� (

α+ 1
2

)
p > 1

lim
n→∞

n+mn∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣να− 1

2 = 0, (23)

2.
0#"�� (

α+ 1
2

)
p = 1

lim
n→∞

n+mn∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣
(
ln ν

ν

) 1
2

= 0, (24)

3.
0#"��

(α+ 1
2) p < 1

lim
n→∞

n+mn∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣ν− 1

2 = 0, (25)

� - "	���
(4)

� � - ���B���"�Þ
è��"f����$B��� 7
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C
MZ½	Ç2Û,Â�À	Ý'ÝxÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê qÞÇ	À	Î�Ê�Ó Ú Î�Ê�ß�Ê	éB¾!¿�¾�Î	ä!ÂpÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê;� Ú Û1á�ëíì /�é�Ì¤Â�Û,ÛQ¾ � á ��ï �

∥∥∥P (α,− 1
2
)

n (·)
∥∥∥
p,µ

= O(1)





nα−
1
p ,

(
α+ 1

2

)
p > 1,

(
lnn
n

) 1
2 ,

(
α+ 1

2

)
p = 1,

n−
1
2 ,

(
α+ 1

2

)
p < 1,

È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û
∥∥∥S(α,− 1

2
)

n+mn
(f)− S

(α,− 1
2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ

=

(
C(α)

1∫

−1

∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n+1

a
(α,− 1

2
)

ν (f)P
(α,− 1

2
)

ν (x)

∣∣∣∣
p

dµ(x)

) 1
p

6

n+mn∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣
∥∥∥P (α,− 1

2
)

n (·)
∥∥∥
p,µ

= O(1)

n+mn∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣





n
α− 1

p , (α+ 1
2) p > 1,

(
lnn
n

) 1
2 , (α+ 1

2) p = 1,

n−
1
2 , (α+ 1

2) p < 1.

(26)I`¿�Î	×�Å�¾ Ç Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿ãÀ¤¾�å©Âp×�¿�Ó�Â�½#ä©Å¤Â�À	Ç2Â�é�Ç2¼�Ê«Ó�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	Ç2Â � ñ � � î�� ñ3- � Ó�Ì¤Â�Æ2Â�¿èÃ�¾ Ú Ê�¼�Ê�Ù­Ó�Á1È2Ê�Ì	à
À2Â�À	Ç2ÂO× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý*� ñ�ñ � ¿�Â�Ê�½2Â�Û6Ábñ'á

BVZÇ	ä!Â�é
C
�YÀ2Â�Î�Ê�¿�Ê�½	ÁkÂ�é2Ó�Ê�Ê�¼�â©ÂOß�Ê�Ó�Ê�½#Ý�é2½¤¾�Ã�Ì2Ç	Æ	À	ÁkÂUÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂpÈ2Ê Ú ¿�Ê�Ý'À	À	ÁkÂ�á

�Oy,{�ºQõ�ö'|¤zS{ 4 D � ���	� ���	�è�	���p� - �Þ0 - ���B��� - 
��������	��$ - ������$����� #"����	��$	/��4���B����� {mn},
 �� - �


��B����
 - "	�
��� ���ã 2��� - 
��	�
(21)

* 
�/10 - �	$	�
�p���"��� -�- ��$ - 
 ��$	�	�

1.
0#"��

(α+ 1
2) p > 1

|a(α,−
1
2
)

ν (f)| 6 C · ν
1
p
−1−α, (27)

2.
0#"��

(α+ 1
2) p = 1

|a(α,−
1
2
)

ν (f)| 6 C · (ν ln ν)− 1
2 , (28)

3.
0#"��

(α+ 1
2) p < 1

|a(α,−
1
2
)

ν (f)| 6 C · ν 1
2 , (29)

� - "	���
(4)

� � - ���B���"�Þ
è��"f����$B��� 7
C
R!Â�Ù Ú ¿�Ó�Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é¤È	½	ÇxÓ�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	Ç	ÇÞ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ù � ñ0/ � î�� ñ � � Ç	Ã1� ñ � � Ç2Û,Â�Â�Û

∥∥∥S(α,− 1
2
)

n+mn
(f)− S

(α,− 1
2
)

n (f)
∥∥∥
p,µ

= O(1) ln
n+mn

n+ 1
= o(1), n→ ∞. �

aÔÅ�¾�Ì2Õ�À2Â�Ù	å©Â�Û1é
αn � βn → C1βn 6 αn 6 C2βn

È	½	Ç
n → ∞,

ß�Å¤Â
C1
Ç
C2

� À2Â�Î�Ê�¿�Ê�½	ÁkÂ
È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À	ÁkÂ!È2Ê Ú ¿�Ê�Ý'À	À	ÁkÂ�á

�Þ{����K÷mG�D �k"�� −1
2 < α < 1

2

��0#"���
'�����	�	
 - � -�- ��$ - 
 ��$	�B�

π∫

0

∣∣∣P (α+1,− 1
2
)

n (cos t)
∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt � n−
1
2 , n→ ∞.

C
N6¾�Ã�Ê�¼�Õ�Â�ÛòÇ	À	¿�Â�ß�½¤¾�ÌÞÈ2Ê Ú Ö#Â�Û,Â

J =

π
n∫

0

+

π−π
n∫

π
n

+

π∫

π−π
n

= J1 + J2 + J3. (30)



� � � - ���2� - ������
ã��"f����$B���m"	��� - 
��1 #"��'�
!��

� - � � - �

tKÆ	Ç	¿�Á1Ó#¾�ÝãÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê;��ì�	 � é	È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2Û

J1 =

π
n∫

0

∣∣∣P (α+1,− 1
2
)

n (cos t)
∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

= O(n−
1
2 )

π
n∫

0

(
sin

t

2

)α− 1
2

dt = O(n−
1
2 )

π
n∫

0

tα−
1
2 dt = O(n−α−1).

(31)

R©¾�Ì¤Â�Â�é

J3

π∫

π−π
n

∣∣∣P (α+1,− 1
2
)

n (cos t)
∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

= O(n−
1
2 )

π∫

π−π
n

tα−
1
2 dt = O

(
n−

1
2
)(
πα+

1
2 −

(
π − π

n

)α+ 1
2
)

= O(n−α−1).

(32)

WZÃ!¾ Ú Ç2Û6È	¿�Ê�¿�Ç	Æ2Â Ú Î�Ê�Ù­ÑUÊ�½2Û6×�Ì2Á@ëíì � é Ú á¤ñ 	3-�ï

P
(α+1,− 1

2
)

n (cos t) = (πn)−
1
2

(
sin

t

2

)α− 3
2

×
{
cos

[(
n+

2α+ 3

4

)
t−

(
α+

3

2

)
π

2

]
+O(1)(n sin t)−1

}
,

c

n
6 t 6 π − c

n
,

Ç2Û,Â�Â�Û

J2 =

π−π
n∫

π
n

∣∣∣P (α+1,− 1
2
)

n (cos t)
∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

6 (πn)−
1
2

π−π
n∫

π
n

{(
sin

t

2

)α− 1
2

+O(1)

(
sin t

2

)α− 1
2

n · 2 sin t
2 cos

t
2

}
dt

= O(n−
1
2 )

( π−π
n∫

π
n

tα−
1
2 dt+

1

n

π−π
n∫

π
n

(
sin t

2

)α− 3
2

(sin2 t
2 + cos2 t

2)

cos t
2

dt

)

= O

(
n−

1
2

)(
1 +

1

n

π−π
n∫

π
n

sin
t

2

)α+ 1
2(

cos
t

2

)−1

dt+
1

n

π−π
n∫

π
n

(
sin

t

2

)α+ 3
2

cos
t

2
dt

)

= O

(
n−

1
2

)(
1 +

1

n

π−π
n∫

π
n

(sin t
2)

α+ 1
2

sin π
2n

dt+
1

n

(
sin t

2

)α− 1
2

α− 1
2

∣∣∣∣∣

π−π
n

π
n

)

= O

(
n−

1
2

)(
1 +

O(1)

n sin π
2n

+
O(1)

n

(
sin

π

2n

)α− 1
2

)

= O

(
n−

1
2

)(
1 +O(1) +O

(
n−α− 1

2

))
= O

(
n−

1
2

)
(1 +O(1)).

(33)
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π∫

0

∣∣∣∣P
(
α+1,− 1

2

)
n (cos t)

∣∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt = O
(
n−

1
2

)
(1 +O(1)), n→ ∞,

Æ	¿�Ê]½¤¾�Ó�À2Ê Ú Ç'Ì2Õ�À2Ê>×�¿�Ó�Â�½#ä©Å¤Â�À	Ç	ÍØÌ¤Â�Û,Û6ÁUá
B

�Oy,{�ºQõ�ö'|¤zS{ 
 D �k"�� −1
2 < α < 1

2

��0#"���
'�����	�	
 - � -�- ��$ - 
 ��$	�B�

0∫

π

|Kn(cos t)|
(
sin

t

2

)2α+1

dt � nα+
1
2 , n→ ∞.

C
a�Á1¿�Â�Î'¾�Â�¿ Ç	Ã

(11)
ÇèÌ¤Â�Û,Û6Á

4
á
BI`¿ Ú Í8Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é,Æ	¿�Ê�Î�Ê�À Ú ¿�¾�À	¿�Á TUÂ�¼�Â�ß�¾­Ó

L1,µ
À2ÂèÊ�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	Á Ç�é Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é Ú Ç'à

Ú ¿�Â�ÛQ¾
{
P

(
α,− 1

2

)
n (α)(1 − x)α(1 + x)−

1
2

} À2ÂOÊ�¼�½¤¾�Ã�×�Â�¿«¼�¾�Ã�Ç Ú ¾©Ó L1,µ.
a Ú Ó�Ý'Ã�Ç Ú Ð�¿�Ç2ÛðÑp¾�Î	¿�Ê�Û

Ç	À	¿�Â�½2Â Ú Â�À Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç	Ùx½2Â�Ã�×�Ì2Õ�¿�¾�¿�á
��{#ô �S{��K÷ 
 D � ���	�ã���	�x�	� � - ��0 - ���B��� - 
��������	��$ - ����� {m}n

$����� #"����	��$	/��ç���B����� *  �� - 
��B� �
��
 - "	�
��� ���ã 2��� - 
��	�

(21)
* 
�/10 - �	$	�������"�«"���
'��$B����
 -

lim
n→∞

mn−1∑

ν=1

|∆an+ν |√
n+ ν

= 0, (34)

� - ‖f − S
(α,− 1

2
)

n (f)‖1,µ = o(1)
*
n→ ∞.

C
c�Ê�ß�Ì�¾ Ú À2Ê>¿�Â�Ê�½2Â�Û,ÂpñUÅ¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2Ê]Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Õ2é2Æ	¿�Ê©Ç	Ã���� �	� Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿;� ñ�ñ � á#R!Â�Ù Ú ¿�Ó�Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é

∥∥∥S(α,− 1
2
)

n+mn
(f)− S

(α,− 1
2
)

n (f)
∥∥∥
1,µ

= C(α)

π∫

0

∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n+1

a
(α,− 1

2
)

ν (f)P
(α,− 1

2
)

ν (cos t)

∣∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

= C(α)

( π
n+mn∫

0

+

π− π
n+mn∫

π
n+mn

+

π∫

π− π
n+mn

)
= C(α)(A+B + C).

(35)

W Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�ÝxÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê;��ì�	 � é	È	½	Ç
γ = α

Ç
β = − 1

2

È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

A =

π
n+mn∫

0

∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n+1

a
(α,− 1

2
)

ν (f)P
(α,− 1

2
)

ν (cos t)

∣∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

6

n+mn∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣

π
n+mn∫

0

∣∣∣∣P
(α,− 1

2
)

ν (cos t)

∣∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

= O(1)

n+mn∑

ν=n+1

ν−
1
2

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣

π
n+mn∫

0

(
sin

t

2

)2α+1

dt



� � � - ���2� - ������
ã��"f����$B���m"	��� - 
��1 #"��'�
!��

� - � � -3-

= O(1)

n+mn∑

ν=n+1

ν−
1
2

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣

π
n+mn∫

0

tα+
1
2 dt = O(1)

n+mn∑

ν=n+1

ν−
1
2

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣(n+mn)

α− 3
2

= O(1)
1

mn

n+mn∑

ν=n+1

ν−
1
2

∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣

√
ν

= o(1), n→ ∞,

(36)

¿�¾�ÎxÎ'¾�Î Ú Ê�ß�Ì�¾ Ú À2Ê ¿�Â�Ê�½2Â�Û,Â -'á ñ©Ç	Ã>ë ��ï

lim
n→∞

∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣

√
ν

= 0. (37)

N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛòÇ	À	¿�Â�ß�½¤¾�Ì

C =

π∫

π− π
n+mn

∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n+1

a
(α,− 1

2
)

ν (f)P
(α,− 1

2
)

ν (cos t)

∣∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

6

n+mn∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣

π∫

π− π
n+mn

∣∣∣P (α,− 1
2
)

ν (cos t)
∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

= O(1)

n+mn∑

ν=n+1

ν−
1
2

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣

π∫

π− π
n+mn

tα+
1
2 dt

= O(1)
1

mn

n+mn∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣

√
ν

= o(1), n→ ∞.

(38)

RUÌ2ÝxÊ�Ò2Â�À	Î	ÇxÇ	À	¿�Â�ß�½¤¾�Ì�¾
B
½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛðÓ�Á1½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â

Jn(x) =

n+mn∑

ν=n+1

a
(α,− 1

2
)

ν (f)P
(α,− 1

2
)

ν (x)

=
n+mn∑

ν=n+1

a
(α,− 1

2
)

ν (f)

(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

)
(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

)P (α,− 1
2
)

ν (x).

MZ½2Â�Ê�¼�½¤¾�Ã�Ê�Ó#¾�À	Ç2Â!eK¼�Â�Ì2Ý«Å�¾�Â�¿

Jn(x) =

n+mn−1∑

ν=n+1

∆
Γ
(
ν + 1

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

)
ν∑

i=0

(
2i+ α+ 1

2

)
Γ
(
i+ α+ 1

2

)

Γ
(
i+ 1

2

) P
(α,− 1

2
)

ν (x).

+a
(α,− 1

2
)

n+mn
(f)

Γ
(
n+mn + 1

2

)
(
2n+ 2mn + α+ 1

2

)
Γ
(
n+mn + α+ 1

2

)
n+mn∑

ν=0

Γ
(
ν + α+ 1

2

)
P

(α,− 1
2
)

ν (x)
(
2ν + α+ 1

2

)−1
Γ
(
ν + 1

2

)

−a(α,−
1
2
)

n+1 (f)
Γ
(
n+ 3

2

)
(
2n+ α+ 5

2

)
Γ
(
n+ α+ 3

2

)
n∑

ν=0

(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

)

Γ
(
ν + 1

2

) P
(α,− 1

2
)

ν (x).
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Jn(x) =

n+mn−1∑

ν=n+1

(
∆

Γ
(
ν + 1

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

)
)
Γ
(
ν + α+ 3

2

)

Γ
(
ν + 1

2

) P
(α+1,− 1

2
)

ν (x)

+ a
(α,− 1

2
)

n+mn

Γ
(
n+mn + α1

2

)
(
2n+ 2mn + α+ 1

2

)
Γ
(
n+mn + α+ 1

2

)P (α+1,− 1
2
)

n+mn
(x)

−a(α,−
1
2
)

n+1

n+ 1
2

2n+ α+ 5
2

P
(α+1,− 1

2
)

n (x).

(39)
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∆
Γ
(
ν + 1

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

) =
Γ
(
ν + 1

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

)

−
Γ
(
ν + 3

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν+1 (f)(
2ν + α+ 5

2

)
Γ
(
ν + α+ 3

2

) =
Γ
(
ν + 3

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)(
2ν + α+ 5

2

)
Γ
(
ν + α+ 3

2

)

+
Γ
(
ν + 1

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)(
2ν + α+ 1

2

)
Γ
(
ν + α+ 1

2

) − Γ
(
ν + 3

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)(
2ν + α+ 5

2

)
Γ
(
ν + α+ 3

2

)

=
Γ
(
ν + 3

2

)
∆a

(α,− 1
2
)

ν (f)(
2ν + α+ 5

2

)
Γ
(
ν + α+ 3

2

) + Γ
(
ν + 1

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)

Γ
(
ν + α+ 1

2

)

×
(

1

2ν + α+ 1
2

− ν + 1
2(

2ν + α+ 5
2

)(
ν + α+ 1

2

)
)

=
Γ
(
ν + 3

2

)
∆a

(α,− 1
2
)

ν (f)(
2ν + α+ 5

2

)
Γ
(
ν + α+ 3

2

)

+
Γ
(
ν + 1

2

)
a
(α,− 1

2
)

ν (f)

Γ
(
ν + α+ 1

2

) × 2(α+ 1)ν +
(
α+ 1

2

)
(α+ 2)(

2ν + α+ 1
2

)(
2ν + α+ 5

2

)(
ν + α+ 1

2

) ,

(40)
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Jn(x) =

n+mn∑

ν=n+1

a
(α,− 1

2
)

ν (f)P
(α,− 1

2
)

ν (x) =

n+mn−1∑

ν=n+1

(
ν + 1

2

)
∆a

(
α,− 1

2

)
ν (f)

2ν + α+ 5
2

P

(
α+1,− 1

2

)
ν (x)

+

n+mn−1∑

ν=n+1

a

(
α,− 1

2

)
ν (f)

2(α+ 1)ν +
(
α+ 1

2

)
(α+ 2)(

2ν + α+ 1
2

)(
2ν + α+ 5

2

) P
(
α+1,− 1

2

)
ν (x)

a

(
α,− 1

2

)
n+mn

(f)
n+mn + α+ 1

2

2n+ 2mn + α+ 1
2

P

(
α+1,− 1

2

)
n+mn

(x)− a

(
α,− 1

2

)
n+1 (f)

n+ 1
2

2n+ α+ 5
2

P

(
α+1,− 1

2

)
n (x)

=

n+mn−1∑

ν=n

(
ν + 1

2

)
∆a

(
α,− 1

2

)
ν (f)

2ν + α+ 5
2

P

(
α+1,− 1

2

)
ν (x)

n+mn−1∑

ν=n+1

a

(
α,− 1

2

)
ν+1 (f)

(2α+ 2)ν + (α+ 2)
(
α+ 1

2

)
(
2ν + α+ 1

2

)(
2ν + α+ 5

2

) P
(
α+1,− 1

2

)
ν (x)

+a

(
α,− 1

2

)
n+mn

(f)
n+mn + α+ 1

2

2n+ 2mn + α+ 1
2

P

(
α+1,− 1

2

)
n+mn

(x)− a

(
α,− 1

2

)
n+1 (f)

n+ 1
2

2n+ α+ 5
2

P

(
α+1,− 1

2

)
n (x).

(41)
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B =

π− π
n+mn∫

π
n+mn

∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n+1

a

(
α,− 1

2

)
ν (f)P

(
α,− 1

2

)
ν (cos t)

∣∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

6

n+mn−1∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν (f)
∣∣∣
π− π

n+mn∫

π
n+mn

P
(α+1,− 1

2
)

ν (cos t)

(
sin

t

2

)2α+1

dt

+

n+mn−1∑

ν=n+1

∣∣∣a(α,−
1
2
)

ν+1 (f)
∣∣∣

ν + 1

π− π
n+mn∫

π
n+mn

∣∣∣P (α+1,− 1
2
)

ν (cos t)
∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

+
∣∣∣a(α,−

1
2
)

n+mn
(f)
∣∣∣
π− π

n+mn∫

π
n+mn

∣∣∣P (α+1,− 1
2
)

n+mn
(cos t)

∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt

+
∣∣∣a
(
α,− 1

2

)
n (f)

∣∣∣
π− π

n+mn∫

π
n+mn

∣∣∣P
(
α+1,− 1

2

)
n (cos t)

∣∣∣
(
sin

t

2

)2α+1

dt.
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B = O(1)




n+mn−1∑

ν=n+1

∣∣∣∆a
(
α,− 1

2

)
ν (f)

∣∣∣
√
ν

+

∣∣∣a
(
α,− 1

2

)
n+mn

(f)
∣∣∣

√
n+mn

+
1

mn

n+mn−1∑

ν=n+1

∣∣∣∆a
(
α,− 1

2

)
ν+1 (f)

∣∣∣
√
ν + 1

+

∣∣∣a
(
α,− 1

2

)
n (f)

∣∣∣
√
n


 . (42)
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lim
n→∞

|a(α,−
1
2
)

n+mn
(f)|√

n+mn
= lim

n→∞

|a(α,−
1
2
)

n(1+mn
n

)
(f)|

√
n(1 + mn

n )
= lim

n→∞
|a(α,−

1
2
)

n (f)|√
n

,
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lim
n→∞

π− π
n+mn∫

π
n+mn

∣∣∣∣
n+mn∑

ν=n+1

a

(
α,− 1

2

)
ν (f)P

(
α,− 1

2

)
ν (cos t)

∣∣∣∣
(
sin

1

2

)2α+1

dt = 0.
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B

�Oy,{�ºQõ�ö'|¤zS{ÞG�D � ���	�
lim
n→∞

mn
n = 0,

∣∣∆a(α,−
1
2
)

n (f)
∣∣ 6 c√

n
,
� -

∥∥∥f − S

(
α,− 1

2

)
n (f)

∥∥∥
1,µ

= o(1), n→ ∞.
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n+mn−1∑

ν=n+1

∣∣∣∆a
(
α,− 1

2

)
ν (f)

∣∣∣
√
n

6 c

n+mn−1∑

ν=n+1

1

ν
= O(1) ln

n+mn

n
= o(1), n→ ∞. �

�Oy,{�ºQõ�ö'|¤zS{­?BD � ���	�
lim
n→∞

mn
n = 0,

∣∣∆a(α,−
1
2
)

n

∣∣ 6 c

n
1
2+γ

0#"��
γ > 0

* � -

∥∥∥f − S
(α,− 1

2
)

n (f)
∥∥∥
1,µ

= 0, n→ ∞.
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n+mn−1∑

ν=n+1

∣∣∣∆a
(
α,− 1

2

)
ν (f)

∣∣∣
√
n

6 c

n+mn−1∑

ν=n+1

1

νγ+1
6

c

nγ
= o(1), n→ ∞. �
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Nx�����������,��������������~��`�����������8�������������� 2������� � �1����~�~��������������������`���������������������Z�f����������� k1
� � �8� k2

� � �8����������������K�U~���������������������������������¨p������ 2�8���K�������������K�������������� Þ�������������������� 
n1
� � �K� n2

� � �K���������������K�~��� 2��¨U�f������������¢�£'���Q�������6����������������~��8�����K�����������������1��~������������1������� � �����,����~�����§�~,������������ 	�Z��������������������������������Z�«~��� ¤�]�f������������¢��,��������~���¡�¬ò�����������!�����Q�����U�����>~����������
k1 = k

§
n1 = 2k

§
k2 = 3k

§
n2 = 4k

§
k ∈ N.

�,���©������ x������������������~���§������`�O�����������������O������������~��������������,����~��!~�������������¨�§��O����¦Q�� 
~����������¤��� � �����,����~���¡6����~�~��������������������Q��������~����S���f��~������������6��� � �����,����~�����¨�§�~B������������ 	����������������~ ����������������S���� ¤��������¢
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IK¼�â]¾�ÝãÈ2Ê Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Î'¾]Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç�Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�Ê>Ó�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý�ÑO×�À	Î	Ò	Ç2Ê�À¤¾�Ì�¾!È	½	Ç	À¤¾�Å	Ì¤Â�ä]Ç	¿
cKá	e!á2c�Û,Ê�Ì2Ý'Î	×�ëíì�ï�á2I`À¤¾!Ý'Ó�Ç'Ì�¾ Ú Õ>Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	Ç2Â�ÛÄÃ�¾�Å�¾�Æ	ÇxÊ©À¤¾�Ç'Ì2×�Æ	å!Ç'Ö«Î	Ó#¾�Å2½¤¾�¿�×�½	À	Á8ÖxÑUÊ�½2Û6×#à
Ì�¾�Ö>cKá�qÜá�VZÇ	Î�Ê�Ì2Õ Ú Î�Ê�ß�Ê ë ñ�ï�é�Î�Ê�¿�Ê�½¤¾�Ý]Ó Ú Ó�Ê�ÍnÊ�Æ2Â�½2Â�Å2ÕUÓ�Ê�Ã�À	Ç	Î'Ì�¾KÀ¤¾ZÊ Ú À2Ê�Ó�Â8Ç'Å¤Â�Ù>e!á�V]á�XOÊ�Ì¤Û,Ê�à
ß�Ê�½2Ê�Ó#¾'á�j�¾�Å�¾�Æ¤¾>Ê�¼]Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ÛòÓ�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ç�È2Ê]À2Â�¿�Ê�Æ	À2Ê]Ã�¾�Å�¾�À	À2Ê�ÙÞÇ	À2ÑUÊ�½2ÛQ¾�Ò	Ç	Ç�¼�Á8Ì�¾
È2Ê Ú ¿�¾�Ó�Ì¤Â�À¤¾­Ó�½¤¾�¼�Ê�¿�Â­ë ��ï�á6aØÅ�¾�À	À2Ê�ÙÄ½¤¾�¼�Ê�¿�Â«Ç	Ã�×�Æ¤¾�Â�¿ Ú ÝÜÃ�¾�Å�¾�Æ¤¾­Ê�Å2À2Ê�Ó�½2Â�Û,Â�À	À2Ê�ß�Ê�Ó�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�à
Ì¤Â�À	Ç	ÝÔÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	Á8ÖLÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù

k1
à ß�ÊçÇ

k2
à ß�ÊçÈ2Ê�½#Ý�Å2Î�Ê�ÓòÓ Ú ½2Â�Å2À2Â�Î	Ó#¾�Å2½¤¾�¿�Ç	Æ	À2Ê�ÙbÀ2Ê�½2Û,Â­È2Ê

À2Â�¿�Ê�Æ	À2Ê©Ã�¾�Å�¾�À	À	ÁkÛçÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	ÁkÛ
n1
à ß�ÊpÇ

n2
à ß�ÊpÈ2Ê�½#Ý�Å2Î�Ê�Ó>Ç Ú ¾�Û,Ê�ÙxÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç�á�NSÂ�å©Â�À	Ç2ÂZÈ	½	Ç'à

Ó�Ê�Å2Ç	¿ Ú ÝòÈ	½	ÇðÀ2Â�Î�Ê�¿�Ê�½	Á8Öð× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý�ÖðÀ¤¾­È2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Ç�é Ú Î�Ê�¿�Ê�½	ÁkÛ6ÇòÃ�¾�Å�¾�À	ÁæÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	ÁkÂÞÇ
Ú ¾�ÛQ¾>ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�á¤MOÊ�Ì2À2Ê Ú ¿�Õ�ÍÉÃ�¾�Å�¾�Æ¤¾ ½2Â�å©Â�À¤¾©Å	Ì2Ý Ú Ì2×�Æ¤¾�Ý k1 = k

é
n1 = 2k

é
k2 = 3k

é
n2 = 4k

é
k ∈ N.

VU¾�ÛØÈ2Ê�Î'¾�Ã�¾�Ì Ú ÝðÐ�¿�Ê�¿ Ú Ì2×�Æ¤¾�ÙÄÇ	À	¿�Â�½2Â Ú Â�Àð¿�Â�Û1é6Æ	¿�Ê­Ó�Ã�¾�Å�¾�Æ¤¾�ÖçÓ�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÝòÈ	½2Ê�à
Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	Á8ÖãÈ	½	ÇxÃ�¾�Å�¾�À	Ç	ÇãÈ2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�ÇÞÓ Ú ½2Â�Å2À2Â�Î	Ó#¾�Å2½¤¾�¿�Ç	Æ	À2Ê�Ù­À2Ê�½2Û,ÂZÀ2ÂZÓ Ú ¿�½2Â�Æ¤¾�Ì Ú Ý Ú Ì2×�Æ¤¾�Ù�é
Î�Ê�ß�Å�¾Þ¼�Ê�Ì¤Â�Â>Å2Ó�×#Ö4Û6À2Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì¤Â�ÙçTp¾�ß�½¤¾�À	ä©¾ÞÊ�¿�Ì2Ç	Æ	À	ÁYÊ�¿ÞÀ	×�Ì2Ý�á�RUÌ2Ý4Ã�¾�Å�¾�À	À2Ê�ÙÜÈ2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Ç
Ó4½¤¾�Ó�À2Ê�Û,Â�½	À2Ê�ÙnÀ2Ê�½2Û,Â Ú Ç	¿�×#¾�Ò	Ç	Ý�éQÎ�Ê�ß�Å�¾mÛ6À2Ê�ß�Ê4Û6À2Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì¤Â�ÙnTp¾�ß�½¤¾�À	ä©¾mÊ�¿�Ì2Ç	Æ	À2ÊÜÊ�¿�À	×�Ì2Ý�é
Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2ÊÞ½¤¾ Ú È	½2Ê Ú ¿�½¤¾�À2Â�À � Ú Û1áQë � é�-�ï � á�N6¾�À2Â�Â>Ã�¾�Å�¾�Æ¤¾xÊ�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�ÊÞÓ�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý k à�Ê�ÙÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�Ù�ÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÇèÈ2Ê!È	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	À2Ê�ÙÞÇ	À2ÑUÊ�½2ÛQ¾�Ò	Ç	ÇxÊ Ú ¾�Û,Ê�ÙxÑO×�À	Î	Ò	Ç	ÇèÇãÂ�Â n à�Ê�ÙèÈ	½2Ê�Ç	Ã�àÓ�Ê�Å2À2Ê�ÙÞ½¤¾ Ú�Ú ÛQ¾�¿�½	Ç	Ó#¾�Ì�¾ Ú Õ«Ó>½¤¾�¼�Ê�¿�Â>ë � ï�á

A¤D��]õ�»Sô¤|¤»��]{ 
Sô¤»�	fö'z�	
N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2Û Ú Ê�¼�Ê�Ì¤Â�Ó Ú Î�Ê�ÂpÈ	½2Ê Ú ¿�½¤¾�À Ú ¿�Ó�Ê«ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù

W
n
2 (R) =

{
x(·) ∈ L2(R) : x

(n−1)(·) �dÌ¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2Ê«¾�¼ Ú Ê�Ì2ÍK¿�À2Ê]À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾ ,

x(n)(·) ∈ L2(R)
}
, n ∈ N.

û
© ü�ý�þ�ÿ `f���������Zªf¢ � ¢
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MZ× Ú ¿�Õ n0 = 0
é
n1, n2, k1, k2 ∈ N, 0 < k1 < n1 < k2 < n2.

MZ½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û1é#Æ	¿�ÊKÅ	Ì2Ý©Î'¾�ä©Å¤Ê�Ù
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç

x(·) ∈ W
n2
2 (R)

È	½	Ç2¼�Ì2Ç	ä!Â�À	À2Ê]Ç	Ã�Ó�Â Ú ¿�À	ÁËÂ�Â`È	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	ÁkÂ n1 à ß�ÊpÇ n2 à ß�ÊpÈ2Ê�½#Ý�Å2Î�Ê�Ó]ÇÚ ¾�ÛQ¾]ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�é'¿�á2Â�á'Ç	Ã�Ó�Â Ú ¿�À	ÁbÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç y0(·), y1(·) Ç y2(·) ∈ L2(R)
¿�¾�Î	Ç2Â�é2Æ	¿�Ê

‖x(nj )(·)− yj(·)‖L2(R) 6 δj , j = 0, 1, 2.

j�¾�Å�¾�Æ¤¾ Ú Ê Ú ¿�Ê�Ç	¿ãÓãÊ�Å2À2Ê�Ó�½2Â�Û,Â�À	À2Ê�ÛêÊ�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ÛËÓ�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÇmÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	Á8Ö k1 à ß�Ê«Ç
k2
à ß�Ê©È2Ê�½#Ý�Å2Î�Ê�ÓèÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç

x(·) ∈ W
n2
2 (R), 0 < k1 < n1 < k2 < n2.anÎ'¾�Æ2Â Ú ¿�Ó�Â!Û,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó Ó�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÝÞ½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛðÓ Ú Â�Ó�Ê�Ã�Û,Ê�ä]À	ÁkÂ!Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç	Ý

ϕ : (L2(R))
3 → (L2(R))

2.

MOÊ�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Õ�ÍhÛ,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó ϕ ¼�×�Å¤Â�ÛÄÀ¤¾�Ã�Á1Ó#¾�¿�Õ Ó�Â�Ì2Ç	Æ	Ç	À	×

e(W n2
2 (R),K, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W
n2
2 (R), Y ∈(L2(R))3

‖x(nj )(·)−yj(·)‖L2(R)
6δj , j=0,1,2

√√√√
2∑

j=1

pj‖x(kj)(·)− ϕj(Y )(·)‖2L2(R)
,

ß�Å¤Â
K = (k1, k2)

é
δ = (δ0, δ1, δ2)

é
Y = (y0(·), y1(·), y2(·))

é
ϕ = (ϕ1(Y ), ϕ2(Y ))

áOj¤Å¤Â Ú Õ
p = (p1, p2)

é
p1, p2 > 0

�uÓ�Â Ú Ê�Ó�ÁkÂÞÎ�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�ÁUé�Ó#¾�½	Õ�Ç	½	×�ÝðÎ�Ê�¿�Ê�½	ÁkÂ­Û,Ê�ä]À2ÊÜÊ�¿�Å�¾�Ó#¾�¿�Õ
È	½2Â�Å2È2Ê�Æ	¿�Â�À	Ç2Âp¼�Ê�Ì¤Â�ÂU¿�Ê�Æ	À2Ê�Û6×èÓ�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÍhÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�Ù�Î'¾�Î�Ê�ß�Ê�à Ì2Ç2¼�Ê È2Ê�½#Ý�Å2Î'¾'á

MOÊ�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Õ�ÍhÊ�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�Ê>Ó�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý�À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú ÝxÓ�Â�Ì2Ç	Æ	Ç	À¤¾

E(W n2
2 (R),K, δ) = inf

ϕ : (L2(R))3→(L2(R))2
e(W n2

2 (R),K, δ, ϕ).

q�Â�¿�Ê�Å2Á
ϕ̂
é�À¤¾UÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö«Å¤Ê Ú ¿�Ç	ß�¾�Â�¿ Ú ÝxÀ	Ç	ä]À	Ý'Ý«ß�½¤¾�À	Õ2é'¼�×�Å¤Â�ÛÜÀ¤¾�Ã�Á1Ó#¾�¿�Õ>Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	ÁkÛ6ÇÞÛ,Â�¿�Ê�à

Å�¾�Û6Ç�á

4 D��]õ�»Sô¤|¤»��]{ �S{�ù09�y 7'ö�÷	ö �

��{#ô �S{��K÷ðA¤D � ���	�
δ1 > δ

n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0

* 0 -�� "f��
!$ - ����� - 0B���2�����	��$ -���- 
 - ��������$ - 
��B��$	�	�è"���
�$��

E
(
W

n2
2 (R),K, δ

)
=

√
λ̂0δ20 + λ̂2δ22 , (1)

� �f�

λ̂0 = p1

(
δ2
δ0

)2k1/n2
(
1− k1

n2

)
+ p2

(
δ2
δ0

)2k2/n2
(
1− k2

n2

)
,

λ̂2 = p1
k1
n2

(
δ2
δ0

)2(k1/n2−1)

+ p2
k2
n2

(
δ2
δ0

)2(k2/n2−1)

.

� ��� - �
ϕ̂ = (ϕ̂1(Y ), ϕ̂2(Y ))

����� - � * ��� - � ��- 0#"f� - � "���
 - 
���$	�B� �1 #"��'�

Fϕ̂s(Y ) = (iξ)ks (1− αs(ξ))Fy0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)Fy2(ξ), s = 1, 2,

� �f�

αs(ξ) =

λ̂2ξ
2n2 + θs(ξ)|ξ|n2

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ2n2 − p1ξ2k1 − p2ξ2k2

)

λ̂0 + λ̂2ξ2n2
,



� ñ ;S$� ������ 587 � 7

�
θs(·) !

0#" - �2
�
 - �	��$	/Z� �  	$	�	�	�	�ã�2

L∞(R),

 �� - 
��B����
 - "	�
���!�B�k 2��� - 
��	�

p1ξ
2k1θ21(ξ) + p2ξ

2k2θ22(ξ) 6 1,
�'
��	�������"� - 0B���2�����	��$	/k� 7

MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

W =
√
p21δ

2
0 + 2p1p2δ21 + p22δ

2
2 ,

λ̂0 =





1
4

√
δ2
δ0

(
3p1 + p2

δ2
δ0

)
, δ1 >

√
δ0δ2,

p21δ1
2W , δ1 6

√
δ0δ2,

λ̂1 =





0, δ1 >
√
δ0δ2,

p22W
2+2p1p2δ21
2δ1W

, δ1 6
√
δ0δ2,

λ̂2 =





1
4

√
δ0
δ2

(
p1

δ0
δ2

+ 3p2

)
, δ1 >

√
δ0δ2,

p22δ1
2W , δ1 6

√
δ0δ2.

��{#ô �S{��K÷ 4 D �` 2�����
k ∈ N, k1 = k

*
n1 = 2k

*
k2 = 3k

*
n2 = 4k

7f+�-�� ���

E(W 4
2 (R),K, δ) =





4
√
δ0δ2

√
p1δ0 + p2δ2, δ1 >

√
δ0δ2,

√
δ1W, δ1 6

√
δ0δ2.

� ��� - �
ϕ̂ = (ϕ̂1(Y ), ϕ̂2(Y ))

����� - � * ��� - � ��- 0#"f� - � "���
 - 
���$	�B� �1 #"��'�

Fϕ̂s(Y ) =

2∑

j=0

αs
j(ξ)Fyj(ξ), s = 1, 2,

� �f�
αs
j(·) !

�	� � /Z� �  	$	�	�	�	�ã�2

L∞(R),

 �� - 
��B����
 - "	�
���!�B�K
ã���� ��#���
δ1 >

√
δ0δ2

 2��� - 
��	�	�

αs
0(ξ) = (iξ)(2s−1)k(·)

λ̂0 − θs(ξ)ξ
4k

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ8k − p1ξ2k − p2ξ6k

)

λ̂0 + λ̂2ξ8k
,

αs
1(ξ) = 0,

αs
2(ξ) = (iξ)(2s−5)k(·)

λ̂2ξ
8k + θs(ξ)ξ

4k

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ8k − p1ξ2k − p2ξ6k

)

λ̂0 + λ̂2ξ8k
,

s = 1, 2
* �

θs(·) !
0#" - �2
�
 - �	��$	/Z� �  	$	�	�	�	�ã�2


L∞(R),
 �� - 
��B����
 - "	�
���!�B�k 2��� - 
��	�

p1ξ
2kθ21(ξ) + p2ξ

6kθ22(ξ) 6 1,

ã���� ��#���

δ1 <
√
δ0δ2

 2��� - 
��	�	�




∑2
j=0(iξ)

2kjαs
j(ξ) = (iξ)(2s−1)k, s = 1, 2,

p1

(∑2
j=0

|α1
j (ξ)|2

λ̂j

)
+ p2

(∑2
j=0

|α2
j (ξ)|2

λ̂j

)
6 1,

�'
��	�������"� - 0B���2�����	��$	/k� 7
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c�À¤¾�Æ¤¾�Ì�¾U½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2Û4Ã�¾�Å�¾�Æ	×>Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�ÊpÓ�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý«È	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	Á8Ö k1 à ß�ÊOÇ k2 à ß�ÊÈ2Ê�½#Ý�Å2Î�Ê�Ó Ó Ê�¼�â©Â�ÛçÓ�Ç'Å¤Â�á'R!Ê�Î'¾�ä!Â�Û1é2Æ	¿�Ê]Ç2Û,Â�Â�¿ Û,Â Ú ¿�Ê]À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê

E
(
W

n2
2 (R),K, δ

)
> sup

x(·)∈W
n2
2 (R),

‖x(nj )(·)‖L2(R)
6δj , j=0,1,2

√√√√
2∑

j=1

pj‖x(kj)(·)‖2L2(R)
. (2)

RUÌ2ÝUÌ2ÍZ¼�Ê�Ù©ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
x(·) ∈ W

n2
2 (R)

¿�¾�Î�Ê�Ù�é�Æ	¿�Ê`Ó�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	Áç× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý ‖x(nj)(·)‖L2(R) 6 δj
é

j = 0, 1, 2
é2ÇãÅ	Ì2Ý«Ì2ÍZ¼�Ê�ß�Ê>Û,Â�¿�Ê�Å�¾

ϕ
Ç2Û,Â�Â�Û

2
(
p1‖x(k1)(·)‖2L2(R)

+ p2‖x(k2)(·)‖2L2(R)

)1/2

=
(
p1‖x(k1)(·)−(−x)(k1)(·)+ϕ(0)−ϕ(0)‖2L2(R)

+p2‖x(k2)(·)−(−x)(k2)(·)+ϕ(0)−ϕ(0)‖2L2(R)

)1/2

6

(
p1‖x(k1)(·)− ϕ(0)‖2L2(R)

+ p2‖x(k2)(·)− ϕ(0)‖2L2(R)

)1/2

+
(
p1‖(−x)(k2)(·)− ϕ(0)‖2L2(R)

+ p2‖(−x)(k2)(·)− ϕ(0)‖2L2(R)

)1/2
6 2e(W n2

2 (R),K, δ, ϕ),

¿�á2Â�áíé�Å	Ì2ÝèÌ2ÍZ¼�Ê�ß�Ê>Û,Â�¿�Ê�Å�¾
ϕ
Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú Ý

e(W n2
2 (R),K, δ, ϕ) > sup

x(·)∈W
n2
2 (R),

‖x(nj )(·)‖L2(R)
6δj , j=0,1,2

√√√√
2∑

j=1

pj‖x(kj)(·)‖2L2(R)
.

I`¿ Ú Í8Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿ À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê;� ñ � á
[�¿�ÊÜÊ�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿�é8Æ	¿�ÊmÈ2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�ÕÄÊ�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�ÊçÓ�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÝÔÀ2Â�Û,Â�À	Õ�å©ÂÞÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ý

Ð�Î Ú ¿�½2Â�ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�Ù�Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç

√
p1‖x(k1)(·)‖2L2(R)

+ p2‖x(k2)(·)‖2L2(R)
→ max,

‖x(nj)(·)‖L2(R) 6 δj , j = 0, 1, 2.
(3)

MOÂ�½2Â�Ù'Å¤Â�ÛçÎ«Î	Ó#¾�Å2½¤¾�¿�× Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç ��� � Ç«Ã�¾�È	Ç	å©Â�ÛçÂ�Â`Ó©Ê�¼�½¤¾�Ã�¾�Öx\p×�½	Õ�Â�á'MOÊp¿�Â�Ê�½2Â�Û,ÂZMKÌ�¾�À	å©Â�à
½2Â�Ì2ÝãÇ2Û,Â�Â�Û

‖x(m)(ξ)‖2L2(R)
=

1

2π
‖Fx(m))(ξ)‖2L2(R)

=
1

2π
‖(iξ)m(Fx)(ξ)‖2L2(R)

=
1

2π

∫

R

ξ2m|(Fx)(ξ)|2 dξ.

_fÂ�Û Ú ¾�Û6ÁkÛ1é2È	½	Ç'Ö#Ê�Å2Ç2ÛðÎ Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ©Â�ÙxÃ�¾�Å�¾�Æ2Â32

1

2π

∫

R

(p1ξ
2k1 + p2ξ

2k2)|(Fx)(ξ)|2 dξ → max,

1

2π

∫

R

ξ2nj |(Fx)(ξ)|2 dξ 6 δ2j , j = 0, 1, 2.

(4)
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 �,MZ× Ú ¿�Õ δ1 > δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0 .
MOÊ�Î'¾�ä!Â�Û1éQÆ	¿�Ê­È2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Õ

Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�Ê«Ó�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý­À2ÂpÛ,Â�À	Õ�å©ÂUÓ�Â�Ì2Ç	Æ	Ç	À	Á λ̂0δ
2
0 + λ̂2δ

2
2 .
N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛÔÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�à

¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Õ«ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù xm(·) é'Å	Ì2ÝãÎ�Ê�¿�Ê�½2Ê�Ù

(Fxm)(ξ) =

{
D(m), ξ ∈ [ξ0 − 1

m ; ξ0],

0, ξ /∈ [ξ0 − 1
m ; ξ0],

ß�Å¤Â
ξ0 =

(
δ2
δ0

) 1
n2
é
D(m) = δ0

√
2πm

á	_S¾�ÎxÎ'¾�Î

1

2π

∫

R

∣∣(Fxm)(ξ)
∣∣2 dξ = 1

2π

ξ0∫

ξ0− 1
m

D2(m) dξ 6
1

2πm
D2(m) = δ20 ,

Ç�é	×�Æ	Ç	¿�Á1Ó#¾�Ýã× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â δ1 > δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0

é'Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý'ÍK¿ Ú Ý Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ý

1

2π

∫

R

ξ2n1
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ = 1

2π

ξ0∫

ξ0− 1
m

ξ2n1D2(m) dξ 6
D2(m)

2πm
ξ2n1
0 6 δ21 ,

1

2π

∫

R

ξ2n2
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ 6 D2(m)

2πm
ξ2n2
0 = δ22 ,

¿�Ê È2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�ÕxÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù xm(·) Å¤Ê�È	× Ú ¿�Ç2ÛQ¾ Ó«Ã�¾�Å�¾�Æ2Â � �	� áBj�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2Â!Ð�¿�Ê�Ù�Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç­À2ÂÛ,Â�À2Â�ÂOÓ�Â�Ì2Ç	Æ	Ç	À	Á 2

1

2π
p1

∫

R

ξ2k1
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ + 1

2π
p2

∫

R

ξ2k2
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ

=
D2(m)

2π

ξ0∫

ξ0− 1
m

(
p1ξ

2k1 + p2ξ
2k2

)
dξ > δ20

(
p1

(
ξ0 −

1

m

)2k1

+ p2

(
ξ0 −

1

m

)2k2
)
.

MZ½	Ç
m→ ∞ Ó�Â�Ì2Ç	Æ	Ç	À¤¾'é Ú ¿�Ê�Ý'â]¾�ÝãÓ>È	½¤¾�Ó�Ê�ÙxÆ¤¾ Ú ¿�Ç�é Ú ¿�½2Â�Û6Ç	¿ Ú ÝÞÎãÓ�Â�Ì2Ç	Æ	Ç	À2Â

Q = δ20


p1

(
δ2
δ0

)2
k1
n2

+ p2

(
δ2
δ0

)2
k2
n2


 = λ̂0δ

2
0 + λ̂2δ

2
2

È	½	Ç

λ̂0 = p1

(
δ2
δ0

)2
k1
n2

(
1− k1

n2

)
+ p2

(
δ2
δ0

)2
k2
n2

(
1− k2

n2

)
,

λ̂2 = p1
k1
n2

(
δ2
δ0

)2
k1−n2

n2

+ p2
k2
n2

(
δ2
δ0

)2
k2−n2

n2

,

(5)

¿�á2Â�á	Ó Ú Ì2×�Æ¤¾�Â δ1 > δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0

È2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Õ«Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�Ê>Ó�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý

E(W n2
2 (R),K, δ) >

√
λ̂0δ20 + λ̂2δ22 .
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j�¾�Ù2Û,Â�Û Ú ÝxÈ2Ê Ú ¿�½2Ê�Â�À	Ç2Â�ÛòÊ�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	Á8ÖxÛ,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó2áBI`È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	ÁkÂpÛ,Â�¿�Ê�Å2ÁêÓ>Ê�¼�â©Â�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â
¼�×�Å¤Â�ÛÔÇ Ú Î'¾�¿�Õ Ú ½2Â�Å2ÇmÛ,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó ϕ̂(Y ) = (ϕ̂1(Y ), ϕ̂2(Y ))

Ó�Ç'Å�¾
ϕ̂s(Y (·)) = Λs

0y0(·) + Λs
1y1(·) +

Λs
2y2(·)

é#ß�Å¤Â
Λs
j : L2(R) → L2(R)

é
j = 0, 1, 2

é
s = 1, 2

�ØÌ2Ç	À2Â�Ù	À	ÁkÂ`À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	ÁkÂZÊ�È2Â�½¤¾�¿�Ê�½	ÁUé
Å¤Â�Ù Ú ¿�Ó�Ç2ÂUÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8ÖãÓ Ê�¼�½¤¾�Ã�¾�Ö�\p×�½	Õ�ÂZÇ2Û,Â�Â�¿>Ó�Ç'Å 2

F (Λs
jyj)(·) = αs

j(·)(Fyj)(·), j = 0, 1, 2, s = 1, 2,

ß�Å¤Â
αs
j(·) ∈ L∞(R).RUÌ2ÝÞÊ�Ò2Â�À	Î	Ç­Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�Ù­È2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Ç�Å	Ì2ÝÞÑOÇ	Î Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	Á8Ö yj(·) ∈ L2(R)

é
j = 0, 1, 2

é
s = 1, 2

é	½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛòÐ�Î Ú ¿�½2Â�ÛQ¾�Ì2Õ�À	×�ÍÉÃ�¾�Å�¾�Æ	×

2∑

s=1

(
ps‖x(ks)(·)−

2∑

j=0

Λs
jyj(·)‖2L2(R)

)
→ max,

‖x(nj )(·)− yj(·)‖2L2(R)
6 δ2j , j = 0, 1, 2, s = 1, 2.

MOÂ�½2Â�È	Ç	å©Â�ÛðÐ�¿�×«Ã�¾�Å�¾�Æ	×èÓ>Ê�¼�½¤¾�Ã�¾�Ö�\p×�½	Õ�Â

1

2π

2∑

s=1

(
ps

∫

R

∣∣∣∣(iξ)ksFx(ξ)−
2∑

j=0

αs
j(ξ)Fyj(ξ)

∣∣∣∣
2

dξ

)
→ max,

1

2π

∫

R

∣∣(iξ)njFx(ξ)− Fyj(ξ)
∣∣2dξ 6 δ2j , j = 0, 1, 2.

(6)

MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

zj(ξ) = (iξ)njFx(ξ)− Fyj(ξ), j = 0, 1, 2.

j�¾�Å�¾�Æ¤¾ � � � È	½	Ç2Û,Â�¿ Ó�Ç'Å

1

2π

2∑

s=1

(
ps

∫

R

∣∣∣∣(iξ)ksFx(ξ)−
2∑

j=0

αs
j(ξ)(iξ)

njFx(ξ) +

2∑

j=0

αs
j(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣
2

dξ

)
→ max,

1

2π

∫

R

∣∣zj(ξ)
∣∣2 dξ 6 δ2j , j = 0, 1, 2.

(7)

a Ú Ì2×�Æ¤¾�Â δ1 > δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0

È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

αs
0(ξ) = (iξ)ks (1− αs(ξ)) , αs

1(ξ) = 0, αs
2(ξ) = (iξ)ks−n2αs(ξ), s = 1, 2.

j�¾�Å�¾�Æ¤¾ � / � È2Â�½2Â�È	Ç	å©Â�¿ Ú ÝÞÓ]Ó�Ç'Å¤Â

1

2π

2∑

s=1

(
ps

∫

R

∣∣∣(iξ)ks (1− αs(ξ)) z0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)z2(ξ)
∣∣∣
2
dξ

)
→ max,

1

2π

∫

R

∣∣zj(ξ)
∣∣2 dξ 6 δ2j , j = 0, 1, 2.



� � ;S$� ������ 587 � 7
I`Ò2Â�À	Ç2ÛðÈ2Ê�Å2Á1À	¿�Â�ß�½¤¾�Ì2Õ�À	ÁkÂ!ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç Ú È2Ê�Û,Ê�â!Õ�ÍØÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾>XOÊ�å!Ç�� J�×�À	Ý'Î�Ê�Ó Ú Î�Ê�ß�Ê 2

∣∣∣(iξ)ks (1− αs(ξ)) z0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)z2(ξ)
∣∣∣
2

= ξ2ks

∣∣∣∣∣∣
1− αs(ξ)√

λ̂0

√
λ̂0(·)z0(ξ) +

(iξ)−n2αs(ξ)√
λ̂2

√
λ̂2(·)z2(ξ)

∣∣∣∣∣∣

2

6 ξ2ks

(
|1− αs(ξ)|2

λ̂0
+

|αs(ξ)|2

λ̂2ξ2n2

)(
λ̂0 |z0(ξ)|2 + λ̂2 |z2(ξ)|2

)
, s = 1, 2.

_fÊ�ß�Å�¾

1

2π

2∑

s=1

(
ps

∫

R

∣∣∣(iξ)ks (1− αs(ξ)) z0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)z2(ξ)
∣∣∣
2
dξ

)

6
1

2π

2∑

s=1

(
ps

∫

R

ξ2ks

(
|1− αs(ξ)|2

λ̂0
+

|αs(ξ)|2

λ̂2ξ2n2

)(
λ̂0 |z0(ξ)|2 + λ̂2 |z2(ξ)|2

)
dξ

)
.

P Ú Ì2ÇxÓ�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú ÝÞ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â

2∑

s=1

ξ2ksps

(
|1− αs(ξ)|2

λ̂0
+

|αs(ξ)|2

λ̂2ξ2n2

)
6 1, (8)

¿�Ê Ú È	½¤¾�Ó�Â�Å	Ì2Ç	Ó�Ê>À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê

1

2π

2∑

s=1

ps

∫

R

∣∣∣(iξ)ks (1− αs(ξ)) z0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)z2(ξ)
∣∣∣
2
dξ 6 λ̂0δ

2
0 + λ̂2δ

2
2 ,

¿�á�Â�á�Ê�Ò2Â�À	Î'¾ Ú Ó�Â�½�Ö'× Ú Ê�Ó�È¤¾�Å�¾�Â�¿ Ú Ê�Ò2Â�À	Î�Ê�Ù Ú À	Ç	Ã�×�é�Æ	¿�ÊUÊ�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿!Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Õ!Û,Â�¿�Ê�Å�¾'á#MOÊ�Î'¾�à
ä!Â�Û1é#Æ	¿�ÊUÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê©Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	Á8Ö«Û,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó!À2ÂkÈ	× Ú ¿�Ê	á#WZÃk× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý ��� � À¤¾�Ù'Å¤Â�ÛÜÊ�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	Ç	Ý
À¤¾

αs(ξ)
ÇãÈ2Ê Ú ¿�½2Ê�Ç2ÛðÝ'Ó�À2Ê©Î'¾�Î�Ê�Ù'à Ì2Ç2¼�Ê«Ç	ÃUÛ,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó2á

2∑

s=1

ξ2ksps

(
|1− αs(ξ)|2

λ̂0
+

|αs(ξ)|2

λ̂2ξ2n2

)

=
λ̂0 + λ̂2ξ

2n2

λ̂0λ̂2
·

2∑

s=1

ξ2(ks−n2)ps

∣∣∣∣∣αs(ξ)−
λ̂2ξ

2n2

λ̂0 + λ̂2ξ2n2

∣∣∣∣∣

2

+

2∑
s=1

psξ
2ks

λ̂0 + λ̂2ξ2n2
6 1,

2∑

s=1

ξ2(ks−n2)ps

∣∣∣∣∣αs(ξ)−
λ̂2ξ

2n2

λ̂0 + λ̂2ξ2n2

∣∣∣∣∣

2

6
λ̂0λ̂2(

λ̂0 + λ̂2ξ2n2

)2 ·
(
λ̂0 + λ̂2ξ

2n2 −
2∑

s=1

psξ
2ks

)
.

N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛnÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í

g(ξ) = −p1ξ2k1 − p2ξ
2k2 + λ̂0 + λ̂2ξ

2n2 , ξ > 0,

ÇxÈ¤¾�½¤¾�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â Ú Î	Ç�Ã�¾�Å�¾�À	À	×�ÍbÎ	½	Ç	Ó�×�Í � Ú Û1á	½	Ç Ú á�ì � 2
{
x = ξ2n2 ,

y = p1ξ
2k1 + p2ξ

2k2 .
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Y

X

y(x0)

x0

y = p1x
k1
n2 + p2x

k2
n2

y = λ̂0 + λ̂2x

���	µ����
VOÂ�¿�½	×�Å2À2ÊðÓ�Ç'Å¤Â�¿�Õ2é`Æ	¿�ÊòÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

y(x) = p1x
k1/n2 + p2x

k2/n2
Ó�Ê�Ã�½¤¾ Ú ¿�¾�Â�¿ÔÇLÓ�Ê�ß�À	×�¿�¾ðÈ	½	Ç

x ∈ [0,+∞)
á�a Ú Ç'Ì2×UÓ�Ê�ß�À	×�¿�Ê Ú ¿�Ç>ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç!Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú Ý©À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê y 6 ỹ,

ß�Å¤Â
ỹ = kx+b

�
Î'¾ Ú ¾�¿�Â�Ì2Õ�À¤¾�ÝØÎØß�½¤¾�ÑOÇ	Î	×êÓ�Ê�ß�À	×�¿�Ê�ÙÉÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç y(x)

ÓÔÀ2Â�Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�ÙÉ¿�Ê�Æ	Î�Â
x0 > 0

áZMOÊ Ú ¿�½2Ê�à
Ç2Û Î'¾ Ú ¾�¿�Â�Ì2Õ�À	×�Í Óê¿�Ê�Æ	Î�Â

x0 =
(
δ2
δ0

)2 ápj�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	ÝdÎ�Ê�Ð�ÑUÑOÇ	Ò	Ç2Â�À	¿�Ê�ÓLÎ'¾ Ú ¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�ÙY½¤¾�Ó�À	Á

k = y′(x0) = λ̂2
é
b = ỹ(0) = λ̂0

á���½¤¾�ÑOÇ	ÎÄÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
y(x) = p1x

k1/n2 + p2x
k2/n2

½¤¾ Ú È2Ê�Ì¤Ê�à
ä!Â�ÀxÀ	Ç	ä!ÂUÈ	½#Ý	Û,Ê�Ù

y 6 ỹ = λ̂0 + λ̂2x.
[�¿�Ê>Ê�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿�é¤Æ	¿�Ê

g(ξ) > 0
é'¿�á2Â�á

λ̂0 + λ̂2ξ
2n2 −

2∑

s=1

psξ
2ks > 0.

MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

αs(ξ) =

λ̂2ξ
2n2 + θs(ξ)|ξ|n2

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ2n2 − p1ξ2k1 − p2ξ2k2

)

λ̂0 + λ̂2ξ2n2
.

_fÊ�ß�Å�¾Ä× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â+��� � Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú ÝêÈ	½	ÇêÓ Ú Â�Ö θs(ξ) ∈ L∞(R)
é
s = 1, 2,

×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý'ÍKâ!Ç'Ö
× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Í

p1ξ
2k1θ21(ξ) + p2ξ

2k2θ22(ξ) 6 1,

Ó]Æ¤¾ Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç�é2È	½	Ç θ1(ξ) = θ2(ξ) = 0. BMOÂ�½2Â�Ù'Å¤Â�ÛðÎ ��������� � 	 �	���
	 	���� 	 ����
�� �
� A��¤MZ× Ú ¿�Õ k1 = k
é
n1 = 2k

é
k2 = 3k

é
n2 = 4k

é
k ∈ N.

a Ú Ì2×�Æ¤¾�Â δ1 >
√
δ0δ2

×�¿�Ó�Â�½#ä©Å¤Â�À	Ç2ÂU¿�Â�Ê�½2Â�Û6ÁØñ!Ó�Á1¿�Â�Î'¾�Â�¿ Ç	ÃU¿�Â�Ê�½2Â�Û6Ádì�á
MZ× Ú ¿�Õ

δ1 <
√
δ0δ2. (9)

MOÊ�Î'¾�ä!Â�Û1éfÆ	¿�ÊãÓãÐ�¿�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â]È2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Õ�Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�ÊÞÓ�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÝmÀ2Â>Û,Â�À	Õ�å©Â]Ó�Â�à
Ì2Ç	Æ	Ç	À	Á √

δ1W.
MZ× Ú ¿�Õ

∆0 =
δ20
δ21
, ∆2 =

δ22
δ21
, P =

p21
p22
,

ξ0 =

(
∆2 + P∆0 −

√
(∆2 + P∆0)2 − 4P

2

)1/k

=

(
p21δ

2
0 + p22δ

2
2 −

√
(p21δ

2
0 + p22δ

2
2)

2 − 4p21p
2
2δ

4
1

2p22δ
2
1

) 1
4k

,

(10)
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ξ1 =

(
∆2 + P∆0 +

√
(∆2 + P∆0)2 − 4P

2

)1/k

=

(
p21δ

2
0 + p22δ

2
2 +

√
(p21δ

2
0 + p22δ

2
2)

2 − 4p21p
2
2δ

4
1

2p22δ
2
1

) 1
4k

,

(11)

D1(m) =

√
2πm

δ20ξ
4k
1 − δ21

ξ4k1 − ξ4k0
, D2(m) =

√
2πm

δ21 − δ20ξ
4k
0

ξ4k1 − ξ4k0
.

MOÊ�Å2Î�Ê�½2Â�À	À2Ê�Â!Ó�Á1½¤¾�ä!Â�À	Ç2ÂpÓ>½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾�Ö*��ì�	 � Ç*��ì�ì � È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é�¿�¾�ÎÞÎ'¾�ÎÞÇ	Ã1��� � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é
Æ	¿�Ê

∆0∆2 > 1
é'Ç�é Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é

∆2 + P∆0 > 2
√
∆2P∆0 > 2

√
P .

_fÂ�Û Ú ¾�Û6ÁkÛçÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À2Ê	é2Æ	¿�Ê ξ0 < ξ1
á

MOÊ�Î'¾�ä!Â�Û1é¤Æ	¿�Ê
δ20ξ

4k
1 − δ21

ξ4k1 − ξ4k0
> 0.

RUÌ2Ý©Ð�¿�Ê�ß�Ê`Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2ÊOÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Õ2é�Æ	¿�Ê δ20ξ4k1 −δ21 > 0
Ç'Ì2Ç

∆0ξ
4k
1 > 1

á�[�¿�ÊZÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�ÊUÛ,Ê�ä]À2Ê
Ã�¾�È	Ç Ú ¾�¿�Õ Ó]Ó�Ç'Å¤Â

2P∆0

∆2 + P∆0 −
√
(∆2 + P∆0)2 − 4P

> 1.

RUÌ2ÝèÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó#¾>Ð�¿�Ê�ß�Ê]À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾]Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2Ê>È2Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Õ2é¤Æ	¿�Ê
√

(∆2 + P∆0)2 − 4P > ∆2 − P∆0.

P Ú Ì2Ç�È	½¤¾�Ó#¾�ÝxÆ¤¾ Ú ¿�Õ«Ð�¿�Ê�ß�Ê>À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾«Ê�¿�½	Ç	Ò¤¾�¿�Â�Ì2Õ�À¤¾'é�¿�Ê Ê�À2Ê Ê�Æ2Â�Ó�Ç'Å2À2Ê«Ó�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À2Ê	éB¾>Â Ú Ì2Ç
È	½¤¾�Ó#¾�Ý©Æ¤¾ Ú ¿�ÕOÀ2Â�Ê�¿�½	Ç	Ò¤¾�¿�Â�Ì2Õ�À¤¾'é�¿�ÊZÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�ÊOÓ�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À2ÊZÓ Ú Ç'Ì2×!Ê�Æ2Â�Ó�Ç'Å2À2Ê�ß�Ê Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ý

(∆2 + P∆0)
2 − 4P > (∆2 + P∆0)

2 − 4P∆0∆2 = (∆2 − P∆0)
2.

I Ú ¿�¾�Ì¤Ê Ú Õ«È2Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Õ2é2Æ	¿�Ê

δ21 − δ20ξ
4k
0

ξ4k1 − ξ4k0
= δ20 −

δ20ξ
4k
1 − δ21

ξ4k1 − ξ4k0
> 0.

RUÌ2Ý«Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó#¾]Ð�¿�Ê�ß�Ê]À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾!Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2Ê>×'¼�Â�Å2Ç	¿�Õ Ú ÝãÓ Ú È	½¤¾�Ó�Â�Å	Ì2Ç	Ó�Ê Ú ¿�ÇÞÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À'à
Ú ¿�Ó#¾ ∆0ξ

4
0 < 1

é	Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�ÂpÛ,Ê�ä]À2Ê]Ã�¾�È	Ç Ú ¾�¿�Õ Ó>Ó�Ç'Å¤Â

2P∆0

∆2 + P∆0 +
√
(∆2 + P∆0)2 − 4P

< 1.

R!Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó�Ê«Ð�¿�Ê�ß�Ê]À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ Ú Ó�Ê�Å2Ç	¿ Ú ÝxÎãÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ Ú ¿�Ó�×xÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾
√

(∆2 + P∆0)2 − 4P > P∆0 −∆2,

Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�ÂpÑp¾�Î	¿�Ç	Æ2Â Ú Î	Çx×�ä!ÂU¼�Á8Ì¤Ê©Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À2Ê	á
N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛòÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�ÕãÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù xm(·) é'Å	Ì2ÝãÎ�Ê�¿�Ê�½2Ê�Ù

(Fxm)(ξ) =





D1(m), ξ ∈ [ξ0 − 1
m ; ξ0],

D2(m), ξ ∈ [ξ1 − 1
m ; ξ1],

0, ξ /∈ [ξ0 − 1
m ; ξ0] ∪ [ξ1 − 1

m ; ξ1].
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MOÊ Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	×

1

2π

∫

R

∣∣(Fxm)(ξ)
∣∣2 dξ = 1

2π




ξ0∫

ξ0− 1
m

D2
1(m) dξ +

ξ1∫

ξ1− 1
m

D2
2(m) dξ


 6

D2
1(m) +D2

2(m)

2πm
= δ20 ,

1

2π

∫

R

ξ4k
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ = 1

2π




ξ0∫

ξ0− 1
m

ξ4kD2
1(m) dξ +

ξ1∫

ξ1− 1
m

ξ4kD2
2(m)




6
D2

1(m)ξ4k0 +D2
2(m)ξ4k1

2πm
=

2πm
(
δ20ξ

4k
0 ξ4k1 − δ21ξ

4k
0 + δ21ξ

4k
1 − δ20ξ

4k
0 ξ4k1

)

2πm
(
ξ4k1 − ξ4k0

) = δ21 ,

1

2π

∫

R

ξ8k
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ = 1

2π




ξ0∫

ξ0− 1
m

ξ8kD2
1(m) dξ +

ξ1∫

ξ1− 1
m

ξ8kD2
2(m)




6
D2

1(m)ξ8k0 +D2
2(m)ξ8k1

2πm
=

2πm
(
δ20ξ

8k
0 ξ4k1 − δ21ξ

8k
0 + δ21ξ

8k
1 − δ20ξ

4k
0 ξ8k1

)

2πm
(
ξ4k1 − ξ4k0

)

= δ21

(
ξ4k1 + ξ4k0

)
− δ20

p21
p22

= δ22 ,

¿�Ê>È2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�ÕÞÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù xm(·) Å¤Ê�È	× Ú ¿�Ç2ÛQ¾ Ó Ã�¾�Å�¾�Æ2Â�� �	� áBj�À¤¾�Æ2Â�À	Ç2Â!Ð�¿�Ê�Ù�Ã�¾�Å�¾�Æ	Ç­À2Â
Û,Â�À2Â�ÂOÓ�Â�Ì2Ç	Æ	Ç	À	Á

1

2π


p1

∫

R

ξ2k
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ + p2

∫

R

ξ6k
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ




=
1

2π


D2

1(m)

ξ0∫

ξ0− 1
m

(
p1ξ

2k + p2ξ
6k

)
dξ +D2

2(m)

ξ1∫

ξ1− 1
m

(
p1ξ

2k + p2ξ
6k

)
dξ




>

D2
1(m)

(
p1
(
ξ0 − 1

m

)2k
+ p2

(
ξ0 − 1

m

)6k)
+D2

2(m)
(
p1
(
ξ1 − 1

m

)2k
+ p2

(
ξ1 − 1

m

)6k)

2πm
.

MZ½	Ç
m→ ∞ Å�¾�À	À¤¾�ÝèÅ2½2Ê�¼�Õ Ú ¿�½2Â�Û6Ç	¿ Ú ÝxÎxÓ�Â�Ì2Ç	Æ	Ç	À2Â

Q =
W 2

p2
(
ξ2k0 + ξ2k1

) = δ1W = λ̂0δ
2
0 + λ̂1δ

2
1 + λ̂2δ

2
2

È	½	Çx×�Î'¾�Ã�¾�À	À	Á8ÖãÓ�Á1å©ÂOÃ�À¤¾�Æ2Â�À	Ç	Ý�Ö
ξ0
é
ξ1
Ç

λ̂0 =
p21δ1
2W

, λ̂1 =
p22W

2 + 2p1p2δ
2
1

2δ1W
, λ̂2 =

p22δ1
2W

.

_S¾�Î	Ç2ÛòÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û1é	Ó Ú Ì2×�Æ¤¾�Â δ1 <
√
δ0δ2

È2Ê�ß�½2Â�å!À2Ê Ú ¿�Õ«Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À2Ê�ß�Ê Ó�Ê Ú�Ú ¿�¾�À2Ê�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý

E
(
W

n2
2 (R),K, δ

)
>

√
λ̂0δ20 + λ̂1δ21 + λ̂2δ22 .
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MOÂ�½2Â�Ù'Å¤Â�ÛËÎ­È2Ê Ú ¿�½2Ê�Â�À	Ç	Í Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	Á8Ö4Û,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó2á�MZ½	Ç

k1 = k
é
n1 = 2k

é
k2 = 3k

é
n2 = 4k

é
k ∈ N

Ã�¾�Å�¾�Æ¤¾ � / � È	½	Ç	À	Ç2ÛQ¾�Â�¿ Ó�Ç'Å

1

2π

2∑

s=1


ps

∫

R

∣∣∣∣∣∣
(iξ)(2s−1)kFx(ξ)−

2∑

j=0

αs
j(ξ)(iξ)

2kjFx(ξ) +

2∑

j=0

αs
j(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣∣

2

dξ


→ max,

1

2π

∫

R

∣∣zj(ξ)
∣∣2dξ 6 δ2j , j = 0, 1, 2.

(12)

a Ú Ì2×�Æ¤¾�Â δ1 <
√
δ0δ2,

Ó�Ê�Ã�Õ�Û,Â�ÛL¿�¾�Î	Ç2Â
αs
j(ξ)

é
s = 1, 2,

Æ	¿�Ê�¼�ÁdÊ�À	Çm×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½#Ý�Ì2ÇÜ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Í
∑2

j=0(iξ)
2kjαs

j(ξ) = (iξ)(2s−1)k .
j�¾�Å�¾�Æ¤¾ � / � È	½	Ç	À	Ç2ÛQ¾�Â�¿ Ó�Ç'Å

1

2π

2∑

s=1


ps

∫

R

∣∣∣∣∣∣

2∑

j=0

αs
j(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣∣

2

dξ


→ max,

1

2π

∫

R

∣∣zj(ξ)
∣∣2dξ 6 δ2j , j = 0, 1, 2.

MZ½	Ç2Û,Â�À	Ç2ÛðÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê XOÊ�å!Ç�� J�×�À	Ý'Î�Ê�Ó Ú Î�Ê�ß�Ê>Å	Ì2ÝãÊ�Ò2Â�À	Î	ÇÞÈ2Ê�Å2Á1À	¿�Â�ß�½¤¾�Ì2Õ�À	Á8Ö�ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù�2
∣∣∣∣∣∣

2∑

j=0

αs
j(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣

2∑

j=0

αs
j(ξ)√
λ̂j

√
λ̂j(·)zj(ξ)

∣∣∣∣∣∣

2

6




2∑

j=0

∣∣∣αs
j(ξ)

∣∣∣
2

λ̂j


·




2∑

j=0

λ̂j |zj(ξ)|2

 , s = 1, 2.

j�À¤¾�Æ	Ç	¿�é

1

2π

2∑

s=1


ps

∫

R

∣∣∣∣∣∣

2∑

j=0

αs
j(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣∣

2

dξ


6

1

2π

2∑

s=1


ps

∫

R




2∑

j=0

∣∣∣αs
j(ξ)

∣∣∣
2

λ̂j


·




2∑

j=0

λ̂j |zj(ξ)|2

dξ


.

MZ½	ÇxÓ�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À	Ç	ÇÞ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý
2∑

s=1

ps

2∑

j=0

∣∣∣αs
j(ξ)

∣∣∣
2

λ̂j
6 1, (13)

¿�¾�Î	ä!ÂUÓ�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú ÝÞÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Ê

1

2π

2∑

s=1


ps

∫

R

∣∣∣∣∣∣

2∑

j=0

αs
j(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣∣

2

dξ


 6

2∑

j=0

λ̂jδ
2
j ,

¿�á1Â�á�×�Î'¾�Ã�¾�À	À	ÁkÂ�Û,Â�¿�Ê�Å2Á Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	ÁUá�R!Ê�Î'¾�ä!Â�Û1ékÆ	¿�ÊçÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�ÊðÊ�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	Á8ÖêÛ,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó
¿�¾�Î	ä!ÂUÀ2ÂOÈ	× Ú ¿�Ê	á2MZ× Ú ¿�Õ

αs
j(ξ) =

λ̂j (iξ)
(2s−1)k (−iξ)2kj
2∑

j=0
λ̂jξ4kj

.

_fÊ�ß�Å�¾«× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â ∑2
j=0(iξ)

2kjαs
j(ξ) = (iξ)(2s−1)k é s = 1, 2

é�Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú Ý�á�MOÊ�Î'¾�ä!Â�Û1éBÆ	¿�Ê × Ú Ì¤Ê�à
Ó�Ç2Â���ì�� � ¿�¾�Î	ä!ÂUÓ�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú Ý�á

2∑

s=1

ps

2∑

j=0

∣∣αs
j(ξ)

∣∣2

λ̂j
=
p1ξ

2k + p2ξ
6k

∑2
j=0 λ̂jξ

4kj
.
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N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛnÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í

g1(ξ) = −p1ξ2k − p2ξ
6k + λ̂0 + λ̂1ξ

4k + λ̂2ξ
8k

=
p21δ1
2W

− p1ξ
2k +

p22W
2 + 2p1p2δ

2
1

2δ1W
ξ4k − p2ξ

6k +
p22δ1
2W

ξ8k

=
p22δ1
2W

(
ξ4k0 ξ4k1 − 2ξ2k0 ξ2k1 ξ2k +

(
ξ4k0 + 4ξ2k0 ξ2k1 + ξ4k1

)
ξ4k − 2

(
ξ2k0 + ξ2k1

)
ξ6k + ξ8k

)

=
p22δ1
2W

(
ξ2k − ξ2k0

)2 (
ξ2k − ξ2k1

)2
> 0,

Ð�¿�Ê>Ê�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿ Æ	¿�Ê

p1ξ
2k + p2ξ

6k

∑2
j=0 λ̂jξ

4kj
6 1,

× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â���ì�� � Ó�Á1È2Ê�Ì2À2Â�À2Ê	é¤Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê«Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	Á8ÖÞÛ,Â�¿�Ê�Å¤Ê�Ó«À2ÂZÈ	× Ú ¿�Ê	á
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Ì È &�3�=@3H&)( Å &�= 6 *�É 0 1 È 1 È &E3�( -�576 &.8 - 9]* 0 8�< 6 1Ä=@#7& - <7*®(+& û.- %'&)(,Ç - 9T1 È & k1
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§
k2 = 3k
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W Ú�Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�À	Ç	Ý4È2ÊèÀ2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û6ÁkÛb× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý	ÛËÐ�Î Ú ¿�½2Â�Û6×'ÛQ¾ãÓèÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å2À	Ç2Â>ß�Ê�Å2Á@¼�Á8Ì2Ç Ú Ó�Ý'Ã�¾�à
À	Á ÓÄÊ Ú À2Ê�Ó�À2Ê�Û Ú ¼�Ê�Ì¤Â�Â�Å¤Â�¿�¾�Ì2Õ�À	ÁkÛ Ç	Ã�×�Æ2Â�À	Ç2Â�ÛYÃ�¾�Å�¾�Æ�é1ÓçÎ�Ê�¿�Ê�½	Á8ÖË×�Æ¤¾ Ú ¿�Ó�×�ÍK¿çÀ2Â�ß�Ì�¾�Å2Î	Ç2Â
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç�áfMZ½	ÇmÐ�¿�Ê�ÛêÀ¤¾ãÈ2Â�½	Ó�Á1ÙmÈ'Ì�¾�ÀÜÓ�Á8Å2Ó�Ç	ß�¾�ÍK¿ Ú Ý4Å2Ó#¾Þ¾ Ú È2Â�Î	¿�¾82SÇ Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�Ê�Ó#¾�À	Ç2Â«¿�Â�Ö'À	Ç	Î	Ç
Ó�Á1È	×�Î'Ì¤Ê�ß�Ê�¾�À¤¾�Ì2Ç	Ã�¾xÅ	Ì2ÝmÀ2Â�Ó�Á1È	×�Î'Ì2Á8ÖÜÃ�¾�Å�¾�ÆçÇÜ×�Æ2Â�¿�À2Â�ß�Ì�¾�Å2Î	Ç'ÖçÊ�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	Ç	ÙÄ¿�Ç	È¤¾x½¤¾�Ó�Â�À'à
Ú ¿�Ó#¾'á

a Ú ¿�¾�¿�Õ�ÂOë � ï¤\«á�XKÌ�¾�½	Î�Ê�Û1é Ú Ç Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�Ê�Ó#¾�À	Ç2Â�Û�Ó#¾�½	Ç¤¾�Ò	Ç2Ê�À	À2Ê�ß�ÊZÈ	½	Ç	À	Ò	Ç	È¤¾U[�Î'Ì�¾�À'Å�¾!ëíì���ï�é�Å¤Ê�à
Î'¾�Ã�¾�À2Ê>È	½¤¾�Ó�Ç'Ì¤Ê>Û6À2Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì¤Â�Ù�Tp¾�ß�½¤¾�À	ä©¾>Ó]Ã�¾�Å�¾�Æ¤¾�Ö Ú Ê�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	Ç	Ý	Û6ÇÞ¿�Ç	È¤¾©½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó2é2Ã�¾�Å�¾�à
Ó#¾�Â�Û6Á8ÖUÌ¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2Ê`Ì2Ç	È	å!Ç	Ò2Â�Ó�ÁkÛ6Ç]ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý	Û6Ç�á�MZ½¤¾�Ó�Ç'Ì¤ÊZÛ6À2Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì¤Â�Ù©Tp¾�ß�½¤¾�À	ä©¾`Ó`¿�Â�½2Û6Ç	À¤¾�Ö
Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì�¾UXKÌ�¾�½	Î'¾'é#È	½	Ç È2Ê�Û,Ê�â!Ç>¿�Â�Ê�½2Â�Û6ÁÔÊOÀ¤¾�Î	½	Á1Ó#¾�À	Ç	Ç�é�Å¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À2ÊpÇ>ÓU½¤¾�¼�Ê�¿�Âpë ��ï�á

VOÂ Ú Û,Ê�¿�½#Ý]À¤¾kÖ#Ê�½2Ê�å!Ç2Â Ú Ó�Ê�Ù Ú ¿�Ó#¾ Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì�¾ZXKÌ�¾�½	Î'¾'é�Â�ß�ÊKÇ Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�Ê�Ó#¾�À	Ç2ÂkÓZÀ2Â�Ê�¼�à
Ö#Ê�Å2Ç2Û6Á8Öç× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý�ÖçÐ�Î Ú ¿�½2Â�Û6×'ÛQ¾�À2Â«Ó Ú Â�ß�Å�¾�È	½	Ç	Ó�Ê�Å2Ç	¿4Îç×�Å¤Ê�Ó�Ì¤Â�¿�Ó�Ê�½	Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�Û6×ç½2Â�Ã�×�Ì2Õ�¿�¾�¿�×�á
MZ½2Ê Ú ¿�Â�Ù	å!Ç2Â©È	½	Ç2Û,Â�½	ÁØÈ2Ê�Î'¾�Ã�Á1Ó#¾�ÍK¿�éBÆ	¿�Ê«È2Ê�Ì2×�Æ2Â�À	À2Ê�Â!Ó«¿�Â�½2Û6Ç	À¤¾�Ö­Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À	Á8Ö�ß�½¤¾�Å2Ç2Â�À	¿�Ê�Ó
XKÌ�¾�½	Î'¾«À2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê�Â]× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â]Û6Ç	À	Ç2Û6×'ÛQ¾>Å¤Ê�Ó�Ê�Ì2Õ�À2Êèß�½	×'¼�Ê Ç­À2ÂpÈ2Ê�Ã�Ó�Ê�Ì2Ý	Â�¿xÊ�¿�¼�½2Ê Ú Ç	¿�ÕãÃ�¾�Ó�Â�à
Å¤Ê�Û,Ê!À2Â�Ê�È	¿�Ç2ÛQ¾�Ì2Õ�À	ÁkÂZ¿�Ê�Æ	Î	Ç�á	[�¿�Ê Ú Ó�Ý'Ã�¾�À2Ê Ú ¿�Â�Û1é#Æ	¿�ÊUÅ	Ì2Ý À2Â�Ó�Á1È	×�Î'Ì¤Ê�ÙãÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç>Ì¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2Ê�Â
Â�ÂOÈ2Ê�Ó�Â�Å¤Â�À	Ç2ÂUÀ2ÂZÓ Ú Â�ß�Å�¾©Ö#Ê�½2Ê�å©Ê>Ê�È	Ç Ú Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý�Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À2Ê�ÙxÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�Ù­XKÌ�¾�½	Î'¾'á

ad½¤¾�¼�Ê�¿�Â4ëíì�	�ï`M]áQqÞÇ	å©Â�Ì¤Â�ÛØÇ�� áQM]áQMOÂ�À2Ê�Ó�Ó�Â�Å¤Â�À¤¾­À2Ê�Ó#¾�ÝÄÓ�Á1È	×�Î'Ì�¾�Ýò¾�È	È	½2Ê�Î Ú Ç2ÛQ¾�Ò	Ç	Ý
Ì¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2ÊðÌ2Ç	È	å!Ç	Ò2Â�Ó�Ê�ÙØÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç�áka�Ó�Â�Å¤Â�À	À	Á1ÙbÇ2Û6Ç Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì Ú Ê�Ö'½¤¾�À	Ý	Â�¿nÛ6À2Ê�ß�Ç2Â
Ú Ó�Ê�Ù Ú ¿�Ó#¾ Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì�¾OXKÌ�¾�½¤¾�Î'¾OÇ>Ó�Ö#Ê�Å2Ç	¿UÓUÀ2Â�ß�Ê	á�aÔëíì�	�ï2È2Ê�Ì2×�Æ2Â�À2ÊOÀ2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê�ÂK× Ú Ì¤Ê�à
Ó�Ç2Â>Ð�Î Ú ¿�½2Â�Û6×'ÛQ¾xÓxÃ�¾�Å�¾�Æ¤¾�Ö Ú À2Â�ß�Ì�¾�Å2Î	Ç2Û6ÇÄÊ�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	Ç	Ý	Û6ÇÜ¿�Ç	È¤¾ãÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó2áSa Ú ¿�¾�¿�Õ�Â�ëíì�ì�ï
Ó4Ã�¾�Å�¾�Æ¤¾�Ö Ú À2Â�ß�Ì�¾�Å2Î	Ç2Û6ÇÔÊ�ß�½¤¾�À	Ç	Æ2Â�À	Ç	Ý	Û6Çn¿�Ç	È¤¾�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�ÓmÈ2Ê�Ì2×�Æ2Â�À2Ê4È	½¤¾�Ó�Ç'Ì¤ÊmÛ6À2Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì¤Â�Ù
Tp¾�ß�½¤¾�À	ä©¾>Ó]¿�Â�½2Û6Ç	À¤¾�Ö Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì�¾>qÞÇ	å©Â�Ì2Ý1� MOÂ�À2Ê	á

aLÀ¤¾ Ú ¿�Ê�Ý'â©Â�Ù Ú ¿�¾�¿�Õ�Â©È2Ê�Î'¾�Ã�¾�À2Ê	é�Æ	¿�ÊèÈ	½	Ç2Û,Â�À2Â�À	Ç2Â>Û,Â�¿�Ê�Å�¾èå]¾�¿�½2Ê�ÓèÎ­À2Â�ß�Ì�¾�Å2Î	Ç2ÛêÃ�¾�Å�¾�Æ¤¾�Û
È	½	Ç	Ó�Ê�Å2Ç	¿«ÎxÈ2Ê�Ì2×�Æ2Â�À	Ç	ÍÉÈ	½	Ç	À	Ò	Ç	È	Ç¤¾�Ì2Õ�À2Ê«À2Ê�Ó�Á8Öx½2Â�Ã�×�Ì2Õ�¿�¾�¿�Ê�Ó2á�c�¿�¾�¿�Õ�ÝÞÇ'Å¤Â�Ù	À2Ê Ú Ó�Ý'Ã�¾�À¤¾ Ú ½¤¾�à
¼�Ê�¿�¾�Û6Ç�aZá ��á�J8Ê�Ì2¿�Ý'À Ú Î�Ê�ß�Ê�ë ñ�ï�éB\«á�XKÌ�¾�½	Î'¾�ë � ï�é¤M]á�qÞÇ	å©Â�Ì2ÝÞÇ�� áBM]á�MOÂ�À2Ê�ëíì�	�ï�é�JZá¤V]á�MZå©Â�à
À	Ç	Æ	À2Ê�ß�ÊÞë /�é ��ï�ÇxPká�cKá	MOÊ�Ì¤Ê�Ó�Ç	À	Î	Ç	À¤¾Þë -�ï�é2e!á#R«á	WOÊ�ÑUÑUÂ]ëíì�ì�ï�á

û
© ü�ý�þ�ÿ 
6�������������Z£'¢ � ¢
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��������#���­�`$B� � �������	�2�6� -�� "���$	������$	�	�	�6� / �

RUÌ2ÝðÓ�Á1å©Â�×�Î'¾�Ã�¾�À	À2Ê�ÙÔÃ�¾�Å�¾�Æ	ÇnÈ2Ê�Ì2×�Æ2Â�À2ÊmÀ2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê�Â­× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2ÂÞÐ�Î Ú ¿�½2Â�Û6×'ÛQ¾'é�Ó4Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�Û
Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì�Ò2Â�Ì¤Â�Ó�Ê�Ù�ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç�� À	Ç	ä]À	Ç	Ù­¾ Ú Ç2Û6È	¿�Ê�¿�Ç	Æ2Â Ú Î	Ç	Ù Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì­MOÊ�à
Ì¤Ê�Ó�Ç	À	Î	Ç	À¤¾xë -�ï�é W Ê Ú ¿�¾�Ì2Õ�À	ÁkÂ � Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì2ÁbqÞÇ	å©Â�Ì2Ý1� MOÂ�À2Ê � ¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾��'á � � á

JZá�V]á�MZå©Â�À	Ç	Æ	À	ÁkÛ�Ó>ë � ï2Ó�Ó�Â�Å¤Â�À2ÊOÈ2Ê�À	Ý'¿�Ç2Â1Ó�Â�½�Ö'À2Â�Ù>Ó�Á1È	×�Î'Ì¤Ê�Ù«¾�È	È	½2Ê�Î Ú Ç2ÛQ¾�Ò	Ç	Ç � Ó2á Ó2á ¾ � Å	Ì2Ý
À2Â�ß�Ì�¾�Å2Î	Ç'ÖÞÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ù�á	MZ× Ú ¿�Õ f(x) �YÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Ì2Õ�À¤¾�Ý�ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�á	MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

F (x0, x) = lim sup
y→x,
λ↓0

f(x0 + λy)− f(x0)

λ
.

MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê­Ê�Å2À2Ê�½2Ê�Å2À¤¾�ÝÜÓ�Á1È	×�Î'Ì�¾�Ý�éfÃ�¾�Û6Î	À	×�¿�¾�ÝmÈ2Ê
x
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

h(x0, x)
À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý

��� ��
 � �����	���
�
�	�����;%������ ��� � �	! % ��� ����ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç f Ó]¿�Ê�Æ	Î�Â x0 é2Â Ú Ì2Ç

h(x0, x) > F (x0, x) (∀x ∈ R
n).

qÞÀ2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê
∂f(x0) =

{
x∗ ∈ R

n : h(x0, x) > 〈x∗, x〉 ∀x ∈ R
n
}

À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý � � �&'&� � ��� ����������% ��� ! � �0��� �����
f
Ó]¿�Ê�Æ	Î�Â

x0.
j¤Å¤Â Ú Õ 〈x∗, x〉 � Ú Î'¾�Ì2Ý'½	À2Ê�ÂUÈ	½2Ê�Ç	Ã�à

Ó�Â�Å¤Â�À	Ç2ÂOÓ�Â�Î	¿�Ê�½2Ê�Ó
x∗
Ç
x,
È	½	Ç	À¤¾�Å	Ì¤Â�ä©¾�â!Ç'Ö

R
n.
���
��	���	��������� 
 � 
çë � ï"�Qa�Á1È	×�Î'Ì2Á1ÙÄÎ�Ê�À	× Ú KM (x0)

À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý �
�&�
� � � ! �0% � %���� ���0�
� 

��%����	% ��� �����
��� ! ����� � � � �&% M Óx¿�Ê�Æ	Î�Â

x0
é�Â Ú Ì2ÇmÇ	Ã>Ó�Î'Ì2ÍKÆ2Â�À	Ç	Ý x ∈ KM (x0)

Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�éfÆ	¿�Ê
Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿>¿�¾�Î'¾�ÝÞÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý ϕ(λ) é	Æ	¿�Ê

x0 + λx+ ϕ(λ) ∈M

È	½	ÇãÅ¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2Ê ÛQ¾�Ì2Á8Ö λ > 0
Ç
λ−1ϕ(λ) → 0

È	½	Ç
λ ↓ 0.cQÌ¤Â�Å2×�ÍKâ]¾�Ý]¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾OÝ'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý>À2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û6ÁkÛÜ× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â�Û4Ð�Î Ú ¿�½2Â�Û6×'ÛQ¾UÓpÊ�¼�â©Â�Ù>Ã�¾�Å�¾�Æ2ÂKÛQ¾�à

¿�Â�ÛQ¾�¿�Ç	Æ2Â Ú Î�Ê�ß�Ê È	½2Ê�ß�½¤¾�Û,Û6Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç	ÝÞÓ>¿�Â�½2Û6Ç	À¤¾�ÖãÓ2á Ó2á ¾'á
��{#ô �S{��K÷ÞA¤D A ë � ï D �` 2�����

x0 !
� - ���	�`�6�	$	�2�f 2��� �  	$	�	�	�	�

f
$��1�6$ - �>������
'�

M.
< - 0� 2�����2� *

��� -
h(x0, x) !
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 7 � 7 ���	�
f


x0.

+�-�� ���

∂f(x0) ∩K∗
M (x0) 6= ∅.

� �f�����
K∗

M (x0) !
� - 0#"	�'�>��$	$	/1�­� - $� 2�`�x� - $� 2�� 

KM (x0),
� 7 � 7

K∗
M (x0) =

{
x∗ ∈ R

n : 〈x∗, x〉 > 0 ∀x ∈ KM (x0)
}
.

j�¾�Û,Â�¿�Ç2Û1ékÆ	¿�ÊðÓ2á Ó2á ¾'á`Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝLÀ2Â�Ê�Å2À2Ê�Ã�À¤¾�Æ	À2ÊnÇËÅ	Ì2ÝËÈ2Ê�Ì2×�Æ2Â�À	Ç	Ý Ú Ê�Å¤Â�½#ä©¾�¿�Â�Ì2Õ�À	Á8Ö
× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ù Ð�Î Ú ¿�½2Â�Û6×'ÛQ¾pÀ2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê!Ã�À¤¾�¿�ÕpÒ2Â�Ì2ÁkÂ Ú Â�Û,Â�Ù Ú ¿�Ó#¾UÓ2á Ó2á ¾'á#VU¾�È	½	Ç2Û,Â�½�é�Â Ú Ì2Ç f �ÉÓ�Ê�ß�À	×#à
¿�¾�Ý4À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾�ÝÜÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�é�¿�ÊèÅ	Ì2Ý�Ì2ÍZ¼�Ê�ß�Ê

x∗ ∈ ∂(−f)(x0)
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

h(x0, x) = 〈−x∗, x〉Â Ú ¿�Õ�Ó2á Ó2á W áíéQ¾�Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê {−x∗} � Ú Ê�Ê�¿�Ó�Â�¿ Ú ¿�Ó�×�ÍKâ!Ç	Ù Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�ÌðÓ�Ê�ß�À	×�¿�Ê�ÙðÑO×�À	Î'à
Ò	Ç	Ç

f.W Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�Ý>Ð�¿�Ê�¿!Ñp¾�Î	¿�é�ÓUÀ¤¾ Ú ¿�Ê�Ý'â©Â�Ù Ú ¿�¾�¿�Õ�ÂkÈ2Ê�Ì2×�Æ2Â�À2ÊUÈ	½¤¾�Ó�Ç'Ì¤ÊpÛ6À2Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì¤Â�Ù«Tp¾�ß�½¤¾�À	ä©¾UÓ
À2Â�Î�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö Ú È2Â�Ò	Ç¤¾�Ì2Õ�À	Á8ÖÞÎ'Ì�¾ Ú�Ú ¾�ÖxÐ�Î Ú ¿�½2Â�ÛQ¾�Ì2Õ�À	Á8ÖÞÃ�¾�Å�¾�Æ�é¤ß�Å¤ÂO×�Æ¤¾ Ú ¿�Ó�×�ÍK¿>À2ÂOÌ¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2Ê]Ì2Ç	È'à
å!Ç	Ò2Â�Ó�ÁkÂUÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç � ¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾��'áíì � á


���
��	���	��������� 
 �%Abëíì�	�ï"��� ������	�������% 
 ��� �&�8#����&'&��% 
�� ����� ��
��	� �����mÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
f
È2Ê

À¤¾�È	½¤¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Í
x
é	Ê�¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�ÛQ¾�Ý

f ′MP (x0, x)
é2Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÛðÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û

f ′MP (x0, x) = sup
w∈Rn

{
lim sup

λ↓0

f(x0 + λ(x+ w))− f(x0 + λw)

λ

}
.



/ � � ���#����"	�'$ � 7 � 7

���
��	���	��������� 
 � ? ëíì�	�ï"� � � �&'&� � ��� ����������% ��� ! � ����� ��
 � � �����©Å	Ì2ÝãÌ¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2Ê Ì2Ç	È	å!Ç'à

Ò2Â�Ó�Ê�ÙÞÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
f
Ó]¿�Ê�Æ	Î�Â

x0
À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú ÝÞÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê

∂MP f(x0) = {x∗ ∈ R
n : f ′MP (x0, x) > 〈x∗, x〉 ∀x ∈ R

n}.
WZÃ�Ó�Â Ú ¿�À2Ê � Ú Û1áíé�À¤¾�È	½	Ç2Û,Â�½�éUë -'é�¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾Äñ �'áíì�é Ú á � � ì�ï � é�Æ	¿�ÊçÂ Ú Ì2Ç f

�rÓ�Á1È	×�Î'Ì�¾�ÝËÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý
Ó!Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç«¿�Ê�Æ	Î	Ç x0, ¿�Ê ∂f(x0) = ∂MP f(x0),

ß�Å¤Â
∂f(x0)

�hÊ�¼�Á1Æ	À	Á1Ù Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç

f
Ó
x0.VOÂ�¿�½	×�Å2À2Ê©Ã�¾�Û,Â�¿�Ç	¿�Õ2é'Æ	¿�Ê©Â Ú Ì2ÇãÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý f Ì¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2Ê!Ì2Ç	È	å!Ç	Ò2Â�Ó#¾'é'¿�Ê©Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À¤¾�Ý«È	½2Ê�Ç	Ã�àÓ�Ê�Å2À¤¾�Ý

f ′MP (x0, x)
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝxÓ�Â�½�Ö'À2Â�ÙxÓ�Á1È	×�Î'Ì¤Ê�Ù­¾�È	È	½2Ê�Î Ú Ç2ÛQ¾�Ò	Ç2Â�Ù­ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç f Ó]¿�Ê�Æ	Î�Â x0.MZ½	Ç	Ó�Â�Å¤Â�ÛòÊ�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç2ÂpÀ	Ç	ä]À2Â�ß�Ê ¾ Ú Ç2Û6È	¿�Ê�¿�Ç	Æ2Â Ú Î�Ê�ß�Ê Ú ×'¼�Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç¤¾�Ì�¾'á


���
��	���	��������� 
 � � ë -�ï"��MZ× Ú ¿�Õ f : Rn → R
�æÌ¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2ÊèÌ2Ç	È	å!Ç	Ò2Â�Ó#¾�Ý4ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�Ç

M ≡
epi(f).

MZ× Ú ¿�Õ K = TM (x0)−̇TM (x0),
¾
f ′AL(x0, x)

�æÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2ÊãÊ�Å2À2Ê�½2Ê�Å2À¤¾�Ý�Ó�Á1È	×�Î'Ì�¾�Ý
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�éBÀ¤¾�Å2ß�½¤¾�ÑOÇ	Î�Ê�ÛËÎ�Ê�¿�Ê�½2Ê�ÙmÝ'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý�Î�Ê�À	× Ú K. AL à � � �&'&� � ��� ����������% ��� ! ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç

fÓ>¿�Ê�Æ	Î�Â
x0
À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú ÝÞÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê

∂ALf(x0) ≡ {x∗ ∈ R
n : f ′AL(x0, x) > 〈x∗, x〉 ∀x ∈ R

n}.
j¤Å¤Â Ú Õ A−̇B ≡ {x ∈ R

n/x + B ⊆ A} � ß�Â�Ê�Û,Â�¿�½	Ç	Æ2Â Ú Î'¾�ÝL½¤¾�Ã�À2Ê Ú ¿�ÕòÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó#¾ A Ç
B,¾

TM (x0)
�@À	Ç	ä]À	Ç	ÙèÎ�Ê�À	× Ú Î'¾ Ú ¾�¿�Â�Ì2Õ�À	Á8ÖèÀ¤¾�È	½¤¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÙãÎ�Ê©Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�× M Ó!¿�Ê�Æ	Î�Â

x0
� Ú Û1á�ë -	é

ß�Ìfá �'é	È�á2ñ � é2Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç2Â!ñ � á ��ï � á
aØë -	é Ú á ��ñ �'é	ÑUÊ�½2Û6×�Ì�¾>ñ0/�áíì�	�ïfÈ2Ê�Î'¾�Ã�¾�À2Ê Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ©Â�ÂOÈ	½2Â�Å Ú ¿�¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç2Â32

f ′AL(x0, x) = sup
w∈Rn

{
f ′L(x0, x+ w)− f ′L(x0, w)

}
,

ß�Å¤Â

f ′L(x0, u) = lim sup
λ↓0

f(x0 + λu)− f(x0)

λ
.

I`¿ Ú Í8Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é�Æ	¿�ÊÜÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý f ′AL(x0, x)
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝòÓ�Â�½�Ö'À2Â�ÙÔÓ�Á1È	×�Î'Ì¤Ê�ÙË¾�È	È	½2Ê�Î Ú Ç2ÛQ¾�Ò	Ç2Â�Ù

Å	Ì2Ý
f
Ó>¿�Ê�Æ	Î�Â

x0.
���
��	���	��������� 
 ���Ôëíì�ï"�Qa�Á1È	×�Î'Ì2Á1ÙðÎ�Ê�À	× Ú K ⊆ KM (x)
À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý � %�� � � ! Ó�¿�Ê�Æ	Î�Â

x ∈ M,
Â Ú Ì2Ç Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿ãÊ�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â r é¤Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	À2Ê�Â!Ó«À2Â�Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�Ù4Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç U À	×�Ì2Ý�é

¿�¾�Î�Ê�Â�é2Æ	¿�Ê

x+ x+ r(x) ∈M,
Â Ú Ì2Ç x ∈ K ∩ U Ç r(x)

‖x‖ → 0
È	½	Ç

x→ 0.

g@¾�¿�Â�½
K
À¤¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú Ý � ������� � ���&�
� !Ué'Â Ú Ì2Ç r �YÀ2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê�Â!Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â�á

aòÅ�¾�Ì2Õ�À2Â�Ù	å©Â�Û
cl{M} �YÃ�¾�Û6Á1Î'¾�À	Ç2Â!Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó#¾ M ⊆ R

n,

con(M − x0) =
{
y ∈ R

n/y = λ(x− x0), λ > 0, x ∈M
}
,

LinM = cl
{
conM − conM

}
.

4 D��ã{ 
 �S{ ���]|¤»��]{ ��÷	ö
���

�Þ{����K÷ 4 D A¤D �` 2�����
g(x) !

�	�	0	
!�	�B��
���� �  	$	�	�	�	� *�- 0#"f���f���B��$	$����x
 - �#"f������$ - �����4� - ���	�
x0 ∈ R

n.
+�-�� ���«�� 	� ������
� 2��� �  	$	�	�	�	�

r(x) = o(x)
*�- 0#"f���f���B��$	$����Þ
>$B��� - � - " - � - �#"f������$ - �����

$� ��	� * �����	��� * ��� -
g(x0 + x) 6 g(x0) + g′MP (x0, x) + r(x).
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��������#���­�`$B� � �������	�2�6� -�� "���$	������$	�	�	�6� /�-

C
MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

r(x) = max
{
0, g(x0 + x)− g(x0)− g′MP (x0, x)

}
.

MOÊ�Î'¾�ä!Â�Û1é�Æ	¿�Ê
r(x)

Ê�¼�Ì�¾�Å�¾�Â�¿pÀ	×�ä]À	ÁkÛ Ú Ó�Ê�Ù Ú ¿�Ó�Ê�Û1á�R!Ê�È	× Ú ¿�Ç2ÛmÈ	½2Ê�¿�Ç	Ó�À2Ê�Â�á2[�¿�ÊpÊ�Ã�À¤¾�Æ¤¾�Â�¿�é�Æ	¿�Ê
Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�ÍK¿]È2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Õ xi → 0

ÇãÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�Â!Æ	Ç Ú Ì¤Ê ε0 ¿�¾�Î	Ç2Â�é2Æ	¿�Ê

r(xi) > ε0‖xi‖.
MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

yi =
xi

‖xi‖
, λi = ‖xi‖.

_fÊ�ß�Å�¾>Û,Ê�ä]À2Ê Ú Æ	Ç	¿�¾�¿�Õ2é2Æ	¿�Ê yi → y0.
WOÛ,Â�Â�Û

0 < ε0 6 lim
i→∞

sup
r(xi)

‖xi‖
= lim

i→∞
sup

[
g(x0 + λiyi)− g(x0)

λi
− g′MP (x0, yi)

]

6 lim
i→∞

[
sup

g(x0 + λiyi)− g(x0 + λiy0)

λi
+
g(x0 + λiy0)− g(x0)

λi
− g′MP (x0, yi)

]

6 lim
i→∞

sup
[
g′MP (x0, y0)− g′MP (x0, yi)

]
+ lim

i→∞
sup

g(x0 + λiyi)− g(x0 + λiy0)

λi
.

MOÊ Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	× g′MP (x0, ·)
È2Ê�Ì2×�À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾ Ú À	Ç	Ã�×èÓ]À	×�Ì¤Â�é	¿�Ê

lim
i→∞

sup
[
g′MP (x0, y0)− g′MP (x0, yi)

]
6 0.

MZ× Ú ¿�Õ ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý g Ì2Ç	È	å!Ç	Ò2Â�Ó#¾ Ú Î�Ê�À Ú ¿�¾�À	¿�Ê�Ù L. _fÊ�ß�Å�¾]Ç2Û,Â�Â�Û

lim
i→∞

sup
g(x0 + λiyi)− g(x0 + λiy0)

λi
6 L‖yi − y0‖ → 0.

WZ¿�¾�ÎçÈ2Ê�Ì2×�Æ	Ç'Ì2ÇÜÈ	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç2Â�é6È2Ê Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	×ÜÈ	½¤¾�Ó#¾�ÝmÆ¤¾ Ú ¿�Õ�À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ Ú ¿�½2Â�Û6Ç	¿ Ú ÝçÎmÀ	×�Ì2Í©é
¾©Â�ÂZÌ¤Â�Ó#¾�ÝãÆ¤¾ Ú ¿�Õ�� ÑOÇ	Î Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À2Ê�ÂUÈ2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�ÂpÆ	Ç Ú Ì¤Ê	á

B
��{#ô �S{��K÷ 4 D A¤D �` 2�����

g
� - �	���	��$ - �	�	0	
!�	�B��
��©�

x0 ∈ R
n !

�����	���4� - ���	� * ��� -
x0 ∈M ≡

{x ∈ R
n : g(x) = 0} ���� 	� ������
� 2���p
'���B� - " w ����� - � * ��� -

g′MP (x0, w) < 0,

� �  	$	�	�	�	�
g′MP (x,w)

0 - �� 	$B��0#"f��"�/1
�$��«��
'��"
�# x
ã� - ���2�
x0.+�-�� ���©0 - ��0#" - ����"���$B����
 -

H ≡
{
x ∈ R

n : g′MP (x0, x) 6 0, g′MP (x0,−x) 6 0
}

�'
��	�������"�ã$B��0#"f��"�/1
�$	/k� 
>����" - �Ä�x�6$ - �>������
� 
M

è� - ���2�

x0.

C
MOÊ!Ì¤Â�Û,Û,Â!ñ'áíì Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�ÍK¿>¿�¾�Î	Ç2ÂUÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç ri(x) = o(x)

é
i = 1, 2,

Æ	¿�Ê

g(x0 + x) 6 g(x0) + g′MP (x0, x) + r1(x), (2.1)

−g(x0 + x) 6 −g(x0) + g′MP (x0,−x) + r2(x). (2.2)
_S¾�ÎmÎ'¾�Î4È2ÊãÈ	½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Í ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

g′MP (x,w)
È2Ê�Ì2×�À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾ Ú Ó�Â�½�Ö'×�È2Ê x, ¿�Ê Ú ×�â©Â�àÚ ¿�Ó�×�Â�¿ Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Õ V ¿�Ê�Æ	Î	Ç

x0
¿�¾�Î'¾�Ý�é2Æ	¿�Ê

max
x∈V

g′MP (x,w) ≡ m < 0.
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MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

p(λ) ≡ sup{r1(x) : ‖x‖ 6 λ}. � Ú À2Ê	é#Æ	¿�Ê!ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý p(λ) Û,Ê�À2Ê�¿�Ê�À	À2Ê!À2Â`×'¼�Á1Ó#¾�Â�¿Ç
p(λ) = o(λ)

é
r1(x) 6 p(‖x‖). MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×«Å	Ì2Ý x ∈ H, γ > 0

Ç	ÃOÀ2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó#¾ � ñ'áíì � È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

g
(
x0 + x+ γ‖x‖w

)
6 g(x0) + g′MP (x0, x+ γ‖x‖w)

+ p
(
‖x‖+ γ‖x‖‖w‖

)
6 g′MP (x0, x) + γ‖x‖g′MP (x0, w)

+p
(
‖x‖(1 + γ‖w‖)

)
6 ‖x‖

[
γg′MP (x0, w) +

p((1 + γ‖w‖)‖x‖)
‖x‖

]
.

a�Ák¼�Â�½2Â�ÛÔÆ	Ç Ú Ì¤Ê δ+γ > 0
À¤¾ Ú ¿�Ê�Ì2Õ�Î�ÊxÛQ¾�Ì2ÁkÛ1é�Æ	¿�Ê�¼�ÁÉÓ�Á1½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â�é�Ó�Á8Å¤Â�Ì¤Â�À	À2Ê�Â]ÓèÎ	Ó#¾�Å2½¤¾�¿�À	Á8Ö

Ú Î�Ê�¼�Î'¾�Ö�é¤¼�Á8Ì¤Ê>Û,Â�À	Õ�å©Â�é	Æ2Â�Û 1
2γg

′
MP (x0, w)

È	½	Ç ‖x‖ 6 δ+γ
é
x 6= 0.

_fÊ�ß�Å�¾

g
(
x0 + x+ γ‖x‖w

)
6

1

2
γg′MP (x0, w)‖x‖ < 0.

_S¾�Î�Î'¾�Î
(−g)′MP (x0, x) = g′MP (x0,−x)

é�¿�Êã¾�À¤¾�Ì¤Ê�ß�Ç	Æ	À2Ê	éBÇ Ú È2Ê�Ì2Õ�Ã�×�Ý­À2Â�½¤¾�Ó�Â�À Ú ¿�Ó�Êxñ'á ñ'é�È2Ê�Ì2×#à
Æ	Ç2Û1é	Æ	¿�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿>¿�¾�Î�Ê�ÂUÆ	Ç Ú Ì¤Ê δ−γ > 0,

Æ	¿�Ê

g(x0 + x− γ‖x‖w) > 0 (∀x ∈ H, ‖x‖ 6 δ−γ , x 6= 0).

MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û
δγ = min{δ+γ , δ−γ }

Çx½¤¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛòÑO×�À	Î	Ò	Ç	Í

q(τ) ≡ g(x0 + x+ τ‖x‖w)
À¤¾«Ê�¿�½2Â�Ã�Î�Â

[−γ, γ]. WOÛ,Â�Â�Û q(γ) < 0
é
q(−γ) > 0.

_S¾�Î�Î'¾�Î4ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý
g
À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾'é�¿�Ê

q(τ)¿�Ê�ä!Â!Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝxÀ2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê�Ù�ÑO×�À	Î	Ò	Ç2Â�Ù�á¤MOÊ Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	×ÞÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý q À¤¾>Ê�¿�½2Â�Ã�Î�Â [−γ, γ] Û,Â�À	Ý	Â�¿Ã�À¤¾�Î�é#¿�ÊUÓpÀ2Â�Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�Ùè¿�Ê�Æ	Î�Â
τ(x) ∈ [−γ, γ] Ê�À¤¾pÊ�¼�½¤¾�â]¾�Â�¿ Ú Ý ÓpÀ	×�Ì2Õ2á#WZ¿�¾�Î�é�Å	Ì2Ý]Ì2ÍZ¼�Ê�ß�Ê γ > 0Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿ δγ > 0

¿�¾�Î�Ê�Â�é2Æ	¿�Ê

g(x0 + x+ τ(x)‖x‖w) = 0, | τ(x) |6 γ, ‖x‖ 6 δγ .

j�¾�Û,Â�¿�Ç2Ûð¿�¾�Î	ä!Â�é2Æ	¿�Ê

lim sup
∆↓0

q(τ +∆)− q(τ)

∆
= lim sup

∆↓0

[
g(x0 + x+ (τ +∆)‖x‖w)

∆
− g(x0 + x+ τ‖x‖w)

∆

]

6 ‖x‖g′MP

(
x0 + x+ τ‖x‖w,w

)
.

MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×©Ó Ú Ç'Ì2×©È2Ê�Ì2×�À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê Ú ¿�Ç Ú Ó�Â�½�Ö'×©ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç g′MP (x,w)
È2Ê
x
ÓO¿�Ê�Æ	Î�Â

x0
Ç]× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç	Ý

g′MP (x0, w) < 0,
Ç2Û,Â�Â�Û

lim sup
∆↓0

q(τ +∆)− q(τ)

∆
< 0

È	½	ÇÞÛQ¾�Ì2Á8Ö
x.

I`¿ Ú Í8Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�éBÆ	¿�ÊãÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý q Û,Ê�À2Ê�¿�Ê�À	À2Êè×'¼�Á1Ó#¾�Â�¿ãÇ�é Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é�Ê�À¤¾«Ç2Û,Â�Â�¿ãÀ¤¾«Ê�¿�à½2Â�Ã�Î�Â
[−γ, γ] Â�Å2Ç	À Ú ¿�Ó�Â�À	À	Á1Ù>Î�Ê�½2Â�À	Õ2á�MOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×!ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý τ(x) Å	Ì2ÝpÅ¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2ÊUÛQ¾�Ì2Á8Ö x Ê�È	½2Â�àÅ¤Â�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝÞÊ�Å2À2Ê�Ã�À¤¾�Æ	À2Ê	á�WZÃ |τ(x)| 6 γ

Ç ‖x‖ 6 δγ
Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê τ(x) → 0

È	½	Ç
x→ 0.MOÊ�Î'¾�ä!Â�Û1é�Æ	¿�ÊmÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

τ(x)
À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾'áQR!Ê�È	× Ú ¿�Ç2ÛhÈ	½2Ê�¿�Ç	Ó�À2Ê�Â�á�MZ× Ú ¿�Õ Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�ÍK¿

Å2Ó�ÂpÈ2Ê Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê Ú ¿�Ç {xi}, {yi}
¿�¾�Î	Ç2Â�é�Æ	¿�Ê

xi → x0
é
yi → x0

é¤À2Ê
τ(xi) → τ

é
τ(yi) → τ ,

τ 6= τ .
I`¿ Ú Í8Å�¾©ÇxÇ	ÃOÀ2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê Ú ¿�Ç­ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç f Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê

g(x0 + x0 + τ‖x0‖w) = 0,
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g(x0 + x0 + τ‖x0‖w) = 0, |τ | 6 γ, |τ | 6 γ.
I`¿ Ú Í8Å�¾ τ = τ

Ó Ú Ç'Ì2×pÊ�Å2À2Ê�Ã�À¤¾�Æ	À2Ê Ú ¿�Ç ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç τ(x). _S¾�Î	Ç2Û­Ê�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û1é�È2Ê�Î'¾�Ã�¾�À2Ê	é�Æ	¿�Ê`ÓKÛQ¾�Ì¤Ê�ÙÊ�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�ÇÞÀ	×�Ì2ÝèÇxÈ	½	Ç x ∈ H
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

τ(x)
À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾]Ç

τ(x) → 0,

g(x0 + x+ τ(x)‖x‖w) = 0.

_S¾�ÎxÎ'¾�Î
0 ∈ H,

¿�Ê
‖PrH(x)‖ 6 ‖x‖,

ß�Å¤Â
PrH(x)

�YÈ	½2Ê�Â�Î	Ò	Ç	Ýx¿�Ê�Æ	Î	Ç
x
À¤¾!È2Ê�Å2È	½2Ê Ú ¿�½¤¾�À Ú ¿�Ó�Ê H. MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

Ψ(x) = x+ τ(PrH(x))‖x‖w.
I`Æ2Â�Ó�Ç'Å2À2Ê	é2Æ	¿�Ê>ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

Ψ
À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾>Ó]À2Â�Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�Ù�Ê�Î	½2Â Ú ¿�À2Ê Ú ¿�Ç U À	×�Ì2ÝèÇã¿�¾�Î�Ê�Ó#¾'é¤Æ	¿�Ê

g(x0 +Ψ(x)) = 0 (∀x ∈ H ∩ U, Ψ(x)− x = o(x)).

�Oy,{�ºQõ�ö'|¤zS{2D �` 2����� �  	$	�	�	�	�
g
��� ��� ��"f��$	�	�#"2 2������0 - �	��� - 
 - �#"f������$ - �����b� - ���	�

x0�
g′G(x0) 6= 0.

�` 2������
'���B� - "
w
����� - � * ��� - 〈g′G(x0), w〉 < 0

� �  	$	�	�	�	�
f(x) ≡ 〈g′G(x), w〉0 - �� 	$B��0#"f��"�/1
�$��x��
'��"
�# Þ
Þ� - ���2�

x0.
+�-�� ���>0 - ��0#" - ����"���$B����
 -

H = {x ∈ R
n : 〈g′G(x0), x〉 =

0} �'
��	�������"�ã$B��0#"f��"�/1
�$	/k� 
>����" - �Ä�x�6$ - �>������
� 
M

è� - ���2�

x0.
����� �
������������_fÂ�Ê�½2Â�ÛQ¾«ñ'áíìOÓ�Â�½	À¤¾'é¤Â Ú Ì2ÇÞÓ�Û,Â Ú ¿�Ê Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À2Ê�ÙÞÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�Ù�MOÂ�À2Ê>Ç Ú È2Ê�Ì2Õ�à

Ã�Ê�Ó#¾�¿�ÕZÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	×�ÍÔXKÌ�¾�½	Î'¾`Ç©¿�Ê�ß�Å�¾`× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â�È2Ê�Ì2×�À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê Ú ¿�Ç Ú Ó�Â�½�Ö'×!Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À2Ê�Ù]È	½2Ê�à
Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�ÙÄ¾�Ó�¿�Ê�ÛQ¾�¿�Ç	Æ2Â Ú Î	ÇÜÓ�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú Ý�á6j�¾�Û,Â�¿�Ç2Ûê¿�¾�Î	ä!Â�éfÆ	¿�ÊÞÂ Ú Ì2Ç�Ì¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2ÊxÌ2Ç	È	å!Ç	Ò2Â�Ó#¾�Ý
ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý

g(x)
Ç2Û,Â�Â�¿ÜÊ�¼�Á1Æ	À	×�Í È	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À	×�Í È2Ê4À¤¾�È	½¤¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ý	Û1é�¿�Ê Ú Ê�ß�Ì�¾ Ú À2Ê4Ì¤Â�Û,Û,Â­ñ �'áíì

ë -'é�ß�Ìfá��'é�È�áSñ ��ï1Â�Â Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À¤¾�ÝmÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À¤¾�ÝÄMOÂ�À2Ê Ú Ê�Ó�È¤¾�Å�¾�Â�¿ Ú Ê�¼�Ê�¼�â©Â�À	À2Ê�ÙçÈ	½2Ê�Ç	Ã�Ó�Ê�Å2À2Ê�Ù
XKÌ�¾�½	Î'¾'é2ÇãÈ2Ê�Ð�¿�Ê�Û6×

g′MP (x, x)
È2Ê�Ì2×�À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À¤¾ Ú Ó�Â�½�Ö'×èÈ2Ê x.


 D�� 
 �S÷	|¤z�y,{ �K»Sô �çzSö'{�y,{ : �Þ÷ � �S÷	»��4÷�|m»S{ ��y,÷#ºQøSz �çù#÷#ºQ÷#úS÷ �ðô 
Sö'z �Kzfù#÷ �SzSz

N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2Û Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!×�ÍbÃ�¾�Å�¾�Æ	×ãÛQ¾�¿�Â�ÛQ¾�¿�Ç	Æ2Â Ú Î�Ê�ß�Ê«È	½2Ê�ß�½¤¾�Û,Û6Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç	Ý 2

f0(x) −→ min, fi(x) = 0 (i = 1, . . . , k, x ∈M). (3.1)

��{#ô �S{��K÷ 
 D A¤D �` 2�����!� - ���	�
x0 ∈ R

n !
"f��
 ��$	�B�Q
����������

(3.1)
7 �k"f����0 - � - �]�2�Ä�����	�>� * ��� -

�  	$	�	�	�	�
fi(x), i = 0, 1, . . . , k,

$B��0#"f��"�/1
�$	/Ø
 - �#"f������$ - �����m� - ���	�
x0
�è��� ��� ��"f��$	�	�#"2 2���6/


 � � - �Ë� - ���2� 7 �` 2�����
K

�'
��	�������"�Ä$B��0#"f��"�/1
�$	/k� 
>����" - �L���	�ð�6$ - �>������
��
M


ç� - ���2�
x0.+�-�� ���«�� 	� ������
� 	�p� ���B�����

λi
*
i = 0, 1, . . . , k,

$B�8"���
�$	/Z�`$� ��	� - ��$ - 
�"f������$	$ -�* �­�����	�B� * ��� -

0 ∈
k∑

i=0

λif
′
i(x0)−K∗.

C
IK¼�Ê�Ã�À¤¾�Æ	Ç2Û

F (x) :=
(
f0(x)− f0(x0), f1(x), . . . , fk(x)

)
.

MOÊ�Î'¾�ä!Â�Û1é¤Æ	¿�Ê
F ′(x0)K 6= R

k+1.
MZ× Ú ¿�Õ

F ′(x0)K = R
k+1.
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I`¿ Ú Í8Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�éQÆ	¿�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿4¿�¾�Î�Ê�Ù Ú Ç2Û6È'Ì¤Â�Î Ú [z1, z2, . . . , zk+2] ⊂ R

k+1, Ú Ê�Å¤Â�½#ä©¾�â!Ç	ÙÀ	×�Ì2Õ>Ó]Î'¾�Æ2Â Ú ¿�Ó�ÂpÓ�À	×�¿�½2Â�À	À2Â�Ùx¿�Ê�Æ	Î	Ç�é2Æ	¿�Ê

[z1, z2, . . . , zk+2] ∈ F ′(x0)K.

j�À¤¾�Æ	Ç	¿�é Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�ÍK¿]Ó�Â�Î	¿�Ê�½	Á xj ∈ K (j = 1, 2, . . . , k + 2)
¿�¾�Î	Ç2Â�é2Æ	¿�Ê

zj = F ′(x0)xj, j = 1, 2, . . . , k + 2. (3.2)

_S¾�ÎèÎ'¾�ÎèÓ�Â�Î	¿�Ê�½	Á
zj − z1

é
j = 2, 3, . . . , k+2,

Ê�¼�½¤¾�Ã�×�ÍK¿]¼�¾�Ã�Ç Ú Ó
R

k+1,
¿�Ê!Û,Ê�ä]À2Ê]Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ç	¿�Õ

Ì2Ç	À2Â�Ù	À2Ê�ÂpÊ�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â
L : Rk+1 −→ R

n Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÛÄÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û 2

L(zj − z1) = xj − x1, j = 2, . . . , k + 2.

MZ× Ú ¿�Õ

z =

k+2∑

j=2

βjzj +

(
1−

k+2∑

j=2

βj

)
z1 ∈ [z1, z2, . . . , zk+2].

MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û
ϕ(z) = L(z − z1) + x1,

ß�Å¤Â
ϕ(z)

� À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê�Â Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â Ú Ç2Û6È'Ì¤Â�Î Ú ¾ [z1, z2, . . . , zk+2]
Ó Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê

conv{x1, x2, . . . , xk+2}.
R!Â�Ù Ú ¿�Ó�Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é¤Ç2Û,Â�Â�Û

ϕ(z) = L(z − z1) + x1 = L

(
k+2∑

j=2

βjzj +

(
1−

k+2∑

j=2

βj

)
z1 − z1

)
+ x1

= L

(
k+2∑

j=2

βj(zj − z1)

)
+ x1 =

k+2∑

j=2

βjL(zj − z1) + x1

=

k+2∑

j=2

βj(xj − x1) + x1 =

k+2∑

j=2

βjxj +

(
1−

k+2∑

j=2

βj

)
x1 ∈ conv{x1, . . . , xk+2}.

_S¾�Î]Î'¾�Î
K
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý]À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	ÁkÛ�å]¾�¿�½2Ê�Û�Å	Ì2Ý M ÓZ¿�Ê�Æ	Î�Â

x0
é�¿�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿OÀ2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê�Â

Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â
ψ(x) ≡ x+ r(x)

é
r(x) = o(x)

é'¿�¾�Î�Ê�Â�é¤Æ	¿�Ê

x0 + ψ(x) ∈M (∀x ∈ K ∩Bε0(0)),

ß�Å¤Â
ε0

�rÀ2Â�Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�Â­È2Ê�Ì¤Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�Â�Æ	Ç Ú Ì¤Ê	á�RUÌ2ÝnÑOÇ	Î Ú Ç	½2Ê�Ó#¾�À	À	Á8ÖÔÆ	Ç Ú Â�Ì δ > 0
Ç
ε > 0Ê�È	½2Â�Å¤Â�Ì2Ç2ÛðÀ2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê�Â!Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â

φδ
À¤¾

[z1, z2, . . . , zk+2]
Ú Ì¤Â�Å2×�ÍKâ!Ç2ÛðÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�Û 2

φδ(z) ≡ z − F (x0 + ψ(L(δz − δz1) + δx1))

δ
− ~ε, z ∈ [z1, z2, . . . , zk+2],

~ε = (ε, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

).

MZ½	ÇÞÛQ¾�Ì2Á8Ö
δ > 0

Ç2Û,Â�Â�Û
δ conv{x1, x2, . . . , xk+2} ⊆ Bε0(0) ∩K

Ç�é Ú Ì¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é

L(δz − δz1) + δx1 = δϕ(z) ∈ K ∩Bε0(0). (3.3)
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MOÊ Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	× F (x0) = 0
ÇmÊ�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â

F
Å2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç	½	×�Â�Û,ÊÞÓx¿�Ê�Æ	Î�Â

x0,
¿�ÊxÇ	Ã;���'á ñ � î����'á � �

Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê

φδ(z) = z − F (x0)

δ
− F ′(x0)ϕ(z) −

o(x0, δϕ(z))

δ
− ~ε

= z − F ′(x0)

(
k+2∑

j=2

βj(xj − x1) + x1

)
− o(x0, δϕ(z))

δ
− ~ε

= z − z − o(x0, δϕ(z))

δ
− ~ε = −o(x0, δϕ(z))

δ
− ~ε.

cQÌ¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é�Å	Ì2Ý�Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2ÊÞÛQ¾�Ì2Á8Ö δ > 0
é
ε > 0

À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À2Ê�Â Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â
φδ
Ê�¿�Ê�¼�à

½¤¾�ä©¾�Â�¿ Ú Ç2Û6È'Ì¤Â�Î Ú [z1, z2, . . . , zk+2]
Ó Ú Â�¼�Ý�á6j�À¤¾�Æ	Ç	¿�éfÈ2Êx¿�Â�Ê�½2Â�Û,Â«J�½¤¾�×�Â�½¤¾ Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿ÞÀ2Â�È2Ê�à

Å2Ó�Ç	ä]À¤¾�ÝÞ¿�Ê�Æ	Î'¾>Ð�¿�Ê�ß�Ê«Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç	Ý�éB¿�á�Â�á Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿«Ð�Ì¤Â�Û,Â�À	¿ zε ∈ [z1, z2, . . . , zk+2]
¿�¾�Î�Ê�Ù�é

Æ	¿�Ê
φδ(zε) = zε.

I`¿ Ú Í8Å�¾'é	Ç2Û,Â�ÝãÓ�Ó�Ç'Å2×ãÊ�È	½2Â�Å¤Â�Ì¤Â�À	Ç2ÂpÊ�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç	Ý Φδ(z),
È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

f0(x0 + ψ(δϕ(zε))) = f0(x0)− εδ, fi(x0 + ψ(δϕ(zε))) = 0, i = 1, . . . , k,

x0 + ψ(δϕ(zε)) ∈M.
[�¿�Ê]È	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç	¿ ¿�Ê�Û6×�é	Æ	¿�Ê

x0
�Y½2Â�å©Â�À	Ç2ÂOÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç ���'áíì � á2_S¾�Î	Ç2ÛðÊ�¼�½¤¾�Ã�Ê�ÛÄÅ¤Ê�Î'¾�Ã�¾�À2Ê	é2Æ	¿�Ê

F ′(x0)K 6= R
k+1.

j�À¤¾�Æ	Ç	¿�é Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿ À2Â�À	×�Ì¤Â�Ó�Ê�ÙxÓ�Â�Î	¿�Ê�½ ~λ = (λ0, λ1, . . . , λk)
¿�¾�Î�Ê�Ù�é¤Æ	¿�Ê

〈
~λ, F ′(x0)y

∗〉
> 0 (∀ y∗ ∈ K).

cQÌ¤Â�Å¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é 〈F ′∗(x0)~λ, x〉 > 0 (∀x ∈ K),
¿�á2Â�á

F ′∗(x0)~λ ∈ K∗.
I`¿�Î	×�Å�¾'é	È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

0 ∈
k∑

i=0

λif
′
i(x0)−K∗. �

�Oy,{�ºQõ�ö'|¤zS{2D �` 2�����>
>
����������
3.1

�6$ - �>������
 -
M

�������$ - ���B���2 	���!�2� - � "���
 - ���

M =
{
x ∈ R

n : g(x) = 0
}
.

�` 2�����
g !


�/10� 	�	�����Ô$B��0#"f��"�/1
�$���� �  	$	�	�	�	�n�
0 /∈ ∂g(x0).

�k"f����0 - � - �]�2� �����	�>� * ��� -
- ��$ - ���B�����	��$ - �  	$	�	�	�	�

fi
*
i = 0, 1, . . . , k,


�/10 - �	$B��$	/L
'���`0#"f����0 - � - �>��$	�	�4��� - "f���6/
3.1
7

+�-�� ��� * �����	�
x0 !

"f��
 ��$	�B�p
����������
3.1
* � - ���	�­�	� � -���-

x∗ ∈ ∂g(x0)
�� 	� ������
� 	�p�x���B�����

λ0 > 0
*
λ1, λ2, . . . , λk,

$B��"���
�$	/Z�K$� ��	� - ��$ - 
�"f������$	$ - �­�����	�B� * ��� -

0 ∈
k∑

i=0

λkf
′
i(x0) + cl

{
con ∂g(x0)− conx∗

}
. (3.4)

C
a Ú Ç'Ì2×«¿�Â�Ê�½2Â�Û6Á �!Ç	Ã ë ��ï�Å	Ì2Ý«Ì2ÍZ¼�Ê�ß�Ê x∗ ∈ ∂g(x0) Ó�Á1È	×�Î'Ì2Á1ÙxÎ�Ê�À	× Ú

KM (x0, x
∗) ≡

{
x : g′(x0, x) 6 0, 〈x∗, x〉 > 0

}



� 	 � ���#����"	�'$ � 7 � 7
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý­À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	ÁkÛËå]¾�¿�½2Ê�ÛnÎ­Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�× M ≡ {x ∈ R

n : g(x) = 0} Ó«¿�Ê�Æ	Î�Â x0. cQÌ¤Â�àÅ¤Ê�Ó#¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é¤È2Ê]¿�Â�Ê�½2Â�Û,Â �'áíìZÅ	Ì2ÝèÌ2ÍZ¼�Ê�ß�Ê
x∗ ∈ ∂g(x0)

Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�ÍK¿>Æ	Ç Ú Ì�¾ λ0 > 0
é
λ1, . . . , λk,À2ÂO½¤¾�Ó�À	ÁkÂOÀ	×�Ì2ÍØÊ�Å2À2Ê�Ó�½2Â�Û,Â�À	À2Ê	é¤¿�¾�Î	Ç2Â�é2Æ	¿�Ê

0 ∈
k∑

i=0

λif
′
i(x0)−K∗

M (x0, x
∗). (3.5)

WOÛ,Â�Â�Û
K∗

M (x0, x
∗) = cl

{
con x∗ − con ∂g(x0)

}
.

I`¿ Ú Í8Å�¾'éB×�Æ	Ç	¿�Á1Ó#¾�ÝÞÓ�Î'Ì2ÍKÆ2Â�À	Ç2Â ���'á - � é�À2Â�Û,Â�Å	Ì¤Â�À	À2Ê«È2Ê�Ì2×�Æ	Ç2ÛnÈ	½¤¾�Ó�Ç'Ì¤ÊãÛ6À2Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì¤Â�Ù�Tp¾�ß�½¤¾�À'à
ä©¾ ���'á �	� á

Bj�¾�Û,Â�¿�Ç2Û1éBÆ	¿�Ê«ÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ç
fi
é
i = 0, 1, . . . , k

é�Ó�Ê�Ê�¼�â©Âpß�Ê�Ó�Ê�½#Ý�é�À2ÂpÝ'Ó�Ì2Ý'ÍK¿ Ú ÝÞÌ¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2Ê«Ì2Ç	È'à
å!Ç	Ò2Â�Ó�ÁkÛ6Ç�é,¾

g
Û,Ê�ä!Â�¿�ÇÜÀ2Â«¼�Á1¿�ÕÞÅ2Ç2ÑUÑUÂ�½2Â�À	Ò	Ç	½	×�Â�Û,Ê�ÙÄÑO×�À	Î	Ò	Ç2Â�Ù�áSMOÊ�Ð�¿�Ê�Û6×�é6È	½	ÇÜÈ2Ê�Û,Ê�â!Ç

Ó#¾�½	Ç¤¾�Ò	Ç2Ê�À	À2Ê�ß�Ê]È	½	Ç	À	Ò	Ç	È¤¾>[�Î'Ì�¾�À'Å�¾pÇ'Ì2Çè¿�Â�Ê�½2Â�Û6ÁêÊpÀ2Â�Ý'Ó�À	Á8ÖèÑO×�À	Î	Ò	Ç	Ý�Ö Ó!Ã�¾�Å�¾�Æ2Â �'áíìKÀ2Â�Ó�Ê�Ã�à
Û,Ê�ä]À2Ê>È2Ê�Ì2×�Æ	Ç	¿�Õ>È	½¤¾�Ó�Ç'Ì¤Ê Û6À2Ê�ä]Ç	¿�Â�Ì¤Â�Ù�Tp¾�ß�½¤¾�À	ä©¾'á

N6¾ Ú�Ú Û,Ê�¿�½	Ç2ÛòÐ�Î Ú ¿�½2Â�ÛQ¾�Ì2Õ�À	×�ÍhÃ�¾�Å�¾�Æ	×

f(x) → min, g(x) = 0, x ∈M. (3.6)

��{#ô �S{��K÷ 
 D 4 D �` 2�����
f
*
g !


�/10� 	�	�	/Z� �  	$	�	�	�	� * �
M !


�/10� 	�	� - �K�6$ - �>������
 -�7 �` 2�����
x0 !

"f��
 ��$	�B�Z
����������
(3.6)

�«���	�x$B��� - � - " -���-
x∗0 ∈ ∂g(x0)

�� 	� ������
� 	�p� �����	�B�K
'���B� - "�/
w1
*

w2,
��� -

g′(x0, w1) < 0, 〈x∗0, w2〉 > 0, w1, w2 ∈M − x0.
+�-�� ���]�	� � -

0 ∈ ∂f(x0) + con ∂g(x0)−K∗
M (x0), (3.7)

�	� � -
0 ∈ ∂f(x0)− conx∗0 −K∗

M (x0). (3.8)

C
MZ× Ú ¿�ÕxÓ�Î'Ì2ÍKÆ2Â�À	Ç2Â ���'á / � À2Â©Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú Ý�áf_fÊ�ß�Å�¾ Ú Ê�ß�Ì�¾ Ú À2Ê Ú Ç'Ì2Õ�À2Ê�ÙmÊ�¿�Å¤Â�Ì2Ç2Û,Ê Ú ¿�ÇÜÓ�Á8à

È	×�Î'Ì2Á8ÖxÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�ÍK¿]Ó�Â�Î	¿�Ê�½ u1 ÇãÆ	Ç Ú Ì¤Ê δ1 > 0
¿�¾�Î	Ç2Â�é2Æ	¿�Ê

〈
u1, y

∗
1 − (y∗3 − y∗2)

〉
6 −δ1 (∀ y∗1 ∈ ∂f(x0), y∗2 ∈ con ∂g(x0), y

∗
3 ∈ K∗

M (x0)). (3.9)

I`¿ Ú Í8Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê

〈
u1, y

∗
3 − y∗2

〉
> 0 (∀ y∗2 ∈ con ∂g(x0), y

∗
3 ∈ K∗

M (x0)). (3.10)

R!Â�Ù Ú ¿�Ó�Ç	¿�Â�Ì2Õ�À2Ê	é�Â Ú Ì2ÇãÅ	Ì2ÝãÀ2Â�Î�Ê�¿�Ê�½	Á8Ö y∗2 ∈ con ∂g(x0)
é
y∗3 ∈ K∗

M (x0)

〈u1, y∗3 − y∗2〉 < 0,

¿�Ê]È	½	Ç
λ→ +∞ Ç2Û,Â�Â�Û

〈
u1, λ(y

∗
3 − y∗2)

〉
→ −∞,

¾©Ð�¿�Ê©È	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç	¿ Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Í ���'á � � á¤j�À¤¾�Æ	Ç	¿�é¤Ç	Ã����'áíì�	 � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê

u1 ∈ (− con ∂g(x0) +K∗
M (x0))

∗ = (− con ∂g(x0))
∗ ∩K∗∗

M (x0)

=
{
x : g′(x0, x) 6 0

}
∩ cl{con(M − x0)}.

(3.11)
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��������#���­�`$B� � �������	�2�6� -�� "���$	������$	�	�	�6� �'ì

WZÃ����'á � � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é¤Æ	¿�Ê
f ′(x0, u1) = max

x∗∈∂f(x0)
〈x∗, u1〉 < −δ1. (3.12)

XOÊ�À	× Ú Á

KΩ+(x0) :=
{
x ∈ R

n : g′(x0, x) 6 0
}
, KM (x0) = cl{(conM − x0)},

Ó Ú Ç'Ì2×U¿�Â�Ê�½2Â�Û6Á � � á ñ©ëíì�é�ß�Ìfá � é�È�á �'é Ú á�ñ0/ ��ï	Ý'Ó�Ì2Ý'ÍK¿ Ú Ý©À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	ÁkÛ6Ç>å]¾�¿�½¤¾�Û6Ç©Å	Ì2Ý©Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó
Ω+ = {x ∈ R

n : g(x) 6 0} Ç M Ú Ê�Ê�¿�Ó�Â�¿ Ú ¿�Ó�Â�À	À2Ê	á�MOÊ Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	×ãÈ2Ê]È	½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Íh¿�Â�Ê�½2Â�Û6Á

intKΩ+(x0) ∩KM (x0) 6= ∅,

¿�Ê Ú Ê�ß�Ì�¾ Ú À2Ê!¿�Â�Ê�½2Â�Û,Â©ì�á ñ>ë � é�ß�Ìfá � é�È�á�ì�é Ú á'ñ � 	�ï�ÊpÈ2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	ÇèÀ2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	Á8Ö«å]¾�¿�½2Ê�Ó2é�Ó�Á1È	×�Î'à
Ì2Á1ÙxÎ�Ê�À	× Ú

K1 ≡ KΩ+(x0) ∩KM (x0)
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝãÎ�Ê�À	× Ú Ê�ÛðÎ'¾ Ú ¾�¿�Â�Ì2Õ�À	Á8ÖÞÀ¤¾�È	½¤¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÙxÅ	Ì2Ý Ω+ ∩M Ó>¿�Ê�Æ	Î�Â

x0.
I`¿ Ú Í8Å�¾©ÇxÇ	Ã����'áíì�ì �

Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿ Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â ϕ1(λ) = o(λ)
¿�¾�Î�Ê�Â�é2Æ	¿�Ê

Ψ1(λ) ≡ x0 + λu1 + ϕ1(λ) ∈M, g(Ψ1(λ)) 6 0 (3.13)

Å	Ì2Ý«Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2Ê«ÛQ¾�Ì2Á8Ö λ > 0.e`À¤¾�Ì¤Ê�ß�Ç	Æ	À2Ê	é�Â Ú Ì2ÇxÓ�Î'Ì2ÍKÆ2Â�À	Ç2Â ���'á � � À2ÂUÇ2Û,Â�Â�¿ Û,Â Ú ¿�Ê	é2¿�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�ÍK¿>Ó�Â�Î	¿�Ê�½ u2 ÇxÆ	Ç Ú Ì¤Ê
δ2 > 0

¿�¾�Î	Ç2Â�é	Æ	¿�Ê
f ′(x0, u2) < −δ2, u2 ∈ KM (x0) ∩KΩ−(x0), (3.14)

Ω− ≡
{
x ∈ R

n : g(x) > 0
}
, KΩ−(x0) =

{
x ∈ R

n : 〈x∗0, x〉 > 0
}
.

MOÊ Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	× g Ó�Á1È	×�Î'Ì�¾'é	¿�Ê

g(x0 + x)− g(x0) > 〈x∗0, x〉 > 0 (∀x ∈ KΩ−(x0)).

I`¿ Ú Í8Å�¾ Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é'Æ	¿�ÊpÓ�Á1È	×�Î'Ì2Á1ÙèÎ�Ê�À	× Ú KΩ−(x0)
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú Ý«À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	ÁkÛçå]¾�¿�½2Ê�ÛÜÎèÛ6À2Ê�ä!Â�à

Ú ¿�Ó�× Ω−.
MOÊ Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	×ãÈ2Ê]È	½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Í intKΩ−(x0) ∩KM (x0) 6= ∅,

¿�Ê]Î�Ê�À	× Ú

K2 ≡ KΩ−(x0) ∩KM (x0)

¿�¾�Î	ä!Â8¼�×�Å¤Â�¿`Î�Ê�À	× Ú Ê�Û�Î'¾ Ú ¾�¿�Â�Ì2Õ�À	Á8Ö!À¤¾�È	½¤¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç	Ù!Å	Ì2Ý Ω−∩M ÓK¿�Ê�Æ	Î�Â
x0.

I`¿ Ú Í8Å�¾kÇpÇ	Ã ���'áíì �	�
Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é2Æ	¿�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�Â�¿ Ê�¿�Ê�¼�½¤¾�ä!Â�À	Ç2Â ϕ2(λ) = o(λ)

¿�¾�Î�Ê�Â�é2Æ	¿�Ê

Ψ2(λ) ≡ x0 + λu2 + ϕ2(λ) ∈M, g(Ψ2(λ)) > 0. (3.15)

MOÊ Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	×4Û6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó�Ê M Ó�Á1È	×�Î'Ì¤Ê	é�¿�ÊãÇ	Ã Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ù ���'áíì�� � Ç ���'áíì.- � Ú Ì¤Â�Å2×�Â�¿�é�Æ	¿�ÊxÀ¤¾�Ù'à
Å¤Â�¿ Ú Ýã¿�Ê�Æ	Î'¾ ξ ∈ [Ψ1(λ),Ψ2(λ)]

¿�¾�Î'¾�Ý�é2Æ	¿�Ê

g(ξ) = 0, ξ ∈M.

WOÛ,Â�Â�ÛÄ¿�¾�Î	ä!Â�é2Æ	¿�Ê©Å	Ì2ÝãÀ2Â�Î�Ê�¿�Ê�½2Ê�ß�Ê
α ∈ [0, 1]

ξ = x0 + αλu1 + (1− α)λu2 + o(λ).

I`¿ Ú Í8Å�¾©ÇxÇ	Ã Ú Ê�Ê�¿�À2Ê�å©Â�À	Ç	Ù ���'áíì�ñ � Ç*���'áíì �	� Å	Ì2Ý«Å¤Ê Ú ¿�¾�¿�Ê�Æ	À2Ê«ÛQ¾�Ì2Á8Ö λ > 0
È2Ê�Ì2×�Æ¤¾�Â�Û

f(ξ)− f(x0) 6 f ′(x0, x0 + αλu1 + (1− α)λu2 + o(λ)) + o(λ) < 0,
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Æ	¿�Ê]È	½2Ê�¿�Ç	Ó�Ê�½2Â�Æ	Ç	¿«È	½2Â�Å2È2Ê�Ì¤Ê�ä!Â�À	Ç	Í@Ê©¿�Ê�Û1é	Æ	¿�Ê]¿�Ê�Æ	Î'¾

x0
�Y½2Â�å©Â�À	Ç2ÂOÃ�¾�Å�¾�Æ	Ç ���'á � � á

��{#ô �S{��K÷ 
 D 
 D��` 2�����
x0 !

� - ���	�U�6�	$	�2�f 2���Z� - �	���	��$ - �	�	0	
!�	�B��
 - � �  	$	�	�	�	�
f0(x)

0#"��
-�� "���$	������$	�	���

fi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , k, x ∈ Rn,
� �f�

fi, i = 1, 2, . . . , k, !
�����	�>�`� - �	���	��$ - �	�	0	
!�	�B��
�/Z� �  	$	�	�	�	� 7 �` 2�����è�� 	� ������
� 	�p�]�����	�B�


'���B� - "�/
wi,

��� -
f ′iMP (x0, wi) < 0

*
i = 1, 2, . . . , k,

� �  	$	�	�	�	�
f ′
iMP (x,wi)

0 - �� 	$B��0#"f��"�/1
�$	/
��
'��"
�# ò0 -

x

ð� - ���2�

x0.
+�-�� ���ç�� 	� ������
� 	�p�Ü���B��� -

λ0 > 0
�ð
'���B� - "�/

x∗1, . . . , x
∗
k,
$B� 
'���

- ��$ - 
�"f������$	$ - "���
�$	/Z�K$� ��	� * �����	�B� * ��� -

0 ∈ λ0∂ALf0(x0) +
k∑

i=1

x∗i , x∗i ∈ Lin ∂MP fi(x0), i = 1, . . . , k. (3.16)

C
MOÊ�Ì¤Ê�ä]Ç2Û

Hi ≡
{
x ∈ Rn/f ′iMP (x0, x) 6 0, f ′iMP (x0,−x) 6 0

}
.
MOÊ«¿�Â�Ê�½2Â�Û,Â ñ'áíì!È2Ê�Å	à

È	½2Ê Ú ¿�½¤¾�À Ú ¿�Ó�Ê Hi
Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝpÀ2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	ÁkÛÞå]¾�¿�½2Ê�ÛãÅ	Ì2ÝUÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó#¾ Mi = {x ∈ Rn/fi(x) = 0}Óã¿�Ê�Æ	Î�Â

x0.
P Ú Ì2Ç�Î�Ê�À	× Ú Á Hi

Ê�¿�Å¤Â�Ì2Ç2Û6ÁUé�¿�Ê Ú ×�â©Â Ú ¿�Ó�×�ÍK¿ãÓ�Â�Î	¿�Ê�½	Á x∗i ∈ H∗
i

é
i = 1, 2, . . . , k,À2ÂO½¤¾�Ó�À	ÁkÂOÀ	×�Ì2ÍØÊ�Å2À2Ê�Ó�½2Â�Û,Â�À	À2Ê ¿�¾�Î	Ç2Â�é2Æ	¿�Ê

x∗1 + x∗2 + · · ·+ x∗k = 0.

anÐ�¿�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�ÂO× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â1���'áíì � � Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú Ý�é2È2Ê Ú Î�Ê�Ì2Õ�Î	×ãÇ2Û,Â�Â�Û

H∗
i = cl{con ∂MP fi(x0)− con ∂MPfi(x0)} = Lin ∂MPfi(x0),

Ç�Û,Ê�ä]À2ÊãÓ�Ák¼�½¤¾�¿�Õ
λ0 = 0.

P Ú Ì2Ç�Î�Ê�À	× Ú Á Hi
é
i = 1, 2, . . . , k,

À2Â�Ê�¿�Å¤Â�Ì2ÁkÛ6Ç�é�¿�Ê«Ó Ú Ç'Ì2×�¿�Â�Ê�½2Â�à
Û6ÁLaØëíì�ñ�ï � ¿�Â�Ê�½2Â�ÛQ¾>Ê©È2Â�½2Â Ú Â�Æ2Â�À	Ç	ÇxÌ¤Ê�Î'¾�Ì2Õ�À2Ê>À2Â�È	½2Â�½	Á1Ó�À	Á8Öxå]¾�¿�½2Ê�Ó2é¤Ê�¼�â!Ç	Ù Ú Ì2×�Æ¤¾�Ù � Î�Ê�À	× Ú

H ≡
k⋂

i=1

Hi

Ý'Ó�Ì2Ý	Â�¿ Ú ÝÄÎ�Ê�À	× Ú Ê�ÛÉÎ'¾ Ú ¾�¿�Â�Ì2Õ�À	Á8ÖðÀ¤¾�È	½¤¾�Ó�Ì¤Â�À	Ç	ÙðÅ	Ì2ÝÄÛ6À2Ê�ä!Â Ú ¿�Ó#¾ M =
⋂k

i=1Mi
Ó�¿�Ê�Æ	Î�Â

x0.anÐ�¿�Ê�Û Ú Ì2×�Æ¤¾�Â

H∗ = H∗
1 +H∗

2 + · · ·+H∗
k = Lin ∂MP f1(x0) + Lin ∂MP f2(x0) + · · ·+ Lin ∂MPfk(x0).

_fÂ�È2Â�½	Õ2é2È2Ê]¿�Â�Ê�½2Â�Û,Â>ì�áíìOÇ2Û,Â�Â�Û
∂ALf0(x0) ∩H∗ 6= ∅.

I`¿ Ú Í8Å�¾

0 ∈ ∂ALf0(x0) +
k∑

i=1

Lin ∂MPfi(x0).

_fÊ�ß�Å�¾]× Ú Ì¤Ê�Ó�Ç2Â1���'áíì � � Ó�Á1È2Ê�Ì2À	Ý	Â�¿ Ú ÝxÈ	½	Ç λ0 = 1.
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XYÈ	×'¼�Ì2Ç	Î'¾�Ò	Ç	Ç4Óãa8q�� È	½	Ç	À	Ç2ÛQ¾�ÍK¿ Ú Ý Ú ¿�¾�¿�Õ�Ç�é Ú Ê�Å¤Â�½#ä©¾�â!Ç2Â>À2Ê�Ó�ÁkÂ©½2Â�Ã�×�Ì2Õ�¿�¾�¿�Á@ÓãÊ�¼�Ì�¾�à
Ú ¿�Ç­ÛQ¾�¿�Â�ÛQ¾�¿�Ç	Î	Ç­Ç Ú ¿�¾�¿�Õ�Ç�Ê�¼�Ã�Ê�½	À2Ê�ß�Ê Ö�¾�½¤¾�Î	¿�Â�½¤¾'á�c�¿�¾�¿�Õ�Ç�é�½¤¾�À2Â�Â!Ê�È	×'¼�Ì2Ç	Î�Ê�Ó#¾�À	À	ÁkÂ�é�¾>¿�¾�Î	ä!Â
È	½	Ç	À	Ý'¿�ÁkÂUÎxÊ�È	×'¼�Ì2Ç	Î�Ê�Ó#¾�À	Ç	ÍÉÓ©Å2½	×�ß�Ç'Öèä]×�½	À¤¾�Ì�¾�Ö�é	½2Â�Å2Î�Ê�Ì	Ì¤Â�ß�Ç2Â�Ù�À2ÂZ½¤¾ Ú�Ú ÛQ¾�¿�½	Ç	Ó#¾�ÍK¿ Ú Ý�á�MOÊ�à
Ú ¿�×�È	Ç	Ó�å!Ç2ÂOÓ>½2Â�Å�¾�Î	Ò	Ç	ÍÉa8q�� Ú ¿�¾�¿�Õ�ÇÞÈ	½2Ê�Ö#Ê�Å2Ý'¿«Ê�¼�Ý'Ã�¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê�ÂpÀ¤¾�×�Æ	À2Ê�ÂO½2Â�Ò2Â�À	Ã�Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç2Â�á

_fÂ�Î Ú ¿ Ú ¿�¾�¿�Õ�ÇmÅ¤Ê�Ì2ä!Â�Àç¼�Á1¿�ÕÞÀ¤¾�È	Ç Ú ¾�ÀmÀ¤¾è½	× Ú�Ú Î�Ê�ÛLÇ'Ì2Çç¾�À	ß�Ì2Ç	Ù Ú Î�Ê�ÛbÝ'Ã�Á1Î�Â>Ç4¿�â]¾�¿�Â�Ì2Õ�À2Ê
Ó�Á1Ó�Â�½2Â�À�áSaÉÀ¤¾�Æ¤¾�Ì¤Â Ú ¿�¾�¿�Õ�Çç×�Î'¾�Ã�Á1Ó#¾�Â�¿ Ú ÝÜÇ	À'Å¤Â�Î Ú tQR!X]é6\«á W]á I!á6¾�Ó�¿�Ê�½¤¾ � Ê�Ó � é6¾�À	À2Ê�¿�¾�Ò	Ç	Ý � À2Â
Ú Ê�Å¤Â�½#ä©¾�â]¾�Ý>ÑUÊ�½2Û6×�Ì � Ç!Î'Ì2ÍKÆ2Â�Ó�ÁkÂ Ú Ì¤Ê�Ó#¾'á�VU¾�Ã�Ó#¾�À	Ç2Â Ú ¿�¾�¿�Õ�Ç�é#\«á W]á I!á�¾�Ó�¿�Ê�½¤¾ � Ê�Ó � é#¾�À	À2Ê�¿�¾�Ò	Ç	Í
ÇxÎ'Ì2ÍKÆ2Â�Ó�ÁkÂ Ú Ì¤Ê�Ó#¾©À2Â�Ê�¼�Ö#Ê�Å2Ç2Û,Ê>Å�¾�¿�Õ>À¤¾>¾�À	ß�Ì2Ç	Ù Ú Î�Ê�ÛòÇã½	× Ú�Ú Î�Ê�ÛðÝ'Ã�Á1Î'¾�Ö�á

c�È	Ç Ú Ê�ÎãÌ2Ç	¿�Â�½¤¾�¿�×�½	ÁêÈ2Â�Æ¤¾�¿�¾�Â�¿ Ú ÝxÓ©Î�Ê�À	Ò2ÂO¿�Â�Î Ú ¿�¾ Ú ¿�¾�¿�Õ�ÇxÓ©È2Ê�½#Ý�Å2Î�ÂUÒ	Ç	¿�Ç	½2Ê�Ó#¾�À	Ç	ÝãÇ'Ì2ÇãÈ2Ê
¾�Ì¤Ñp¾�Ó�Ç	¿�×�áBaêÀ2Â�ÛòÅ¤Ê�Ì2ä]À	Áh¼�Á1¿�Õ«×�Î'¾�Ã�¾�À	Á 2�Å	Ì2Ý Ú ¿�¾�¿�Õ�Â�Ù � ¾�Ó�¿�Ê�½�é�È2Ê�Ì2À2Ê�Â!À¤¾�Ã�Ó#¾�À	Ç2Â Ú ¿�¾�¿�Õ�Ç�é
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