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Аннотация. Известно, что все слабые показатели блуждаемости, как и нижний сильный показа-
тель блуждаемости, на множестве решений линейных однородных треугольных дифференциальных
систем с непрерывными ограниченными на положительной полуоси коэффициентами равны нулю.
При этом верхний сильный показатель блуждаемости некоторого решения из указанного множества
может принимать положительное значение. В данной работе полностью изучены показатели ори-
ентированной врашаемости и показатели колеблемости знаков, нулей, корней и гиперкорней реше-
ний линейных однородных треугольных дифференциальных систем с непрерывными (необязательно
ограниченными) на положительной полуоси коэффициентами. Установлено, что у любого решения
треугольной системы дифференциальных уравнений его показатели колеблемости и врашаемости
являются точными, абсолютными и совпадают между собой. Также показано, что спектры этих по-
казателей (т. е. множества значений на ненулевых решениях) треугольных систем состоят из одного
нулевого значения. Полученные результаты позволяют сделать вывод, что показатели ориентирован-
ной вращаемости и показатели колеблемости, несмотря на их простые и естественные определения,
не являются в теории колебаний аналогами показателя Перрона. Кроме того, установлено совпадение
спектров каждого (сильного или слабого, верхнего или нижнего) показателя ориентированной вра-
щаемости и показателя колеблемости знаков, нулей, корней и гиперкорней взаимно-сопряженных
линейных однородных систем дифференциальных уравнений с непрерывными на положительной
полуоси коэффициентами.
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1. Введение

Напомним, что Ляпуновские характеристики колеблемости, блуждаемости и вращае-
мости решений дифференциальных уравнений и систем впервые были введены И. Н. Сер-
геевым в работах [1–7]. Исследования спектров показателей колеблемости и вращаемости
автономных систем были начаты в работах [8–11], а полностью завершены в [12, 13].

Настоящая работа посвящена изучению спектров показателей колеблемости и ори-
ентированной вращаемости линейных однородных треугольных дифференциальных си-
стем, а также взаимно-сопряженных двумерных дифференциальных систем.
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В докладе [14] была анонсирована теорема о нулевом спектре показателей колебле-
мости нулей решений линейных однородных треугольных дифференциальных систем
с непрерывными ограниченными коэффициентами. Через год этот результат был неза-
висимо получен В. В. Миценко [15] для более узкого класса двумерных треугольных
систем — для двумерных систем с ограниченными одним и тем же числом коэффициен-
тами. А спектры показателей вращаемости треугольных систем вовсе не были исследо-
ваны. В связи с этим возникают следующие задачи:

1) найти спектры показателей колеблемости знаков (строгих и нестрогих), нулей,
корней и гиперкорней линейных однородных треугольных дифференциальных систем
с непрерывными (не обязательно ограниченными) коэффициентами;

2) найти спектры показателей ориентированной вращаемости линейных однородных
треугольных дифференциальных систем с непрерывными коэффициентами.

Известно, что спектры показателей Ляпунова взаимно-сопряженных правильных
дифференциальных систем симметричны относительно нуля (см., например, [16]). Учи-
тывая неотрицательность показателей колеблемости и ориентированной вращаемости на
множестве всех решений дифференциальных систем, было бы любопытно ответить на
следующие вопросы.

1. Можно ли по спектру какого-либо показателя колеблемости некоторой линейной
однородной дифференциальной системы восстановить спектр этого показателя колебле-
мости сопряженной системы?

2. Можно ли по спектру какого-либо показателя вращаемости некоторой линейной
однородной дифференциальной системы восстановить спектр этого показателя вращае-
мости сопряженной системы?

2. Показатели колеблемости решений дифференциальных систем

Для заданного n ∈ N обозначим через M n множество линейных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t ∈ R+ ≡ [0, +∞),

с непрерывными оператор-функциями A : R+ → EndRn (каждую из которых будем
отождествлять с соответствующей системой). Подмножество множества M n, состоящее
из треугольных систем, обозначим через T n. Пространство решений системы A ∈ M n

обозначим через S (A), а подмножество всех ненулевых решений — через S∗(A). Далее,
звездочкой снизу будем помечать любое линейное пространство, в котором выколот нуль.
Положим

S
n
∗
=

⋃

A∈Mn

S∗(A).

Определение 1 [2]. Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая (нестрогая)
смена знака функции y : R+ → R, если в любой окрестности этой точки функция y при-
нимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные)
значения.

Определение 2 [3, 4]. Для момента t > 0 и функции y : R+ → R введем следующие
обозначения:

ν−(y, t) — число точек ее строгой смены знака на промежутке (0, t];
ν∼(y, t) — число точек ее нестрогой смены знака на промежутке (0, t];
ν0(y, t) — число ее нулей на промежутке (0, t];
ν+(y, t) — число ее корней (т. е. нулей с учетом их кратности) на промежутке (0, t];
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ν∗(y, t) — число ее гиперкратных корней на промежутке (0, t]: при его подсчете каж-
дый некратный корень берется ровно один раз, а кратный — бесконечно много раз.

Далее, для ненулевого вектора m ∈ R
n
∗

и вектор-функции x ∈ S n
∗

введем обозначение
να(x,m, t) ≡ να(〈x,m〉, t), где α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, 〈x(·),m〉 — скалярное произведение.

Определение 3 [3–6]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колебле-

мости знаков, нулей, корней и гиперкорней функции x ∈ S n
∗

при α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}
соответственно зададим формулами

ν̂α
•
(x) ≡ inf

m∈Rn

∗

lim
t→∞

π

t
να(x,m, t)

(

ν̌α
•
(x) ≡ inf

m∈Rn

∗

lim
t→∞

π

t
να(x,m, t)

)

,

ν̂α
◦
(x) ≡ lim

t→∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(x,m, t)

(

ν̌α
◦
(x) ≡ lim

t→∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(x,m, t)

)

.

3. Показатели ориентированной вращаемости

Определение 4 [5]. Для функции x ∈ C1(R+,R
2) и конечного момента времени

t > 0 определим функционал Θ(x, t), как такую непрерывную ветвь ориентированно-
го угла между векторами x(t) и x(0), что Θ(x, 0) = 0. Если найдется момент времени
τ ∈ [0, t], для которого x(τ) = 0, то по определению (в ущерб непрерывности) считаем
Θ(x, t) = +∞.

Определение 5 [5–7]. Нижние (верхние) сильный и слабый показатели ориентиро-
ванной вращаемости вектор-функции x ∈ S n

∗
зададим соответственно с помощью фор-

мул

θ̌•(x) = inf
L∈End2Rn

lim
t→+∞

1

t

∣

∣Θ(Lx, t)
∣

∣

(

θ̂•(x) = inf
L∈End2R

n

lim
t→+∞

1

t

∣

∣Θ(Lx, t)
∣

∣

)

,

θ̌◦(x) = lim
t→+∞

inf
L∈End2Rn

1

t

∣

∣Θ(Lx, t)
∣

∣

(

θ̂◦(x) = lim
t→+∞

inf
L∈End2Rn

1

t

∣

∣Θ(Lx, t)
∣

∣

)

,

где End2R
n подмножество множества EndRn, состоящее из линейных операторов ран-

га 2.
В случае совпадения верхнего и нижнего значений какого-либо из перечисленных

в определениях 3 и 5 показателей κ̂(x) = κ̌(x) будем говорить, что показатель κ(x)
является точным, а в случае совпадения значений слабого и сильного показателей
κ
◦(x) = κ

•(x) будем говорить, что показатель κ(x) является абсолютным.

Замечание 1. Заметим, что показатели вращаемости при n = 1 теряют смысл.
Поэтому в дальнейшем по умолчанию будем считать, что n > 2.

4. Спектры треугольных систем

В этом разделе полностью изучены спектры показателей колеблемости и вращаемо-
сти треугольных систем. Оказалось, что они состоят только из одного нулевого значения.

Теорема 1. Для любого решения x ∈ S∗(A) любой системы A ∈ T n при каждом

α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} имеет место следующая цепочка равенств:

θ̌•(x) = θ̂•(x) = θ̌◦(x) = θ̂◦(x) = ν̂α
•
(x) = ν̌α

•
(x) = ν̂α

◦
(x) = ν̌α

◦
(x) = 0.
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Следствие. Спектры всех показателей ориентированной вращаемости и показате-

лей колеблемости треугольных дифференциальных систем состоят из одного нулевого

значения.

⊳ 1. Не уменьшая общности, можно ограничиться рассмотрением системы вида

A(t) =









a11(t) 0 . . . 0
a21(t) a22(t) 0 . . .

. . . . . . . . . . . .

an1(t) . . . ann−1(t) ann(t)









.

Последовательно интегрируя уравнения этой системы, получим фундаментальную си-
стему

X(t) =
(

x1(t), . . . , xn(t)
)

=
[

xjk(t)
]

вида
xjk(t) = 0, j < k;

xkk(t) = Ak(t);

xjk(t) = Aj(t)

t
∫

0

A−1
j (τ)

j−1
∑

s=k

ajs(τ)xsk(τ) dτ, j > k,

где

Ak(t) ≡ exp

t
∫

0

akk(τ) dτ, j, k = 1, . . . , n.

Скалярное произведение ненулевого вектора m ≡ (m1, . . . ,mn) и решения

x(t) = c1x
1(t) + · · ·+ cnx

n(t) ∈ S∗(A),

где c1, . . . , cn — произвольные постоянные, имеет вид

〈x,m〉 = m1c1A1(t)+m2(c1x21(t)+c2A2(t))+· · ·+mn(c1xn1(t)+· · ·+cn−1xnn−1(t)+cnAn(t)).

Теперь в зависимости от значений ci, i = 1, . . . , n, выбираем вектор m ∈ R
n
∗
, для

которого функция 〈x,m〉 не обращается в нуль при любом t > 0. Если c1 6= 0, то берем
вектор m = (1, 0, . . . , 0). Если же c1 = 0, то ищем первый ближайший к единице номер r

коэффициента ci, i = 2, . . . , n отличного от нуля. При этом выбираем вектор m ∈ R
n
∗

с нулевыми компонентами за исключением r-го. Таким образом, перебирая все значе-
ния ci, получим, что для любого ненулевого решения xc найдется такой вектор mc, что
выполнено

inf
m∈Rn

∗

να(m,xc, t) = να(mc, xc, t) = 0, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, (1)

а с ним и цепочка равенств

ν̂α
◦
(x) = ν̌α

◦
(x) = 0, x ∈ S∗(A).

На основании (1), с учетом να(xc,m, t) > 0 при любых m ∈ R
n
∗

и t > 0, имеем

0 6 ν̌α
•
(xc) 6 ν̂α

•
(xc) = inf

m∈Rn

∗

lim
t→+∞

π

t
να(xc,m, t) 6 lim

t→+∞

π

t
να(xc,mc, t) = ν̂α

◦
(xc) = 0.

2. В работе [7] доказано, что для любого x ∈ S n
∗

справедливы неравенства

θ̂•(x) 6 ν̂∗
•
(x), θ̌•(x) 6 ν̌∗

•
(x), θ̂◦(x) 6 ν̂∗

◦
(x), θ̌◦(x) 6 ν̌∗

◦
(x).

Откуда получаем θ̌•(x) = θ̂•(x) = θ̌◦(x) = θ̂◦(x) = 0. ⊲
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5. Спектры ваимно-сопряженных двумерных систем

В этом разделе установлено совпадение спектров каждого из показателей колеблемо-
сти и вращаемости взаимно-сопряженных двумерных дифференциальных систем.

Определение 6 [16]. Система −AT ∈ M n называется сопряженной для системы
A ∈ M n.

Замечание 2. Очевидно, систему A ∈ M n можно рассматривать как сопряженную
для системы −AT ∈ M n, т. е. системы A, −AT ∈ M n взаимно-сопряженные.

Лемма 1 [16]. Пусть задана система A ∈ M n с непрерывными на R+ коэффициента-

ми. Тогда для любых решений x ∈ S∗(A) и y ∈ S∗(−AT ) взаимно-сопряженных систем

скалярное произведение 〈x, y〉 постоянно.

Лемма 2 [17]. Для произвольной вектор-функции y ∈ S 2
∗

и невырожденной матрицы

второго порядка L положим z(t) = Ly(t).

а) Пусть detL > 0. Если при некоторых k ∈ Z и T > 0 выполнено равенство Θ(y, T ) =
πk, то Θ(z, T ) = πk; если же πk 6 Θ(y, T ) 6 π(k + 1), то и πk 6 Θ(z, T ) 6 π(k + 1).

б) Пусть detL < 0. Если при некоторых k ∈ Z и T > 0 выполнено Θ(y, T ) = πk, то

Θ(z, T ) = −πk; если же πk 6 Θ(y, T ) 6 π(k + 1), то и πk 6 −Θ(z, T ) 6 π(k + 1).

Теорема 2. Для любой системы A ∈ M 2 и любого показателя

ω = θ̌•, θ̂•, θ̌◦, θ̂◦, ν̂α
•
, ν̌α

•
, ν̂α

◦
, ν̌α

◦
, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, (2)

справедливо равенство

Specω(A) = Specω
(

−AT
)

.

⊳ 1. Сначала установим биекцию пространства R
2 в себя. Для этого каждому вектору

c ≡ (c1, c2) ∈ R
2 поставим в соответствие вектор c∗ ≡ (−c2, c1) ∈ R

2. Установленный изо-
морфизм порождает и изоморфизм пространств S (A), S (−AT ). В самом деле, каждому
решению x ∈ S (A) системы A c начальным условием x(0) = c поставим в соответствие
решение y ∈ S

(

−AT
)

системы −AT c начальным условием y(0) = c∗. Заметим, что век-
торы c, c∗ ортогональны, поэтому ортогональными будут не только векторы x(0), y(0),
но, в силу леммы 1, и вектор-функции x(t), y(t) на R+.

2. Отсюда, с одной стороны, при любых t > 0 и α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} имеем

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(x,m, t) = inf

m∈Rn

∗

π

t
να(y,m, t).

Беря последовательно верхние и нижние пределы от обеих частей, соответственно полу-
чим

ν̂α
◦
(x) = ν̂α

◦
(y), ν̌α

◦
(x) = ν̌α

◦
(y).

С другой стороны, при любых фиксированных t > 0, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} и перпенди-
кулярных векторах m1,m2 ∈ R

2 справедливо

lim
t→+∞

π

t
να(x,m1, t) = lim

t→+∞

π

t
να(y,m2, t).

Следовательно, если инфимум в ν̂α
•
(x) реализуется на некотором векторе m1 ∈ R

2
∗
, то

инфимум в ν̂α
•
(y) будет реализован на векторе m2 ⊥ m1 и ν̂α

•
(x) = ν̂α

•
(y). Аналогичные

рассуждения приводят к равенствам ν̌α
•
(x) = ν̌α

•
(y).



Спектры показателей колеблемости и вращаемости 141

3. Из леммы 2 следует, что для любых L ∈ End2 R
2 и t > 0 справедливо равенство

[

|Θ(Lx, t)|

π

]

=

[

|Θ(Ly, t)|

π

]

,

где [q] — целая часть числа q.
Следовательно, выполняются две цепочки равенств

inf
L∈End2 R2

1

t

[

|Θ(Lx, t)|

π

]

= inf
L∈End2 R2

1

t

[

|Θ(Ly, t)|

π

]

,

lim
t→+∞

1

t

|Θ(Lx, t)|

π
= lim

t→+∞

1

t

[

|Θ(Lx, t)|

π

]

= lim
t→+∞

1

t

[

|Θ(Ly, t)|

π

]

= lim
t→+∞

1

t

|Θ(Ly, t)|

π
,

из которых следуют совпадение соответствующих нижних показателей ориентированной
вращаемости решений x ∈ S (A) и y ∈ S

(

−AT
)

:

θ̌◦(x)

π
= lim

t→+∞

inf
L∈End2 Rn

1

πt
|Θ(Lx, t)| = lim

t→+∞

inf
L∈End2 R2

1

t

[

|Θ(Lx, t)|

π

]

= lim
t→+∞

inf
L∈End2 R2

1

t

[

|Θ(Ly, t)|

π

]

= lim
t→+∞

inf
L∈End2 R2

1

t

|Θ(Ly, t)|

π
=

θ̌◦(x)

π
,

θ̌•(x) = inf
L∈End2 R

2

lim
t→+∞

|Θ(Lx, t)|

t
= inf

L∈End2 R2

lim
t→+∞

|Θ(Ly, t)|

t
= θ̌•(y).

Аналогично доказываются совпадения и верхних показателей ориентированной вра-
щаемости.

Таким образом, для любого показателя ω из списка (2) справедливо равенство
ω(x) = ω(y). ⊲
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Abstract. It is known that all weak wandering exponents, as well as the lower strong wandering exponent,
are equal to zero on the set of solutions of linear homogeneous triangular differential systems with continuous
coefficients bounded on the positive semiaxis. At the same time, the upper strong wandering exponent of some
solution from the specified set can take a positive value. In this paper, the exponents of oriented rotatability
and the exponents of oscillation of signs, zeros, roots, and hyperroots of solutions of linear homogeneous
triangular differential systems with continuous (optionally bounded) on the positive semiaxis by coefficients
are fully studied. It has been established that for any solution of a triangular system of differential equations,
its oscillation and rotatability exponents are exact, absolute and coincide with each other. It is also shown that
the spectra of these exponents (i. e., the set of values on nonzero solutions) of triangular systems consist of one
zero value. The results obtained enable us to conclude that, despite their simple and natural definitions, the
oriented rotatability exponents and oscillation exponents are not analogues of the Perron exponent. In addition,
the coincidence of the spectra of each (strong or weak, upper or lower) exponent of oriented rotatability and
the exponent of oscillation of signs, zeros, roots and hyperroots of mutually conjugate linear homogeneous
systems of differential equations with continuous coefficients on the positive semiaxis is established.
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