
���������	�	��
��	��
����	�	�������������������������	�	���! #"�$����
%'&�(�)�*,+�- � %'&�* ��.0/� 1��� %#*32546(�7�8�%�%

95:<;>=�?�@BA C�D
EGFIHJ?LK�A M�N�OB@B?�P�Q�R5S�A M�K�?LD�A M�A ?�TB@B?�T

U�VJWYX�ZIU�V\[^]5_I`bacWYdJU�UfeYghV,g0ZIi5_I`bajZI_Iikd\[^lmg0ZIi5_I`banV\[^o�aqp5rq`
ijo�ZY[^]5p5aqrqg\dJikdJUtsIr�dIX�g0r�VJ_uX�g0i5a

vbw,xywqz|{h}#~��h���,���

�^�������1���������������B�������������I�<�0���������
�B� ���q������� � �� \�1�B���L�1���¢¡���� �¤£ �������1¥���¦^��� � �������

§k¨'¨'©Bª�«�¬'­�®�¯�°	±�²L³L´L±�µB³L¶¸·�¹�ºq»¸¼�±�½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·L¼�À�Áu±�¾�ÂÃ»�²LÄB±�Á!³�ÂÃÄB±�¼�½�ÅB»¸¼�¼�À6Æq¾�½�¼B»¸Ç�¼�À6Æq³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�³�·,·,²L»�¶¸È
É ³�¼B»¸Å�¼B³LÁ1»�Ä�¼B³LÁIÂ�½�¾�Ê�²L»�Ä�´�³�·�³LÁuµBÄ�³L¶�´�ÄB±�¼B¶�´L·�»LË�Ì,Í¸Î�Å�±�»�´�¶Ï¹,µBÄ�³L²�¾B»�Á�±�³�µ�½B¶Ã±�¼�½B¹,·�¶�»¸Æ�µB³�ÐBµBÄ�³L¶�´�ÄB±�¼B¶�´L·h·�» É È
´�³LÄ�¼B³�ÂÃ³ÑµBÄ�³L¶�´�ÄB±�¼B¶�´L·�±G·�¶�»¸Æ¢²L»�¶ É ³�¼B»¸Å�¼B³LÁ1»�Ä�¼�À6Æ n × n

ÈÒÁ�±�´�Ä�½�Ó¢¼�±ÃÐ�µB³�¾B»�Á É ³LÁ	µ�¾B» É ¶¸¼�À6ÆÔÅ�½B¶�»¸¾�Õ¤ÐB¾B¹
²L»�¶ É ³�¼B»¸Å�¼B³�ÂÃ³ É ±�Ä�ÐB½�¼�±�¾�ÊL¼B³�ÂÃ³YÅ�½B¶¸¾�± n

Õ	¹�·L¾B¹�¿�º,½�Æ�¶Ï¹^½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·L¼�À�Á	½Ñ±�¾�ÂÃ»�²LÄB±�Á	½�Ë�Ö�Î�ºq»�¶�´L·LÎ�»�´^Á	¼B³�ÂÃ³
ÄB±�Í¸¾�½�Å�¼�À6Æ É ¾�±�¶�¶�³�·5³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�¼�À6Æ\±�¾�ÂÃ»�²LÄk·�Â�½�¾�Ê�²L»�Ä�´�³�·�³LÁGµBÄ�³L¶�´�ÄB±�¼B¶�´L·�»LÕ�· É ¾B¿hÅ�±�¹ É ¾�±�¶�¶¸Àf±�¶�¶�³�Ó�½�±�´L½�·LÈ
¼�À6Æ\±�¾�ÂÃ»�²LÄk¼B»�³�ÂÃÄB±�¼�½�ÅB»¸¼�¼�À6Æ0³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�³�·�·�Â�½�¾�Ê�²L»�Ä�´�³�·�³LÁGµBÄ�³L¶�´�ÄB±�¼B¶�´L·�»LË�×�³�¾�Ê�Ø,½�¼B¶�´L·�³�½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·L¼�À6Æ
±�¾�ÂÃ»�²LÄk¼B»�³�ÂÃÄB±�¼�½�ÅB»¸¼�¼�À6Æ0³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�³�·�Õ�¼�±�µBÄ�½BÁ1»�Ä#Õ

]
ÈÙ±�¾�ÂÃ»�²LÄ�À,Õ�Ú�Û ] ÈÙ±�¾�ÂÃ»�²LÄ�ÀÔ½JÚ	Ü ] ÈÙ±�¾�ÂÃ»�²LÄ�À,Õ�½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·LÈ

¼�À�»�±�¾�ÂÃ»�²LÄ�À�½BÍ�Á1»�Ä�½BÁ	À6ÆY³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�³�·�ÕBµBÄ�½B¶�³L»ÏÐB½�¼B»¸¼�¼�À6Æ ÉIÉ ³�¼B»¸Å�¼B³�ÇGÝÞ½�¾�½YµB³�¾�Î É ³�¼B»¸Å�¼B³�Ç�ß¤±�¾�ÂÃ»�²LÄ�»�à�³�¼
á »¸ÇBÁ�±�¼�±�Õ�Á	À¢Á1³�âq»�ÁGµBÄ�»ÏÐ�¶�´L±�·L½B´LÊ É ± É ±�¾�ÂÃ»�²LÄ�Àã²L»�¶ É ³�¼B»¸Å�¼B³LÁ1»�Ä�¼�À6ÆkÁ�±�´�Ä�½�Ó�Ë�ä1¶¸¾�½JÁ	À¢¶�Á1³�âq»�Á|³�µ�½B¶Ã±�´LÊ
·�¶�»,Á�± É ¶¸½BÁ�±�¾�ÊL¼�À�»3½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·L¼�À�»,±�¾�ÂÃ»�²LÄ�Àf²L»�¶ É ³�¼B»¸Å�¼B³LÁ1»�Ä�¼�À6Æ\Á�±�´�Ä�½�Ó�Õ�´�³�Ä�¹�ÐJµBÄ�³L²�¾B»�ÁÑ³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�¼�À6Æ
±�¾�ÂÃ»�²LÄ#Õ�· É ¾B¿hÅ�±�¹Ñ½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·L¼�À�»Y±�¾�ÂÃ»�²LÄ�Àc¼B»�³�ÂÃÄB±�¼�½�ÅB»¸¼�¼�À6ÆÑ³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�³�·ÑÁ1³�â�¼B³G¶¸·�»�¶�´L½ É µBÄ�³L²�¾B»�Á�±�Á
Á�± É ¶¸½BÁ�±�¾�ÊL¼�À6ÆY½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·L¼�À6ÆY±�¾�ÂÃ»�²LÄ^²L»�¶ É ³�¼B»¸Å�¼B³LÁ1»�Ä�¼�À6ÆYÁ�±�´�Ä�½�Ó�Ë�åÔÐ�±�¼�¼B³�Ç^ÄB±�²L³L´�»,Ð�±�»�´�¶Ï¹Y³�µ�½B¶Ã±�¼�½B»
·�¶�»¸ÆÔÁ�± É ¶¸½BÁ�±�¾�ÊL¼�À6Æ É ³LÁ1Á	Î�´L±�´L½�·L¼�À6ÆÑ½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·L¼�À6ÆÑµB³�Ð�±�¾�ÂÃ»�²LÄ¢±�¾�ÂÃ»�²LÄ�Àn³�ÂÃÄB±�¼�½�ÅB»¸¼�¼�À6Æ|³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�³�·
·5Â�½�¾�Ê�²L»�Ä�´�³�·�³LÁ|µBÄ�³L¶�´�ÄB±�¼B¶�´L·�» É ± É ±�¾�ÂÃ»�²LÄB±5²L»�¶ É ³�¼B»¸Å�¼�À6Æ\Á�±�´�Ä�½�Ó�Ë

æ\ç	èké'ê�ëBì5ê|í�ç © ë «#î1½�¼�·�³�¾B¿�´L½�·L¼�±�¹u±�¾�ÂÃ»�²LÄB±�Õ'±�¾�ÂÃ»�²LÄB±J³�µB»�ÄB±�´�³LÄ�³�·�Õ�Â�½�¾�Ê�²L»�Ä�´�³�·�³JµBÄ�³L¶�´�ÄB±�¼B¶�´L·�³�Õ�²L»�¶ É ³�È
¼B»¸Å�¼B³LÁ1»�Ä�¼�±�¹\Á�±�´�Ä�½�Ó�±�Õ�±�¾�ÂÃ»�²LÄB±0à�³�¼ á »¸ÇBÁ�±�¼�±�Ë

r3ïBð�ñBòBï>ó1ñ�ô�õ�ö'÷�ø�ù�ïûú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þkÿ ï�ü � ø�ð���ïBÿ ñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ�� ü1ú	ù1ø	�	ù	þ�� ñBó1ø	��ï�ò�ñ��1ñBõ
õÔð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù1ñ�ÿ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿjó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø
�6i������3õ�ó1ø	�	õ�þkø�ðBþ5ü�ñ|ù�ï�����ø�ù1ñ���ñ�ô�òBï�ò�ñ����
ù1ñ�ø���ôLü�ñBõ�ú1ø¢ó1ñ�ô�ò
�1ñ�ø�ù	ú	ö ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù1ñ�� ï�ü � ø�ð��	þ õ�ô�ø��cð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ��jñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ��
n× n

�Ïÿqï�ò
�	ú��¢ù�ï��fó1ñ�ü�ø�ÿ�
�ñ�ÿ3ó'ü�ø	
�ô�ù	þ����	ú1ô�øLü �"!�ò
�ãï�ü � ø�ð����ãÿ,ñ$#Gù1ñ|ñBò�ñ�#%��ø�ô�ò�õ�ú	ò
�Ôôuï�ü � ø�ð��
�1ñ��

B(l2(Ξ))
õ�ô�ø��bñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ��bü1ú	ù1ø	�	ù	þ�� ñBó1ø	��ï�ò�ñ��1ñBõyõyð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù1ñ�ÿ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñ��

õ�ñ�ÿ ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø
l2(Ξ) & � ��ø |Ξ| = n

�	ü1ö ù1ø	
�ñBò�ñ��1ñ � ñ�ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ � ñ'
'ï����1ú	ù�ï�ü���ù1ñ � ñ(�	ú1ô��
ü�ï

n
��i ñ�ô�ù1ñBõ�ø)��ï�ù	ù1ñ��<ô�òBï�ò
��ú|ü�ø	#Gú	ò^ú���ø�ö|ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ � ñ*��ï�+�ü�ñ$#!ø�ù	ú	ö B(l2(Ξ))

ó1ñuñ,�1ù1ñ�ÿ,ø	���
ù	þkÿ-
�ñ�ÿ3ó1ñBù1ø�ù	òBïBÿ & ó��1ø��	ü�ñ$#!ø�ù	ù�ï�ö<õ�������ú.� /��0�#p�ü�ï � ñ,��ï��#ö�1�ò�ñ�ÿ2�Gõ�ô�ö�
	ú��Ñü1ú	ù1ø	�	ù	þ)�ÔñBó1ø	��ï�ò�ñ��õ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿ�ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�øJó��1ø���ô�òBï�õBü1ö	ø�ò�ô�öÔõ^õ�ú���ø\ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ��ãÿqï�ò
�	ú��	þ3��i4��ïBð�ñBòBï������	�
ú5� /��0ó1ñ�ü��6�1ø�ù	þ7�1ø	+,��ü���òBï�ò�þ & 
'ïBô�ï�ýJ÷!ú1ø�ô�ö ù1ñ��1ÿ3þ ú ó1ñ�ü�ñ$#Gú	ò�øLü���ù1ñ�ô�ò�únñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù1ñ � ñ�ü1ú��
ù1ø	�	ù1ñ � ñ ñBó1ø	��ï�ò�ñ���ï��q_^ï�ö�+�þ)
�øãÿqï�ò
�	ú��81�ò�ú��1ø	+,��ü���òBï�ò�þ ÿ,ñ$#Gù1ñ ô,9^ñ��1ÿ2��ü1ú��1ñBõ#ï�ò
� ôLü�ø�����ý:�
÷!ú1ÿmñ�ð���ï�+�ñ�ÿ);<��=�ù1ñ��1ÿqï�ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�� ÿqï�ò
�	ú��	þ>��ï�õ�ù�ï ò�ñ��	ù1ñ��nõ�ø	�?�'ù1ø	� � ��ï�ù	únù1ñ��1ÿûõ�ô�ø��

�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ�� ó1ñ,��ÿqï�ò
�	ú�� ù�ïfø�ø|ñ�ô�ù1ñBõ�ù1ñ��'�1ú1ñ � ï�ù�ï�ü1úA@B/?=Iñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù�ï�ö ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	���
ù�ï�ö¢ÿqï�ò
�	ú���ïÑó1ñ�ü�ñ$#Gú	ò�øLü���ù�ï|ò�ñ � ��ïGú¢ò�ñ�ü��

�ñÑò�ñ � ��ïC
�ñ � ��ïÑõ�ô�øD
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þkø!ó1ñ,��ÿqï�ò
�	ú��	þ
ù�ïGø�øuñ�ô�ù1ñBõ�ù1ñ����1ú1ñ � ï�ù�ï�ü1ú�ó1ñ�ü�ñ$#Gú	ò�øLü���ù	þ3�¤s<�1ñ,��ñ�ü�#�ï�ö.��ïBô�ô	�6#%��ø�ù	ú	öfõC1�ò�ñ�ÿ ù�ï�ó���ï�õBü�ø�ù	ú	ú

E© FHG$IKJ)L Ä�Í¸½ É Î�¾B³�·)MkË á Ë



�����1���1��������$	.Y�Y� - �,�h ¤�������	
�$	.Y�Y�	$	
 - ���u���	
�$	.Y�^�����B���L"�. ���
ÿ,ñ$#Gù1ñ ��ïBô�ô�ÿqï�ò
�	ú	õ#ï�ò
��õ�ø	
	ò�ñ��	ù1ñ�øJó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ�õ�ô�ø��|ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ��

n×n �Ïÿqï�ò
�	ú��<ù�ï��ó1ñ�ü�ø�ÿ4
�ñ�ÿ3ó'ü�ø	
�ô�ù	þ����	ú1ô�øLü¢úÔú�+,�6��ï�ò
�Gó��1ñ�ð�ü�ø�ÿ2�ÔñBó	ú1ô�ï�ù	ú	öãõ�ô�ø��<ó1ñ,�1ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ 1�ò�ñ � ñ�õ�ø	
��
ò�ñ��	ù1ñ � ñGó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ#ï & ö'õBü1ö'ýJ÷!ú��#ô�öãú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þkÿ3ú�ï�ü � ø�ð���ïBÿ3úA�X ��÷�ø�ô�ò�õ
��ø�ò!ÿ3ù1ñ � ñ3��ï�+�ü1ú��	ù	þ��C
'ü�ïBô�ô�ñBõ!ñBó1ø	��ï�ò�ñ��	ù	þ��<ï�ü � ø�ð��|õ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿbó��1ñ�ô�ò
��ï�ù��
ô�ò�õ�ø & õ

'ü1ý ��ï�ö 
'ü�ïBô�ô�þ ïBô�ô�ñ��	ú�ï�ò�ú	õ�ù	þ��Ñï�ü � ø�ð���ù1ø�ñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ��GñBó1ø	��ï�ò�ñ��1ñBõYõ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø
��p5ñ�ü��
	!ú	ù1ô�ò�õ�ñ¢ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þ��bï�ü � ø�ð���ù1ø�ñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ���ñBó1ø	��ï�ò�ñ��1ñBõ & ù�ï�ó��	ú��ÿ,ø	�

]
�¸ï�ü � ø�ð��	þ & EC] �¸ï�ü � ø�ð��	þcú EW ] �¸ï�ü � ø�ð��	þ � ��� & ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þkøJï�ü � ø�ð��	þnú�+�ÿ,ø	�	ú1ÿ3þ��|ñBó1ø��

��ï�ò�ñ��1ñBõ & ó��	ú1ô�ñ�ø��1ú	ù1ø�ù	ù	þ���
�
�ñBù1ø	�	ù1ñ��
�Ùú'ü1ú�ó1ñ�ü��6
�ñBù1ø	�	ù1ñ��"=Yï�ü � ø�ð��1ø 9^ñBù�_Iø	�1ÿqï�ù�ï�� ��� & ÿ3þÿ,ñ$#!ø�ÿ ó��1ø���ô�òBï�õ�ú	ò
� 
'ï�
 ï�ü � ø�ð��	þ ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ�� ÿqï�ò
�	ú��A�3aqôLü1ú ÿ3þ ô�ÿ,ñ$#!ø�ÿ ñBó	ú1ô�ï�ò
�
õ�ô�ø¢ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù	þkøfú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þkø�ï�ü � ø�ð��	þ ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ��jÿqï�ò
�	ú�� & ò�ñ �#ö6�có��1ñ�ð�ü�ø�ÿñBó1ø	��ï�ò�ñ��	ù	þ��Ôï�ü � ø�ð�� & õ

'ü1ý ��ï�öÑú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þkøIï�ü � ø�ð��	þnù1ø�ñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ��<ñBó1ø	��ï�ò�ñ��1ñBõGÿ,ñ$#%�
ù1ñ!ô�õ�ø�ô�ò�ú 
<ó��1ñ�ð�ü�ø�ÿqïBÿ ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù	þ��ãú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þ��ãï�ü � ø�ð��ãð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ��¢ÿqï�ò
�	ú��A�
i-��ïBô�ò�ù1ñ�ô�ò�ú & �#ö6�Gó��1ñ�ð�ü�ø�ÿ 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù	þ��ÑñBó1ø	��ï�ò�ñ��	ù	þ��Ñï�ü � ø�ð�� & õ

'ü1ý ��ï�ö 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù	þkøú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þkø<ï�ü � ø�ð��	þûù1ø�ñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ���ñBó1ø	��ï�ò�ñ��1ñBõfÿ,ñ$#Gù1ñfô�õ�ø�ô�ò�ú 
�ó��1ñ�ð�ü�ø�ÿqïBÿ ÿqï�
�ô�ú��
ÿqï�ü���ù	þ�� 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù	þ�� ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þ�� ï�ü � ø�ð�� ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ�� ÿqï�ò
�	ú��A�ki ��ï�ù	ù1ñ��
��ïBð�ñBò�øJñ�ð�ô	�6#%��ïBø�ò�ô�ö<ó��1ñ�ð�ü�ø�ÿqï!ñBó	ú1ô�ï�ù	ú	ö|õ�ô�ø��|ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù	þ�� 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù	þ��Ôú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ��
ù	þ��¢ï�ü � ø�ð���ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ���ÿqï�ò
�	ú��A�

i5ô�ý����Gõ3��ï�ù	ù1ñ�����ïBð�ñBò�ø
n �

ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù1ñ�øYð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ø 
'ï��?�1ú	ù�ï�ü���ù1ñ�ø<�	ú1ôLü�ñ & Ξ �
ÿ3ù1ñ��

#!ø�ô�ò�õ�ñGú	ù���ø	
�ô�ñBõ|ÿ,ñB÷!ù1ñ�ô�ò�ú
n
����ï�ü�ø�ø & ó���ô�ò
� {ei,j} �

ô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ�ñÑÿqï�ò
�	ú��	ù	þ��¢ø��1ú	ù	ú��ãòBï�
�ñ�ø &�	ò�ñ
ei,j � n× n

�Ïÿ,ø	�	ù�ï�ö¢ÿqï�ò
�	ú���ï & ei,j = (aαβ)α,β∈Ξ & (i, j) �¸ï�ö.
�ñ�ÿ3ó1ñBù1ø�ù	òBïC
�ñBò�ñ��1ñ��.��ï�õ�ù�ï 1 &ï�ñ�ô�òBï�ü���ù	þkø*
�ñ�ÿ3ó1ñBù1ø�ù	ò�þ ��ï�õ�ù	þ ù���ü1ý%�
s<��ô�ò
� {mξ} �

ô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ�ñ
n × n

�Ïÿ,ø	�	ù	þ���ÿqï�ò
�	ú��yú
mξ = (mαβ

ξ )α,β∈Ξ
�	ü1ö�
'ï�#%��ñ � ñãú	ù��

��ø	
�ô�ï
ξ
��ghñ � ��ï �1ø	�1ø	+ ∑

ξmξ
ñ�ð�ñ�+�ù�ï,�	ú1ÿ ÿqï�ò
�	ú���� & 
�ñ�ÿ3ó1ñBù1ø�ù	ò�þ 
�ñBò�ñ��1ñ��yö'õBü1ö'ýJò�ô�ö�ô	�'ÿ,ÿ,ñ��

ô�ñ�ñBò�õ�ø�ò�ô�ò�õ
��ýJ÷!ú�� 
�ñ�ÿ3ó1ñBù1ø�ù	òÔÿqï�ò
�	ú��¢ú�+uô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ#ï {mξ} & ò��1ø
�
∑

ξ

mξ =

(∑

ξ

mαβ
ξ

)

α,β∈Ξ

.

� ��ø�ô	�Ñó1ñ,����ï�+,�'ÿ,ø�õ#ïBø�ò�ô�ö & õÑô	�'ÿ,ÿ,ø ∑ξm
αβ
ξ

�	ú1ôLü�ñGù1ø�ù���ü�ø�õ�þ�� �'ü�ø�ù1ñBõÑù1ø^ð�ñ�ü�ø�ø & �1ø�ÿ ô	�1ø�ò�ù1ñ��dJð�ñ�+�ù�ï,�	ú1ÿ �1ø	�1ø	+
Mn(C)

ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ
n × n

�Ïÿ,ø	�	ù	þ��bÿqï�ò
�	ú��
(λi,j)i,j∈Ξ

òBï�
�ñ�ø & �	ò�ñ.�	ü1ö
'ï�#%��ñ�� ó�ï��	þ>ú	ù���ø	
�ô�ñBõ
i & j ú�+ Ξ & λi,j ∈ C & ú ô	��÷�ø�ô�ò�õ
��ø�ò�òBï�
�ñ�øÔù1ø�ñBò
�	ú���ï�ò�øLü���ù1ñ�ø��	ú1ôLü�ñ

K ∈ R & �	ò�ñ �	ü1öãõ�ô�ø�� n ∈ N
ú {eik ,il}nk,l=1 ⊆ {ei,j}

ú1ÿ,ø�ø�ò|ÿ,ø�ô�ò�ñ

∥∥∥∥
n∑

k,l=1

λik ,ileik,il

∥∥∥∥ 6 K,

� ��ø ‖∑n
k,l=1 λ

ik,ileik ,il‖
ö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö ù1ñ��1ÿ,ñ�� ÿqï�ò
�	ú��	þ ∑n

k,l=1 λ
ik ,ileik ,il

õ.
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù1ñ���� ∗ �
ï�ü � ø�ð��1ø & ó1ñ��1ñ$#%��ø�ù	ù1ñ��ãô�ú1ô�ò�ø�ÿ,ñ��<ÿqï�ò
�	ú�� {eik ,il}nk,l=1

��[^ø � 
�ñ^õ�ú���ø�ò
� & �	ò�ñ^ñBò�ù1ñ�ô�ú	ò�øLü���ù1ñ�ôLü�ñ��#!ø�ù	ú	ö�ÿqï�ò
�	ú���ú �'ÿ3ù1ñ$#!ø�ù	ú	öbÿqï�ò
�	ú��	þmù�ï �	ú1ôLü�ñfÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ
Mn(C)

ö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö õ�ø	
	ò�ñ��	ù	þkÿ
ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ�ÿcù�ï��¢ó1ñ�ü�ø�ÿ8
�ñ�ÿ3ó'ü�ø	
�ô�ù	þ��.�	ú1ô�øLü

C
�

inõ�ø	
	ò�ñ��	ù1ñ�ÿ ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø

Mn =
{
(λi,j)i,j∈Ξ : λi,j ∈ C (∀ i, j ∈ Ξ)

}

õ�ô�ø��
n× n

�Ïÿ,ø	�	ù	þ��Ôÿqï�ò
�	ú��ãù�ï��¢ó1ñ�ü�ø�ÿ4
�ñ�ÿ3ó'ü�ø	
�ô�ù	þ�� �	ú1ô�øLü
C
õ�õ�ø���ø�ÿ ïBô�ô�ñ��	ú�ï�ò�ú	õ�ù1ñ�ø3�'ÿ3ù1ñ��

#!ø�ù	ú1ø<ôLü�ø�����ýJ÷!ú1ÿ ñ�ð���ï�+�ñ�ÿ); �	ü1ö ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù	þ��'1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò�ñBõ
x = (λi,j)i,j∈Ξ & y = (µi,j)i,j∈Ξú�+

Mn
ñBó��1ø���øLü1ú1ÿ ó��1ñBú�+�õ�ø���ø�ù	ú1ø

x
ú
y

'ï�


xy =

(∑

ξ∈Ξ

λi,ξµξ,j
)

i,j∈Ξ

.
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d:�1ø�õ�ú��1ù1ñ & �	ò�ñ�ñBò�ù1ñ�ô�ú	ò�øLü���ù1ñC1�ò�ñ��ãñBó1ø	��ï��	ú	ú¢õ�ø	
	ò�ñ��	ù1ñ�øYó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ Mn

ù1øJö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö¢ï�ü��
� ø�ð��1ñ��A��i�ò�ñ #!ø5õ
�1ø�ÿ3ö & ø � ñYó1ñ,�1ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ Mn(C)

ô�òBï�ù1ñBõ�ú	ò�ô�ö<ïBô�ô�ñ��	ú�ï�ò�ú	õ�ù1ñ��Ôï�ü � ø�ð��1ñ��Gú
Mn(C) ∼= B(l2(Ξ)) & � ��ø l2(Ξ) � 
�ñ�ÿ3ó'ü�ø	
�ô�ù1ñ�ø � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ 
	õ#ï�����ï�ò�ú��	ù1ñGô	�'ÿ �
ÿ3ú�����ø�ÿ3þ���ô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ {xi}i∈Ξ & B(l2(Ξ)) �

ï�ü � ø�ð���ï\õ�ô�ø���ñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ��uü1ú	ù1ø	�	ù	þ��GñBó1ø	��ï�ò�ñ��1ñBõ
õ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿyó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø l2(Ξ) ��sIñ�1�ò�ñ�ÿ2� Mn(C)

ö'õBü1ö	ø�ò�ô�öGï�ü � ø�ð��1ñ�� 9^ñBù!_Iø	�1ÿqï�ù�ï\õ�ô�ø��
��ð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù	þ�� =

n× n
�Ïÿ,ø	�	ù	þ��ãÿqï�ò
�	ú��fù�ï��

C
� /��0�

_^ï�ó1ñ�ÿ3ù	ú1ÿ & �	ò�ñ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ!ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ H �
1�ò�ñuð�ø�ô	
�ñBù1ø	�	ù1ñ�ÿ,ø	�	ù1ñ�ø^ø�õ

'ü1ú���ñBõ�ñ!ó��1ñ��

ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ & ö'õBü1ö'ýJ÷�ø�ø�ô�öyó1ñ�ü1ù	þkÿjÿ,ø�ò
�	ú��1ø�ô	
	ú1ÿ ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ�ÿ ñBò�ù1ñ�ô�ú	ò�øLü���ù1ñãÿ,ø�ò
�	ú�
	ú�ó1ñ��
�1ñ$#%��ø�ù	ù1ñ��yô	
'ï�ü1ö��	ù	þkÿ ó��1ñBú�+�õ�ø���ø�ù	ú1ø�ÿ8��ï�ù	ù1ñ � ñÑø�õ

'ü1ú���ñBõ#ïGó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ#ï.� � &	� �
� ���0�s<��ô�ò
�

A (Mn) �
ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ�õ�ô�ø�� õ�ø	
	ò�ñ��	ù	þ�� ó1ñ,�1ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õbõ�ø	
	ò�ñ��	ù1ñ � ñ�ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù��

ô�ò�õ#ï
Mn & ö'õBü1ö'ýJ÷!ú��#ô�ö 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù	þkÿ3ú>ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þkÿ3ú>ï�ü � ø�ð���ïBÿ3úmú

6 �
ó1ñ��#ö6��ñ�


õ
A (Mn) & ñBó��1ø���øLü�ø�ù	ù	þ)� ôLü�ø�����ýJ÷!ú1ÿ>ñ�ð���ï�+�ñ�ÿ); �	ü1önó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù	þ�� 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù	þ�� ú	ù��

õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þ��fï�ü � ø�ð�� X & Y ú�+
A (Mn)

ó	ú�	�ø�ÿ
X 6 Y & ø�ôLü1ú X ö'õBü1ö	ø�ò�ô�öÔó1ñ,��ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ�ÿ

Y &ò��Bø
�
X ⊆ Y

�?!�ò�ñBòYó1ñ��#ö6��ñ�
Gõ
A (Mn)

����ñBõBü�ø�ò�õ�ñ��#ö	ø�òD��ôLü�ñBõ�ú	ö	ÿ�ü�ø�ÿ,ÿ3þ�
Iñ��	ù�ï��BsIñ�1�ò�ñ�ÿ2� & �	ü1ö
'ï�#%��ñ � ñ�1�ü�ø�ÿ,ø�ù	òBï A ∈ A (Mn)
ô	��÷�ø�ô�ò�õ
��ø�òyÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù	þ)� ñBò�ù1ñ�ô�ú	ò�øLü���ù1ñ�1�ò�ñ � ñ¢ó1ñ��#ö6��
'ï

1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò
A ∈ A (Mn)

òBï�
�ñ�� & �	ò�ñ A 6 A
�

��
�������������������� Uyï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù	þ)� ñBò�ù1ñ�ô�ú	ò�øLü���ù1ñ ó1ñ��#ö6��
'ï
6

1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò
A

ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ#ï
A (Mn)

ð�����ø�ÿ�ù�ï�+�þ0õ#ï�ò
�!�I���������I�������1��� ���L�\�I�����B�������1���|�1�����L�1�0�������1���|��� £ ��� � ���Ô� £ �������
�B� � ���B���L� �B� ����� � �B�1���G�B� l2(Ξ)

�
s<��ô�ò
� {ei}i∈Ξ �

ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù1ñ�øyñ��	ò�ñ � ñBù�ï�ü���ù1ñ�ø�ô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ�ñbÿ3ú	ù	ú1ÿqï�ü���ù	þ��nó��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõ
ï�ü � ø�ð��	þ B(l2(Ξ))

ú {ei,j}i,j∈Ξ �
ô�ú1ô�ò�ø�ÿqï�ÿqï�ò
�	ú��	ù	þ�� ø��1ú	ù	ú�� ó1ñ�ô�ò
�1ñ�ø�ù	ù�ï�ö ó1ñ�ô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ
�

{ei}i∈Ξ
� ��ï�ü�ø�ø & ó���ô�ò
� a � ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù	þ)�.1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò|ú�+

Mn
�	Ufþ ð�����ø�ÿ ó	ú1ô�ï�ò
�

a =
∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j,

ø�ôLü1ú
ei,iaej,j = λi,jei,j

�	ü1ö 
'ï�#%��ñ��fó�ï��	þ
i & j ��ï�+�ü1ú��	ù	þ��¢ú	ù���ø	
�ô�ñBõ|ú�+ Ξ �!#"#��{�"�$&%('�w �f$ - �Ñ������
 - 
'���*) - ��"���$	������$	$	.+)-,L�¤������$¤� - 
 �����1���1��������$ - � � - �,�h ¤�������	
/.

$ - �b�	$	
 - ���u���	
�$ - �c�����B���L"�.>
 ���	��� ���¸"h� - 
 - � /#" - ���L"���$¤����
'�
l2(Ξ) 0 
�� 0 ����� 0 �����B���L" - �21 - $� ���1����$�� 4

C
s<��ô�ò
�

A �
ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù�ï�ö 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù�ï�ö�ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù�ï�ö ï�ü � ø�ð���ï|õ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿ

ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø
l2(Ξ)

ú
Ab �

ó1ñ,��ï�ü � ø�ð���ï0õ�ô�ø��^ñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù	þ��31�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò�ñBõYï�ü � ø�ð��	þ
A
��ghñ � ��ï\ô	� �

÷�ø�ô�ò�õ
��ø�òGÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù�ï�ö 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù�ï�öãú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù�ï�öÔó1ñ,��ï�ü � ø�ð���ï
Ao

ï�ü � ø�ð��	þ B(l2(Ξ)) &ô�ñ,��ø	� #�ï�÷Gï�ö�ï�ü � ø�ð����
Ab

��p5ø	�1ø�ÿnó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù���ý ô�ø�ò
�
(aα)

1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò�ñBõ
A & ��ü���ò
��ïBôLü�ïBð�ñÔôK�#ñ���1ö'÷ ��ýYô�ö 
�1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò
�

a
ú�+

B(l2(Ξ))
�1ghñ � ��ï 1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò a ü�ø	#Gú	òÑõ Ao

�
s<�1ø��1ó1ñ�ü�ñ$#Gú1ÿ & �	ò�ñ Ao

ô�ñ,��ø	� #Gú	òGÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù1ñ�øIñ��	ò�ñ � ñBù�ï�ü���ù1ñ�øYô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ�ñ {ei,i}i∈Ξ ÿ3ú��ù	ú1ÿqï�ü���ù	þ��nó��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõ ï�ü � ø�ð��	þ B(l2(Ξ))
��ghñ � ��ïbô�ó1ø	
	ò
��ï�ü���ù1ñ�ø ��ï�+�ü�ñ$#!ø�ù	ú1ø 1�ü�ø�ÿ,ø�ù	òBï aú1ÿ,ø�ø�ò|ôLü�ø�����ýJ÷!ú��¢õ�ú�� ;

a =
∑

i∈Ξ

λi,iei,i,

ò��1ø
�
a
ö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö ��ü���ò
��ïBôLü�ïBðBþkÿcó��1ø���øLü�ñ�ÿcô�ø�ò�ú {λi,iei,i}i∈Ξ

�	s<��ô�ò
� �	ü1ö 
'ï�#%��ñ � ñ α

aα =
∑

i∈Ξ

λi,iα ei,i.

g�ï�
 
'ï�
�ô�ø�ò
�
(aα)

��ü���ò
��ïBôLü�ïBð�ñãôK�#ñ,�1ú	ò�ô�ö 
�1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò
�
a
õ
B(l2(Ξ)) & ò�ñC�	ü1ö.
'ï�#%��ñ � ñ i ô�ø�ò
�

{λi,iα }i∈Ξ
ôK�#ñ,�1ú	ò�ô�ö 


λi,i
��p5ø	�1ø�ÿûó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù	þ)� 1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò

b
ú�+

A
��ZIÿ,ø�ø�ÿ

aαb = baα
�	ü1ö



�����1���1��������$	.Y�Y� - �,�h ¤�������	
�$	.Y�Y�	$	
 - ���u���	
�$	.Y�^�����B���L"�. ���

'ï�#%��ñ � ñ α � �!ñ�
'ï�#!ø�ÿ & �	ò�ñ ab = ba

�	s<��ô�ò
�

b =
∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j ,

� ��ø {ei,j}i,j∈Ξ �
ô�ú1ô�ò�ø�ÿqïGÿqï�ò
�	ú��	ù	þ��fø��1ú	ù	ú��¢ó1ñ�ô�ò
�1ñ�ø�ù	ù�ï�ö¢ó1ñÑô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ
� {ei}i∈Ξ

�	ZIÿ,ø�ø�ÿ

aαb =

(∑

i∈Ξ

λi,iα ei,i

)( ∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j

)
=
∑

i,j∈Ξ

λi,iα λ
i,jei,j

ú
baα =

∑

i,j∈Ξ

λi,jλj,jα ei,j.

Xqü�ø���ñBõ#ï�ò�øLü���ù1ñ & �	ü1ö 
'ï�#%��ñ��fó�ï��	þ i & j ú	ù���ø	
�ô�ñBõ|ú�+ Ξ ú1ÿ,ø�ø�ÿ

λi,iα λ
i,j = λi,jλj,jα .

g�ï�
 
'ï�
�
�ñ�ÿ3ó'ü�ø	
�ô�ù1ñ�ø*�	ú1ôLü�ñ
λi,i

ö'õBü1ö	ø�ò�ô�öãó��1ø���øLü�ñ�ÿ ô�ø�ò�ú
(λi,iα )α & ò�ñ�ñBò�ô�ý���ï�ó1ñ�ü��6��ïBø�ÿ & �	ò�ñ�	ü1ö 
'ï�#%��ñ��fó�ï��	þ

i & j ú	ù���ø	
�ô�ñBõ|ú�+ Ξ ú1ÿ,ø�ø�ÿ

λi,iλi,j = λi,jλj,j.

Xqü�ø���ñBõ#ï�ò�øLü���ù1ñ &

ab =

(∑

i∈Ξ

λi,iei,i

)( ∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j

)
=
∑

i,j∈Ξ

λi,iλi,jei,j =
∑

i,j∈Ξ

λi,jλj,jei,j = ba.

sIñ�1�ò�ñ�ÿ2� 1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò
a
ü�ø	#Gú	ò¢õ

A & ï +�ù�ï,�	ú	ò a ü�ø	#Gú	òfú õ Ab
��Xqü�ø���ñBõ#ï�ò�øLü���ù1ñ & Ab

ö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö
��ü���ò
��ïBôLü�ïBð�ñC+�ïBÿ2
	ù���ò�ñ�� & ò��1ø
�'ö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö�ï�ü � ø�ð��1ñ��.9^ñBù¢_Iø	�1ÿqï�ù�ï��ghø�ó1ø	���D��ïBô�ô�ÿ,ñBò
�	ú1ÿ�ñ�ðB÷!ú���ôLü��6��ï��A��X�ó1ø	
	ò
��ï�ü���ù1ñ�ø���ï�+�ü�ñ$#!ø�ù	ú1ø)1�ü�ø�ÿ,ø�ù	òBï

a
ú1ÿ,ø�ø�òIôLü�ø���� �

ýJ÷!ú��¢õ�ú�� ;�ô	��÷�ø�ô�ò�õ
��ø�ò<ø��1ú	ù1ô�ò�õ�ø�ù	ù1ñ�ø�ñ � ��ï�ù	ú��1ø�ù	ù1ñ�ø ��ï�+�ü�ñ$#!ø�ù	ú1øGø��1ú	ù	ú��	þ λ 7→ eaλ (λ ∈ R)õ�ñGÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�øuõ�ô�ø��ãó��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõÔï�ü � ø�ð��	þ
Ao

òBï�
�ñ�ø & �	ò�ñ

a =

‖a‖∫

−‖a‖

λ deaλ.

s<�	ú�1�ò�ñ�ÿ �	ü1ö41�ü�ø�ÿ,ø�ù	òBï
x ∈ B(l2(Ξ))

ð�����ø�ò
a ↔ x

õ�ò�ñ�ÿ ú ò�ñ�ü��

�ñ�õyò�ñ�ÿ ôLü��6��ïBø & ø�ôLü1ú
x↔ eaλ

�	ü1öãõ�ô�ø��
λ ∈ R

�	s<��ô�ò
� �	ü1ö 
'ï�#%��ñ � ñ α

aα =

‖aα‖∫

−‖aα‖

λ deαλ .

p5ø	�1ø�ÿ ñ��	ò�ñ � ñBù�ï�ü���ù1ñ�ø�ô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ�ñ {eβ,β}
ó��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõ ú�+

Ao
òBï�
�ñ�ø & �	ò�ñ õ�ô�ö�
	ú�� ó��1ñ�ø	
	ò�ñ��

ú�+^ô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ#ï {eaλ} ∪ (∪α{eαλ})
ó��1ø���ô�òBï�õBü1ö	ø�ò�ô�ö.
'ï�
¢ò�ñ��	ù�ï�öãõ�ø	�?�'ù	ö'ö � ��ï�ù��Ñù1ø	
�ñBò�ñ��1ñ � ñ|ó1ñ,���

ô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ#ïÑô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ#ï {eβ,β}
� ��ï�ü�ø�øD��ïBô�ô	�6#%��ïBø�ÿ òBï�
�#!ø3
'ï�
¢ú���ï�ù1ø�ø
�

B
s<��ô�ò
� {ei}i∈Ξ �

ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù1ñ�ø�ñ��	ò�ñ � ñBù�ï�ü���ù1ñ�øyô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ�ñ ÿ3ú	ù	ú1ÿqï�ü���ù	þ��có��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõ
ï�ü � ø�ð��	þ B(l2(Ξ))

���Iø	�1ø	+ ∑⊕
i∈Ξ eiC

ñ�ð�ñ�+�ù�ï,�	ú1ÿnÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ<õ�ô�ø���1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò�ñBõ
a
ú�+

Mn
òBï�
	ú�� &�	ò�ñ

eiaej = 0
�	ü1öC
'ï�#%��ñ��<ó�ï��	þ

i & j ��ï�+�ü1ú��	ù	þ��Ñú	ù���ø	
�ô�ñBõ�ú�+ Ξ ��ghñ � ��ï!ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ ∑⊕
i∈Ξ eiC



/�� �5"¤
��	�� �� - 
�� 4��Ñ4
ö'õBü1ö	ø�ò�ô�önú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù1ñ�� ï�ü � ø�ð��1ñ�� ñBò�ù1ñ�ô�ú	ò�øLü���ù1ñ õ�õ�ø���ø�ù	ù1ñ��jõ�þ 	�ø�ñBó1ø	��ï��	ú	ú �'ÿ3ù1ñ$#!ø�ù	ú	ö
ú¢ú1ÿ,ø�ø�ò|ÿ,ø�ô�ò�ñÑôLü�ø�����ýJ÷Gï�öÔò�ø�ñ��1ø�ÿqï��
!#"#��{�"�$&%��¤w �\���B���L"�� ∑⊕

i∈Ξ eiC 0 
�� 0 ����� 0 �����1���1��������$ - �G� - �,�h ¤�������	
�$ - �G�	$	
 - ���u���	
�$ - ������B���L" - �f
 ���	��� ���¸"h� - 
 - �c/#" - ���L"���$¤����
'�
l2(Ξ)

4

C
s<��ô�ò
�

b �
ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù	þ)�C1�ü�ø�ÿ,ø�ù	òIú�+

Mn
òBï�
�ñ�� & �	ò�ñ ab = ba

�	ü1ö%
'ï�#%��ñ � ñD1�ü�ø�ÿ,ø�ù	òBï aú�+ ∑⊕
i∈Ξ eiC

�	ghñ � ��ï
eib = bei (∀ i ∈ Ξ).

d\ò�ô�ý���ï
eibej = beiej = 0

�	ü1ö 
'ï�#%��ñ�� ó�ï��	þ
i & j ��ï�+�ü1ú��	ù	þ��nú	ù���ø	
�ô�ñBõ ú�+

Ξ
��sIñ�1�ò�ñ�ÿ2�

1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò
b
ü�ø	#Gú	òuõ ∑⊕

i∈Ξ eiC
��i�õ�ú�����ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù1ñ�ô�ò�ú 1�ü�ø�ÿ,ø�ù	òBï

b
ï�ü � ø�ð���ï ∑⊕

i∈Ξ eiC
ö'õBü1ö	ø�ò��

ô�öyÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù1ñ��-
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù1ñ���ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù1ñ���ï�ü � ø�ð��1ñ���õ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿjó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø
l2(Ξ)

�
B

s<��ô�ò
�
Ao �

ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù�ï�ö 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù�ï�ö ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù�ï�ö ó1ñ,��ï�ü � ø�ð���ïtï�ü � ø�ð��	þ
B(l2(Ξ)) & PAo �

ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ�õ�ô�ø�� ó��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõ�ú�+Ôï�ü � ø�ð��	þ
Ao

� �Iø	�1ø	+
PAo(C)

ñ�ð�ñ�+�ù�ï,�	ú1ÿ
ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñuõ�ô�ø��%1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò�ñBõ

a
ú�+

Mn
òBï�
	ú�� & �	ò�ñ eaf = 0

�	ü1ö 
'ï�#%��ñ��Ñó�ï��	þ
e & f ñ��	ò�ñ � ñBù�ï�ü����ù	þ���ó��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõ¢ú�+

PAo

�¤ghñ � ��ïãÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ
PAo(C)

ö'õBü1ö	ø�ò�ô�öyõ�ø	
	ò�ñ��	ù	þkÿ ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ñ�ÿ
ú¢ú1ÿ,ø�ø�ò|ÿ,ø�ô�ò�ñÑôLü�ø�����ýJ÷Gï�öÔò�ø�ñ��1ø�ÿqï��
!#"#��{�"�$&%��6w

PAo(C) 0 
�� 0 ����� 0 �����1���1��������$ - �<� - �,�h ¤�������	
�$ - �|�	$	
 - ���u���	
�$ - �ã�����B���L" - �
 ���	��� ���¸"h� - 
 - � /#" - ���L"���$¤����
'�
l2(Ξ)

4

C
X�ó1ø	�	õ#ï ��ñ�
'ï�#!ø�ÿ & �	ò�ñ PAo(C)

ö'õBü1ö	ø�ò�ô�öyï�ü � ø�ð��1ñ��A��s<��ô�ò
� a & b � ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù	þkø 1�ü�ø��
ÿ,ø�ù	ò�þjú�+

PAo(C)
ú
e & f � ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù�ï�öÔó�ï���ïuñ��	ò�ñ � ñBù�ï�ü���ù	þ��Ôó��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõGú�+

PAo

��ghñ � ��ï
ó1ñÑñBó��1ø���øLü�ø�ù	ú	ý

eaf = fae = 0, ebf = fba = 0.
V òBï�
�#!ø

1− e− f ∈ PAo

úãó1ñÑñBó��1ø���øLü�ø�ù	ú	ý
ea(1− e− f) = 0.

d\ò�ô�ý���ï

eabf = ea(e+ f + (1− e− f))bf = eaebf + eafbf + ea(1− e− f)bf = ea0 + 0bf + 0bf = 0.

Xqü�ø���ñBõ#ï�ò�øLü���ù1ñ & ó��1ñBú�+�õ�ø���ø�ù	ú1ø ab ü�ø	#Gú	òyõ PAo(C)
��U�ñ$#Gù1ñ�ó��1ñBõ�ø	�	ú	ò
��ù1ø�ó1ñ�ô	�1ø���ô�ò�õ�ø�ù	ù1ñ &�	ò�ñÑñ�ô�òBï�ü���ù	þkø!ï�
�ô�ú1ñ�ÿ3þ ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù1ñ��yï�ü � ø�ð��	þ òBï�
�#!øuú1ÿ,ø�ýJòÑÿ,ø�ô�ò�ñ%�	ü1ö

PAo(C)
�

ghø�ó1ø	���'��ñ�
'ï�#!ø�ÿ & �	ò�ñ ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù�ï�öjï�ü � ø�ð���ï
PAo(C)

ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù�ïbõ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿ
ó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø

l2(Ξ)
��s<��ô�ò
�

b �
ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù	þ)� 1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò ú�+

Mn
òBï�
�ñ�� & �	ò�ñ ab = ba

�	ü1ö

'ï�#%��ñ � ñC1�ü�ø�ÿ,ø�ù	òBï a ú�+ PAo(C)

�1ghñ � ��ï

eb = be (∀ e ∈ PAo(C)).

d\ò�ô�ý���ï
ebf = bef = 0

�	ü1ö 
'ï�#%��ñ���ó�ï��	þ
e & f ��ï�+�ü1ú��	ù	þ�� ó��1ñ�ø	
	ò�ñ��1ñBõfú�+

PAo

��sIñ�1�ò�ñ�ÿ2�
1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò

b
ü�ø	#Gú	ò!õ

PAo

�#i�õ�ú����Gó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù1ñ�ô�ò�ú 1�ü�ø�ÿ,ø�ù	òBï
b
ï�ü � ø�ð���ï

PAo

ö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö<ÿqï�
�ô�ú��
ÿqï�ü���ù1ñ��.
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù1ñ���ú	ù	õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù1ñ��yï�ü � ø�ð��1ñ��fõ � ú'ü���ð�ø	�	ò�ñBõ�ñ�ÿcó��1ñ�ô�ò
��ï�ù1ô�ò�õ�ø l2(Ξ) � B!#"#��{�"�$&%���w	�\ 1��� � {ei}i∈Ξ 


�����1���1��������$ - � - "h� - � - $�������$ - �����������¤����
 - �3�	$	�1��������$	.+)
/#" - ���¤� - " - 
 �����B���L"�.

B(l2(Ξ))
�

A 

�����1���1��������$�� 0 � - �,�h ¤�������	
�$�� 0 �	$	
 - ���u���	
�$�� 0 ��� .�B���L"��<
 ���	��� ���¸"h� - 
 - � /#" - ���L"���$¤����
'�

l2(Ξ)
* � - �h�¸"	�G���Ñ� 0 ,L�¤������$¤� a ����� - � * ��� - eiaei = λi

*
ejaej = λj

*
λi 6= λj

�
eiaej = 0

��� 0 �	���u� - ��/���"�. i
*
j
"���
��	���B$	.+) �	$#�h���1� - 
f�1


Ξ
4q+�- �����

A =
∑⊕

i∈Ξ eiC
4

C
p5ø	�1ø�ÿ ó��1ñBú�+�õ�ñ�ü���ù	þ)��1�ü�ø�ÿ,ø�ù	ò

b
ú�+

A
�	ZIÿ,ø�ø�ÿ

ab = ba
�	s<��ô�ò
�

b =
∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j ,



�����1���1��������$	.Y�Y� - �,�h ¤�������	
�$	.Y�Y�	$	
 - ���u���	
�$	.Y�^�����B���L"�. /��

� ��ø {ei,j}i,j∈Ξ �
ô�ú1ô�ò�ø�ÿqïGÿqï�ò
�	ú��	ù	þ��fø��1ú	ù	ú��¢ó1ñ�ô�ò
�1ñ�ø�ù	ù�ï�ö¢ó1ñÑô�ø�ÿ,ø	�1ô�ò�õ
� {ei}i∈Ξ

�	ghñ � ��ï

a =
∑

i∈Ξ

λi,iei,i,

�	ò�ñÑñ�+�ù�ï,��ïBø�ò
eiaej = 0 · ei,j

�	ü1ö 
'ï�#%��ñ��fó�ï��	þ
i & j ��ï�+�ü1ú��	ù	þ��¢ú	ù���ø	
�ô�ñBõ|ú�+ Ξ �	ZIÿ,ø�ø�ÿ

ab =

(∑

i∈Ξ

λi,iei,i

)( ∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j

)
=
∑

i,j∈Ξ

λi,iλi,jei,j

ú
ba =

∑

i,j∈Ξ

λi,jλj,jei,j.

Xqü�ø���ñBõ#ï�ò�øLü���ù1ñ & �	ü1ö 
'ï�#%��ñ��fó�ï��	þ i & j ú	ù���ø	
�ô�ñBõ|ú�+ Ξ ú1ÿ,ø�ø�ÿ

λi,iλi,j = λi,jλj,j.

g�ï�
�
'ï�

λi,i 6= λj,j & ò�ñ λi,j = 0

�	ü1ö 
'ï�#%��ñ��fó�ï��	þ
i & j ��ï�+�ü1ú��	ù	þ��ãú	ù���ø	
�ô�ñBõ<ú�+ Ξ ��Xqü�ø���ñBõ#ï��ò�øLü���ù1ñ & eibej = 0

�	ü1ö 
'ï�#%��ñ��¢ó�ï��	þ
i & j ��ï�+�ü1ú��	ù	þ��ãú	ù���ø	
�ô�ñBõGú�+ Ξ & ò��	ø
� b ∈∑⊕

i∈Ξ eiC
� �Yò�ñ

úãò
�1ø�ð�ñBõ#ï�ü�ñ�ô	����ñ�
'ï�+�ï�ò
���
B�����&�����������	� � i�ô�ú'ü��Yò�ø�ñ��1ø�ÿ'� & /0ú �0ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñYÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù	þ�� 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù	þ��uú	ù	õ�ñ��ü1ýJò�ú	õ�ù	þ��<ó1ñ,��ï�ü � ø�ð���ï�ü � ø�ð��	þ B(l2(Ξ))

ú	ù�
�ø	
	ò�ú	õ�ù1ñGõ

'ü�ï��1þ0õ#ïBø�ò�ô�öãõ�ñ�ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñ
A (Mn)

�
�!ø	�1ô�ò�õ�ú	ò�øLü���ù1ñ & ó���ô�ò
� M (B(l2(Ξ))) �

ÿ3ù1ñ$#!ø�ô�ò�õ�ñIõ�ô�ø���ÿqï�
�ô�ú1ÿqï�ü���ù	þ�� 
�ñ�ÿ,ÿ2��òBï�ò�ú	õ�ù	þ��Ñú	ù��
õ�ñ�ü1ýJò�ú	õ�ù	þ���ó1ñ,��ï�ü � ø�ð�� ï�ü � ø�ð��	þ B(l2(Ξ))

��r3ïBô�ô�ÿ,ñBò
�	ú1ÿ ñBò�ñ�ð���ï�#!ø�ù	ú1ø
φ : M (B(l2(Ξ))) →

A (Mn) & ñBó��1ø���øLü�ø�ù	ù1ñ�ø3
'ï�


φ(Ao) = A , Ao ∈ M (B(l2(Ξ))), A ∈ A (Mn),

ø�ôLü1ú
Ao ⊂ A

��iyô�ú'ü��Iò�ø�ñ��1ø�ÿ�/ & � �	ü1öD
'ï�#%��ñ��Gï�ü � ø�ð��	þ Ao ∈ M (B(l2(Ξ)))
ô	��÷�ø�ô�ò�õ
��ø�ò\ø��1ú	ù��

ô�ò�õ�ø�ù	ù�ï�öÔï�ü � ø�ð���ï
A ∈ A (Mn)

ô�ñ,��ø	� #�ï�÷Gï�ö
Ao

��sIñ�1�ò�ñ�ÿ2�|ñBò�ñ�ð���ï�#!ø�ù	ú1ø
φ
ö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö|ú	ù�
�ø	
��

ò�ú	õ�ù	þkÿ & úGõ�ñ�ñ�ðB÷�ø\ÿ3þ ó��1ø��1ó1ñ�ü�ï � ïBø�ÿ & �	ò�ñ φ ö'õBü1ö	ø�ò�ô�ö|ðBú1ø	
	ò�ú	õ�ù	þkÿ�ñBò�ñ�ð���ï�#!ø�ù	ú1ø�ÿ & ò���ø
���	ü1ö
'ï�#%��ñ��bï�ü � ø�ð��	þ
A ∈ A (Mn)

ô	��÷�ø�ô�ò�õ
��ø�òfø��1ú	ù1ô�ò�õ�ø�ù	ù�ï�öbï�ü � ø�ð���ï
Ao ∈ M (B(l2(Ξ))) & ô�ñ����ø	� #�ï�÷Gï�ö	ô�öfõ

A
�	i5ñBó��1ñ�ô^ñGò�ñ�ÿ & õ�ø	�	ù1ñC1�ò�ñ�ú'ü1ú¢ù1ø�ò & ñ�ô�òBïBø�ò�ô�ö�ñBò

��	þ0ò�þkÿ)�

�f~�
�"#{�%�
���{�%
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