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QLÍ�Í�ÎkÏ�ÐkÑ�Ò#Ó�Ô	Õ	Ö4×2Ñ©Ô2Ï�Ñ�Ø�Ù#Ñ�Ð2Õ2Ú6ÛqÚJÜ�Í�ÎkÑ�Ò�Õ	Ö	ÚfÝ�Þ�Í�ß�à2Ï�Ú6Ü'ÚbÓáÒ©×2Ñ�Í�ÎkÏ�Ð2Ô	Õ2Ï>â�Ñ�Ð2Û]Ø�Û8Î2ÕTÍ�Ò�Ö'ã�Ó�ä
Ô	ÛåÒæÑ�Í�Ô2Ñ�Ò�Ô2Ñ�ÚçÍèØ�Ñ�ÎkÏ�Ï�ÐkÏ�ß�Ó�Î2é�Ô	ÛqÚçÕ	ã�Ü�ê2Ï�Ô	Õ2Ï�Úmã�Ó�Ð�Ó�ê�ë1Ò³Þ�Ñ�ß�Ñ�à	Û8ÙfÜ�êkÓ�Í�ß�Ò�Ü�ìNß³Ô2Ï�â�Î�Ó�Ð2Þ	Õ2Ï
í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ�ï}n_à	ÕTÝ�ß�Ñ�ÚðÔkÓá×2Ï�à	Ò�Û1ñT×'Î�Ó�ÔòÒ�Û8Ð2Ò�Õ	â�Ó�ìNß�Í�Ö4Ð2Ò#ÓcÓ�Í�×2Ï�Þ	ß�Ó'óxÕ2Í�×2Ñ�Î2é�ã�Ñ�Ò#Ó�Ô	Õ2Ïvß�Ï�Ù'Ô	Õ	Þ	Õ
Ò�Û1×	Ü�Þ'ÎkÑ�â�Ñ�Ó�ÔkÓ�Î2Õ	ã�ÓsÐ	Î2ÖTÔ2Ï�Ò�Û1×	Ü�Þ'Î2Û8Ùòã�Ó�Ð�Ó�ê³ÕòÜ�ê2Ï�ß�Ô2Ï�â�Î�Ó�Ð2Þ	Õ'Ù³Ñ�â�àkÓ�Ô	Õ	ê2Ï�Ô	Õ	ñæß�Õ	×kÓsàkÓ�Ò�Ï�Ô'ä
Í�ß�Ò#Ó'ï

YTÍ�ß�Ó�ß�é�ÏLô õ�ök÷vï�^NÎ�Ó�à	Þ�Ñ�Ú1ë�Í�Õ2Í�×2Ñ�Î2é�ã�Ñ�Ò#Ó�Ô	Õ2Ï�Ú�Ò#Ó�à	ÕkÓ�î	Õ2Ñ�Ô	Ô2Ñ�â�Ñ_×	à	Õ	Ô	î	Õ	×kÓ[\�Þ'Î�Ó�Ô'Ð�Ó!ôùø�ú�ö�ë�ÐkÑ�ä
Þ'Ó�ã�Ó�Ô2Ñ>×	àkÓ�Ò�Õ'ÎkÑ>Ú6Ô2Ñ�û¤Õ	ß�Ï�ÎkÏ�ñ�XoÓ�â�àkÓ�Ô	û�Ó>Ò¤ã�Ó�Ð�Ó�êkÓ�ÙsÍ[Ñ�â�àkÓ�Ô	Õ	ê2Ï�Ô	Õ	Ö	Ú6Õcß�Õ	×kÓ�àkÓ�Ò�Ï�Ô2Í�ß�Ò2ë2ã�Ó�Ð�Ó�ä
Ò#Ó�Ï�Ú6Û8Ù[ÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2ÑhÎ2Õ	×	ü!Õ	î2Ï�Ò�ÛqÚ6Õ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö	Ú6Õ�ï�n_àkÓ�Ò�Õ'ÎkÑ_Ú6Ô2Ñ�û¤Õ	ß�Ï�ÎkÏ�ñ�XoÓ�â�àkÓ�Ô	û�ÓhÒhß�Ï�à2Ú6Õ	ÔkÓ�Ù
Í�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�Î�Ó[^NÎ�Ó�à	Þ'Ó'ë#×	à	Õ�×2Ñ�Ú,Ñ�ý!Õ>ß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú6ÛþÑLÔkÓ�Þ	à	Û1Ò#Ó�Ô	Õ	Õ�ë�ÐkÑ�Þ'Ó�ã�Ó�Ô2ÑoÕ>Ò[àkÓ�Ø�Ñ�ß�Ïoô ú�ö�ï

ILÏ�Í�Ú,Ñ�ß�à#Ö¤ÔkÓqÙ#Ñ�à2Ñ�ü!Õ2Ï1Í�Ò�Ñ�ñ2Í�ß�Ò#ÓLÍ�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�Î�Ó_^NÎ�Ó�à	Þ'Ó'ë�Ï�â�ÑNÕ2Í�×2Ñ�Î2é�ã�Ñ�Ò#Ó�Ô	Õ2ÏqÒ_Ô2Ï�Ñ�Ø�ä
Ù#Ñ�Ð2Õ2Ú6Û8Ù³Ü�Í�ÎkÑ�Ò�Õ	Ö�Ù³Ý�Þ�Í�ß�à2Ï�Ú6Ü'ÚbÓ�Ô2ÏvÒ�Í�Ï�â�Ð�Ó�×	à	Õ	Ò�Ñ�Ð2Õ	ß4Þ³Ü�ÐkÑ�Ò�ÎkÏ�ß�Ò�Ñ�à	Õ	ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ�Ú6Ü³à2Ï�ã�Ü�Î2é�ß�Ó�ß�Ü�ï
n_à2Ñ�Í�ß�Ï�ñ	ü!Õ2Ï�×	à	Õ2Ú,Ï�à	Ûÿ×2Ñ�Þ'Ó�ã�Û1Ò#Ó�ìNß�ëBê	ß�Ñv×2Ñ�Î2Ü�ê2Ï�Ô	Ô2Ñ�Ï!Òvß�Ï�à2Ú6Õ	ÔkÓ�ÙèÑ�Ø�Ñ�Ø�ý�Ï�Ô	Ô	Û8Ù�â�àkÓ�Ð2Õ2Ï�Ô	ß�Ñ�Ò
^NÎ�Ó�à	Þ'ÓvÔ2Ï�Ñ�Ø�Ù#Ñ�Ð2Õ2Ú,Ñ�Ï¤Ü�Í�ÎkÑ�Ò�Õ2Ï¤Ú6Õ	Ô	Õ2Ú6Ü'ÚbÓ>ÐkÑ�Ò�Ñ�Î2é�Ô2Ñ©â�à	Ü'Ø�Ñ�ÕèÔ2Ïo×2Ñ�ã�Ò�Ñ�Î2Ö	Ï�ßsÑ�ß�Ø�à2Ñ�Í�Õ	ß�éáã�Ó�Ò�Ï�ä
ÐkÑ�Ú,Ñ!Ô2Ï�Ñ�×	ß�Õ2ÚbÓ�Î2é�Ô	ÛqÏ_ß�Ñ�ê	Þ	Õ�ï	\�ß�Ñ!Í�Ò�Ö'ã�Ó�Ô2Ñ�Íhß�Ï�Ú1ë#ê	ß�Ñ[Ð	Î2Ö�Ô2Ï�Ò�Û1×	Ü�Þ'ÎkÑ�ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ>ÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2Ñ�Ï
Ï�ÏL×2Ñ�Ò�Ï�ÐkÏ�Ô	Õ2Ï[Ô2Ï_Ò�Í�Ï�â�Ð�Ó�Ù#Ñ�à2Ñ�ü�Ñ>Ñ�×	Õ2Í�Û1Ò#Ó�Ï�ß�Í�Ö�Ñ�Ø�Ñ�Ø�ý�Ï�Ô	Ô2Ñ�ñs×	à2Ñ�Õ	ã�Ò�Ñ�Ð2Ô2Ñ�ñè^NÎ�Ó�à	Þ'Ó'ï

Y@àkÓ�Ø�Ñ�ß�Ï4ôùø���öhn¤ïbRcÕ	ü�Ï�ÎkÏ�ÚÿÕ�� ïbn¤ïbnLÏ�Ô2Ñ�Ò�Ò�Ï�ÐkÏ�ÔkÓèÔ2Ñ�Ò#Ó�ÖæÒ�Û1×	Ü�Þ'Î�Ó�ÖÊÓ�×	×	à2Ñ�Þ�Í�Õ2ÚbÓ�î	Õ	Ö
ÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2ÑÉÎ2Õ	×	ü!Õ	î2Ï�Ò�Ñ�ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ�ïqY�Ò�Ï�ÐkÏ�Ô	Ô	Û1ñJÕ2Ú6ÕJÍ�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�ÎÿÍ�Ñ�Ù'àkÓ�Ô	Ö	Ï�ßiÚ6Ô2Ñ�â�Õ2Ï
Í�Ò�Ñ�ñ2Í�ß�Ò#Ó[Í�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�Î�ÓL^NÎ�Ó�àkÓ�Þ'ÓLÕ>Ò�Ù#Ñ�Ð2Õ	ß[Ò[Ô2Ï�â�Ñ	ï�Yþôùø���ö2×2Ñ�Î2Ü�ê2Ï�Ô2ÑLÔ2Ï�Ñ�Ø�Ù#Ñ�Ð2Õ2Ú,Ñ�ÏNÜ�Í�ÎkÑ�ä
Ò�Õ2Ï>Ý�Þ�Í�ß�à2Ï�Ú6Ü'ÚbÓsÒsã�Ó�Ð�Ó�êkÓ�ÙTÍ¤Ô2Ï�â�Î�Ó�Ð2Þ	Õ2Ú6ÕæÑ�â�àkÓ�Ô	Õ	ê2Ï�Ô	Õ	Ö	Ú6Õòß�Õ	×kÓáÔ2Ï�àkÓ�Ò�Ï�Ô2Í�ß�Ò2ïxYÿÍ�ß�Ó�ß�é�Ï�ôùø�ø�ö
Ò4ã�Ó�Ð�Ó�êkÓ�ÙÊÍáÔ2Ï�â�Î�Ó�Ð2Þ	Õ2Ú6ÕþÑ�â�àkÓ�Ô	Õ	ê2Ï�Ô	Õ	Ö	Ú6Õiß�Õ	×kÓ�àkÓ�Ò�Ï�Ô2Í�ß�ÒT×2Ñ�Î2Ü�ê2Ï�Ô2Ñ4×	àkÓ�Ò�Õ'ÎkÑTÚ6Ô2Ñ�û¤Õ	ß�Ï�ÎkÏ�ñ
XoÓ�â�àkÓ�Ô	û�Ó>Ò¤ß�Ï�à2Ú6Õ	ÔkÓ�ÙsÍ�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�Î�Ó>RcÕ	ü�Ï�Î2Ö��lnLÏ�Ô2Ñ	ï

Y ÔkÓ�Í�ß�Ñ�Ö'ý�Ï�ñTÍ�ß�Ó�ß�é�Ï�×2Ñ�Þ'Ó�ã�Ó�Ô2Ñ	ëEê	ß�Ñ©×	à	Õ2Ú,Ï�Ô2Ï�Ô	Õ2Ï>Ú,Ï�ß�Ñ�Ð�Ó©ü¤Ó�ß�à2Ñ�Ò©ÞèÔ2Ï�â�Î�Ó�Ð2Þ	Õ2Úðã�Ó�Ð�Ó�êkÓ�Ú
×	à	Õ	Ò�Ñ�Ð2Õ	ßvÞs×2Ñ�Î2Ü�ê2Ï�Ô	Õ	ì ×	à	Õ	Ô	î	Õ	×	ÕkÓ�Î2é�Ô2ÑvÔ2Ñ�Ò�Û8Ùsà2Ï�ã�Ü�Î2é�ß�Ó�ß�Ñ�Ò2ïEW�ß�Ó�ß�é�ÖcÕ'ÐkÏ�ñ	Ô2Ñ�Í�Ò�Ö'ã�Ó�ÔkÓ>ÍLàkÓ�ä
Ø�Ñ�ß�Ó�Ú6Õ�Y_ï�j�ï�M8Ñ�Î2ß�Ö'Ô2Í�Þ�Ñ�â�Ñ�ô ��ö�ëB÷vï�^NÎ�Ó�à	Þ'Ó�ô õ�ö�ëkn¤ï�RcÕ	ü�Ï�Î2ÖcÕ�� ïBn¤ï�nLÏ�Ô2Ñ�ôùø���ö�ë�M_ïkI¤ï�n_ü�Ï�ä
Ô	Õ	ê	Ô2Ñ�â�Ñcô ��ë
	�ö�ÕsKqï�WNï	nLÑ�ÎkÑ�Ò�Õ	Ô	Þ	Õ	ÔkÓcô ��ö�ë2d!ï#Pvï	QLÑ í[í Ï¤ôùø�ø�ö�ï
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P[Î2ÖÉÒ�Û1ü�Ï�Ü�Þ'Ó�ã�Ó�Ô	Ô2Ñ�ñþã�Ó�Ð�Ó�ê	Õi×2Ñ�Î2Ü�ê2Ï�Ô2ÑTÔ2Ï�Ñ�Ø�Ù#Ñ�Ð2Õ2Ú,Ñ�ÏèÜ�Í�ÎkÑ�Ò�Õ2ÏcÝ�Þ�Í�ß�à2Ï�Ú6Ü'ÚbÓ'ë�Ò4Þ�Ñ�ß�Ñ�à2Ñ�Ú
Í�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�Î�î2Ï�ÎkÏ�Ò�Ñ�ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ �lÔ	Õ	û¤Ô	Õ	ñèÓ�Í�Õ2Ú6×	ß�Ñ�ß�Õ	ê2Ï�Í�Þ	Õ	ñ4Í�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�ÎènLÑ�ä
ÎkÑ�Ò�Õ	Ô	Þ	Õ	ÔkÓsô ��ö�ë���Ñ�Í�ß�Ó�Î2é�Ô	ÛqÏ �lÍ�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�Î2ÛJRcÕ	ü�Ï�Î2Ö��lnLÏ�Ô2Ñ�
 ß�Ï�Ñ�à2Ï�ÚbÓ�ú'ï ú���ï

M_ï�I¤ï�n_ü�Ï�Ô	Õ	ê	Ô	ÛqÚ�Ò>ô ��ö2Ò�Ò�Ï�ÐkÏ�Ô2ÑL×2Ñ�Ô	Ö'ß�Õ2Ï1Ò�Ï�à�Ù'Ô2Ï�ñ>Ò�Û1×	Ü�Þ'ÎkÑ�ñvÓ�×	×	à2Ñ�Þ�Í�Õ2ÚbÓ�î	Õ	Õ�
 Ò2ï Ò2ï Ó��}Ð	Î2Ö
Ô2Ï�â�Î�Ó�Ð2Þ	Õ'Ù í Ü�Ô	Þ	î	Õ	ñ�ï	n_Ü�Í�ß�é

f(x)
�m×	à2Ñ�Õ	ã�Ò�Ñ�Î2é�ÔkÓ�Ö í Ü�Ô	Þ	î	Õ	ÖEï	nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ2Ú

F (x0, x) = lim sup
y→x,
λ↓0

f(x0 + λy)− f(x0)

λ
.

nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ	ß�Ï�Î2é�Ô2ÑèÑ�Ð2Ô2Ñ�à2Ñ�Ð2ÔkÓ�ÖòÒ�Û1×	Ü�Þ'Î�Ó�ÖEë}ã�Ó�Ú6Þ	Ô	Ü�ß�Ó�ÖT×2Ñ
x
í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö

h(x0, x)
ÔkÓ�ã�Û1Ò#Ó�Ï�ß�Í�Ö

����������������� ��!�"�#�$��&%������'$�"�(*),+-%�.�)���� í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ f Ò¤ß�Ñ�ê	Þ�Ï x0 ë2Ï�Í�Î2Õ

h(x0, x) > F (x0, x) (∀x ∈ R
n).

RcÔ2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò�Ñ
∂f(x0) =

{
x∗ ∈ R

n : h(x0, x) > 〈x∗, x〉 ∀x ∈ R
n
}

ÔkÓ�ã�Û1Ò#Ó�Ï�ß�Í�Ö (*!�/�0�)�1213���4����.�)�%5#�$6+71 !���"�.�)�) f Ò¤ß�Ñ�ê	Þ�Ï x0. ekÐkÏ�Í�é 〈x∗, x〉 �mÍ�Þ'Ó�Î2Ö'à	Ô2Ñ�Ï[×	à2Ñ�Õ	ã�ä
Ò�Ï�ÐkÏ�Ô	Õ2ÏLÒ�Ï�Þ	ß�Ñ�à2Ñ�Ò

x∗
Õ
x,
×	à	Õ	ÔkÓ�Ð	ÎkÏ�û�Ó�ý!Õ'Ù

R
n.8:9<;�=,>3=,?3=�@<A<=CB�DEB³ô ��öFDbY�Û1×	Ü�Þ'Î2Û1ñæÞ�Ñ�Ô	Ü�Í
KM (x0)

ÔkÓ�ã�Û1Ò#Ó�Ï�ß�Í�Ö "�$���!�(*$6+G"�%�(H%�I:�F#�J����<�
��%����,%��*#�������� �K+-��$MLN��(*I:��% M Òsß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0
ë�Ï�Í�Î2ÕTÕ	ã>Ò�Þ'Î2ìNê2Ï�Ô	Õ	Ö

x ∈ KM (x0)
Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë}ê	ß�Ñ

Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ß>ß�Ó�Þ'Ó�Ö í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
ϕ(λ)

ë	ê	ß�Ñ

x0 + λx+ ϕ(λ) ∈M

×	à	ÕáÐkÑ�Í�ß�Ó�ß�Ñ�ê	Ô2Ñ�ÚbÓ�Î2Û8Ù
λ > 0

Õ
λ−1ϕ(λ) → 0

×	à	Õ
λ ↓ 0.WbÎkÏ�Ð2Ü�ìNý¤Ó�Ö¤ß�Ï�Ñ�à2Ï�ÚbÓLÖ'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�Ö>Ô2Ï�Ñ�Ø�Ù#Ñ�Ð2Õ2Ú6ÛqÚòÜ�Í�ÎkÑ�Ò�Õ2Ï�Ú4Ý�Þ�Í�ß�à2Ï�Ú6Ü'ÚbÓ[ÒoÑ�Ø�ý�Ï�ñ>ã�Ó�Ð�Ó�ê2ÏNÚbÓ�ä

ß�Ï�ÚbÓ�ß�Õ	ê2Ï�Í�Þ�Ñ�â�Ñ�×	à2Ñ�â�àkÓ�Ú,Ú6Õ	à2Ñ�Ò#Ó�Ô	Õ	ÖcÒ>ß�Ï�à2Ú6Õ	ÔkÓ�ÙáÒ2ï Ò2ï Ó'ï
O�Æ#ÀkzxÆ,PNucAkD A ô ��ö D�Qh 2���5R

x0 S � - ���	�h�6�	$	�2�} 2���UT1 	$	��V	�	� f $��1�6$ - �>������
'� M.
< - 0� 2�����2� *

��� -
h(x0, x) S 
 7 
 7 � 7 �����

f


x0.

+�- 	����

∂f(x0) ∩K∗
M (x0) 6= ∅.

W �}���
R
K∗

M (x0) S � - 0#"��'�>��$	$	/1�è� - $� 2�h�s� - $� 2�� 
KM (x0),

� 7 � 7

K∗
M (x0) =

{
x∗ ∈ R

n : 〈x∗, x〉 > 0 ∀x ∈ KM (x0)
}
.

eEÓ�Ú,Ï�ß�Õ2Ú1ëqê	ß�ÑÉÒ2ï Ò2ï Ó'ïhÑ�×	à2Ï�ÐkÏ�Î2Ö	Ï�ß�Í�Ö Ô2Ï�Ñ�Ð2Ô2Ñ�ã�ÔkÓ�ê	Ô2ÑiÕfÐ	Î2Öf×2Ñ�Î2Ü�ê2Ï�Ô	Õ	Ö Í�Ñ�ÐkÏ�à#û�Ó�ß�Ï�Î2é�Ô	Û8Ù
Ü�Í�ÎkÑ�Ò�Õ	ñ�Ý�Þ�Í�ß�à2Ï�Ú6Ü'ÚbÓoÔ2Ï�Ñ�Ø�Ù#Ñ�Ð2Õ2Ú,Ñ!ã�ÔkÓ�ß�éoî2Ï�Î2ÛqÏhÍ�Ï�Ú,Ï�ñ2Í�ß�Ò#Ó[Ò2ï Ò2ï Ó'ï#I[Ó�×	à	Õ2Ú,Ï�à�ë�Ï�Í�Î2Õ

f
� Ò�Ñ�â�Ô	Ü#ä

ß�Ó�Ö4Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�ÔkÓ�Ö í Ü�Ô	Þ	î	Õ	ÖEëEß�Ñ©Ð	Î2Ö�Î2ì_Ø�Ñ�â�Ñ
x∗ ∈ ∂(−f)(x0)

í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
h(x0, x) = 〈−x∗, x〉Ï�Í�ß�é�Ò2ï Ò2ï �'ïùëbÓ�Ú6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò�Ñ {−x∗} � Í�Ñ�Ñ�ß�Ò�Ï�ß�Í�ß�Ò�Ü�ìNý!Õ	ñÊÍ�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�ÎÉÒ�Ñ�â�Ô	Ü�ß�Ñ�ñ í Ü�Ô	Þ'ä

î	Õ	Õ
f.QLÍ�×2Ñ�Î2é�ã�Ü�Ö>Ý�ß�Ñ�ß í Ó�Þ	ß�ë�Ò[ÔkÓ�Í�ß�Ñ�Ö'ý�Ï�ñvÍ�ß�Ó�ß�é�Ïq×2Ñ�Î2Ü�ê2Ï�Ô2Ñ[×	àkÓ�Ò�Õ'ÎkÑoÚ6Ô2Ñ�û¤Õ	ß�Ï�ÎkÏ�ñvXoÓ�â�àkÓ�Ô	û�Ó[Ò

Ô2Ï�Þ�Ñ�ß�Ñ�à	Û8ÙcÍ�×2Ï�î	ÕkÓ�Î2é�Ô	Û8ÙcÞ'Î�Ó�Í�Í�Ó�ÙsÝ�Þ�Í�ß�à2Ï�ÚbÓ�Î2é�Ô	Û8Ùcã�Ó�Ð�Ó�ê�ëkâ�ÐkÏLÜ�êkÓ�Í�ß�Ò�Ü�ìNß>Ô2ÏLÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2Ñ¤Î2Õ	×'ä
ü!Õ	î2Ï�Ò�ÛqÏ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	ÕX
 ß�Ï�Ñ�à2Ï�ÚbÓ�ú'ïùøM��ï

8:9<;�=,>3=,?3=�@<A<=YB�D[ZJôùø���öFD]\ /�$�/�^:������%5_N���'$�)a`���$�0���%5_cb�)�d:�F#,_fehgi����$ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ f
×2Ñ

ÔkÓ�×	àkÓ�Ò�ÎkÏ�Ô	Õ	ì
x
ë	Ñ�Ø�Ñ�ã�ÔkÓ�êkÓ�Ï�ÚbÓ�Ö

f ′MP (x0, x)
ë2Ñ�×	à2Ï�ÐkÏ�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖcÍ�ÎkÏ�Ð2Ü�ìNý!Õ2ÚÉÑ�Ø�àkÓ�ã�Ñ�Ú

f ′MP (x0, x) = sup
w∈Rn

{
lim sup

λ↓0

f(x0 + λ(x+ w))− f(x0 + λw)

λ

}
.
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8:9<;�=,>3=,?3=�@<A<= B�D��Tôùø���öFD�� !�/�0�)�1213���4����.�)�%5#�$6+7b�)�d:�F#,_ e gi����$ Ð	Î2ÖáÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2Ñ�Î2Õ	×	ü!Õ'ä
î2Ï�Ò�Ñ�ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ

f
Ò¤ß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0
ÔkÓ�ã�Û1Ò#Ó�Ï�ß�Í�ÖcÚ6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò�Ñ

∂MP f(x0) = {x∗ ∈ R
n : f ′MP (x0, x) > 〈x∗, x〉 ∀x ∈ R

n}.
Q_ã�Ò�Ï�Í�ß�Ô2ÑN
 Í�Ú1ïùë�ÔkÓ�×	à	Õ2Ú,Ï�à�ë[ô �'ë�ß�Ï�Ñ�à2Ï�ÚbÓ � 	'ïùø�ë8Í�ï1ú�õ2ø�öE��ë�ê	ß�Ñ³Ï�Í�Î2Õ

f
� Ò�Û1×	Ü�Þ'Î�Ó�Ö í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö

Ò!Ñ�Þ	à2Ï�Í�ß�Ô2Ñ�Í�ß�Õvß�Ñ�ê	Þ	Õ
x0,

ß�Ñ
∂f(x0) = ∂MP f(x0),

â�ÐkÏ
∂f(x0)

�VÑ�Ø�Û1ê	Ô	Û1ñvÍ�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�Î
í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ

f
Ò
x0.ILÏ�ß�à	Ü�Ð2Ô2Ñ�ã�Ó�Ú,Ï�ß�Õ	ß�é2ë'ê	ß�Ñ�Ï�Í�Î2Õ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö

f
ÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2Ñ!Î2Õ	×	ü!Õ	î2Ï�Ò#Ó'ë'ß�Ñ�Ñ�Ø�Ñ�Ø�ý�Ï�Ô	ÔkÓ�Öv×	à2Ñ�Õ	ã�ä

Ò�Ñ�Ð2ÔkÓ�Ö
f ′MP (x0, x)

Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖsÒ�Ï�à�Ù'Ô2Ï�ñsÒ�Û1×	Ü�Þ'ÎkÑ�ñèÓ�×	×	à2Ñ�Þ�Í�Õ2ÚbÓ�î	Õ2Ï�ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ
f
Ò¤ß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0.n_à	Õ	Ò�Ï�ÐkÏ�ÚÊÑ�×	à2Ï�ÐkÏ�ÎkÏ�Ô	Õ2ÏoÔ	Õ	û¤Ô2Ï�â�Ñ�Ó�Í�Õ2Ú6×	ß�Ñ�ß�Õ	ê2Ï�Í�Þ�Ñ�â�Ñ©Í�Ü'Ø�Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	ÕkÓ�Î�Ó'ï
8:9<;�=,>3=,?3=�@<A<= B�D 	æô ��öFD�n_Ü�Í�ß�é

f : Rn → R
� ÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2Ñ©Î2Õ	×	ü!Õ	î2Ï�Ò#Ó�Ö í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö�Õ

M ≡
epi(f).

n_Ü�Í�ß�é
K = TM (x0)−̇TM (x0),

Ó
f ′AL(x0, x)

� ×2Ñ�ÎkÑ�û¤Õ	ß�Ï�Î2é�Ô2ÑáÑ�Ð2Ô2Ñ�à2Ñ�Ð2ÔkÓ�Ö�Ò�Û1×	Ü�Þ'Î�Ó�Ö
í Ü�Ô	Þ	î	Õ	ÖEëBÔkÓ�Ð2â�àkÓ í Õ	Þ�Ñ�ÚfÞ�Ñ�ß�Ñ�à2Ñ�ñTÖ'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�Ö�Þ�Ñ�Ô	Ü�Í

K. AL
ä (*!�/�0�)�1213���4����.�)�%5#�$6+ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ

fÒ>ß�Ñ�ê	Þ�Ï
x0
ÔkÓ�ã�Û1Ò#Ó�Ï�ß�Í�ÖcÚ6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò�Ñ

∂ALf(x0) ≡ {x∗ ∈ R
n : f ′AL(x0, x) > 〈x∗, x〉 ∀x ∈ R

n}.
ekÐkÏ�Í�é

A−̇B ≡ {x ∈ R
n/x + B ⊆ A} � â�Ï�Ñ�Ú,Ï�ß�à	Õ	ê2Ï�Í�Þ'Ó�Ö àkÓ�ã�Ô2Ñ�Í�ß�éÊÚ6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò#Ó

A
Õ
B,Ó

TM (x0)
�]Ô	Õ	û¤Ô	Õ	ñ©Þ�Ñ�Ô	Ü�ÍNÞ'Ó�Í�Ó�ß�Ï�Î2é�Ô	Û8Ù©ÔkÓ�×	àkÓ�Ò�ÎkÏ�Ô	Õ	ñáÞ�Ñ�Ú6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò�Ü

M
Ò!ß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0

 Í�Ú1ï�ô �	ë

â�Î}ïkú'ë	×�ï
��õ2ë2Ñ�×	à2Ï�ÐkÏ�ÎkÏ�Ô	Õ2Ï ��õ2ï ú�öE��ï
Yÿô �	ë	Í�ïkú � 	'ë í Ñ�à2Ú6Ü�Î�Ó � ��ïùø���ö}×2Ñ�Þ'Ó�ã�Ó�Ô2Ñ�Í�ÎkÏ�Ð2Ü�ìNý�Ï�ÏL×	à2Ï�ÐkÍ�ß�Ó�Ò�ÎkÏ�Ô	Õ2Ï�ó

f ′AL(x0, x) = sup
w∈Rn

{
f ′L(x0, x+ w)− f ′L(x0, w)

}
,

â�ÐkÏ

f ′L(x0, u) = lim sup
λ↓0

f(x0 + λu)− f(x0)

λ
.

Hhß�Í�ì8Ð�ÓòÍ�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë�ê	ß�Ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
f ′AL(x0, x)

Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖÊÒ�Ï�à�Ù'Ô2Ï�ñþÒ�Û1×	Ü�Þ'ÎkÑ�ñfÓ�×	×	à2Ñ�Þ�Í�Õ2ÚbÓ�î	Õ2Ï�ñ
Ð	Î2Ö

f
Ò>ß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0.8:9<;�=,>3=,?3=�@<A<= B�D�
þôùø�öFDbY�Û1×	Ü�Þ'Î2Û1ñÉÞ�Ñ�Ô	Ü�Í
K ⊆ KM (x)

ÔkÓ�ã�Û1Ò#Ó�Ï�ß�Í�Ö d]%�I �'$6+ Ò�ß�Ñ�ê	Þ�Ï
x ∈ M,

Ï�Í�Î2ÕèÍ�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ßáÑ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï
r
ëkÑ�×	à2Ï�ÐkÏ�ÎkÏ�Ô	Ô2Ñ�Ï!ÒvÔ2Ï�Þ�Ñ�ß�Ñ�à2Ñ�ñ4Ñ�Þ	à2Ï�Í�ß�Ô2Ñ�Í�ß�Õ

U
Ô	Ü�Î2ÖEë

ß�Ó�Þ�Ñ�Ï�ë2ê	ß�Ñ

x+ x+ r(x) ∈M,
Ï�Í�Î2Õ

x ∈ K ∩ U Õ r(x)

‖x‖ → 0
×	à	Õ

x→ 0.

� Ó�ß�Ï�à
K
ÔkÓ�ã�Û1Ò#Ó�Ï�ß�Í�Ö �������4���'�3����� + ë'Ï�Í�Î2Õ r �mÔ2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�Ï!Ñ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï�ï

YÊÐ�Ó�Î2é�Ô2Ï�ñ	ü�Ï�Ú
cl{M} �mã�Ó�Ú6Û1Þ'Ó�Ô	Õ2Ï!Ú6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò#Ó

M ⊆ R
n,

con(M − x0) =
{
y ∈ R

n/y = λ(x− x0), λ > 0, x ∈M
}
,

LinM = cl
{
conM − conM

}
.


 D��áÆ#ÅxzxÆ#z��¤Âk|��¤Æ���u	y'z��

�cÆ,PUPNu 
 D AkD Qh 2���5R
g(x) S �	�	0��!��VB��
��M��T1 	$	��V	��� *E- 0#"}���}���B��$	$��M�s
 - �#"}������$ - �����4� - ���	�

x0 ∈ R
n.
+�- 	����v�� ���������
� 2��� T1 	$	��V	���

r(x) = o(x)
*�- 0#"}���}���B��$	$��M�c
>$B��� - � - " - � - �#"}������$ - �����

$� ���� * �����	�M� * ��� -
g(x0 + x) 6 g(x0) + g′MP (x0, x) + r(x).



� $B� -����	- ���2�6/ �  2��� - 
���� ��� �2����"}���} 2����
�
��������#� � �h$B�
	��������	�2�6� - 	�"���$	������$	���	�6� � �

C
nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ2Ú

r(x) = max
{
0, g(x0 + x)− g(x0)− g′MP (x0, x)

}
.

nLÑ�Þ'Ó�û!Ï�Ú1ë�ê	ß�Ñ
r(x)

Ñ�Ø�Î�Ó�Ð�Ó�Ï�ßoÔ	Ü�û¤Ô	ÛqÚòÍ�Ò�Ñ�ñ2Í�ß�Ò�Ñ�Ú1ï�P!Ñ�×	Ü�Í�ß�Õ2ÚT×	à2Ñ�ß�Õ	Ò�Ô2Ñ�Ï�ï2\�ß�ÑoÑ�ã�ÔkÓ�êkÓ�Ï�ß�ë�ê	ß�Ñ
Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�ìNß¤×2Ñ�Í�ÎkÏ�ÐkÑ�Ò#Ó�ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ�Í�ß�é

xi → 0
Õá×2Ñ�ÎkÑ�û¤Õ	ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ�Ï!ê	Õ2Í�ÎkÑ

ε0
ß�Ó�Þ	Õ2Ï�ë2ê	ß�Ñ

r(xi) > ε0‖xi‖.
nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ2Ú

yi =
xi

‖xi‖
, λi = ‖xi‖.

`}Ñ�â�Ð�Ó>Ú,Ñ�û¤Ô2Ñ�Í�ê	Õ	ß�Ó�ß�é2ë2ê	ß�Ñ
yi → y0.

QLÚ,Ï�Ï�Ú

0 < ε0 6 lim
i→∞

sup
r(xi)

‖xi‖
= lim

i→∞
sup

[
g(x0 + λiyi)− g(x0)

λi
− g′MP (x0, yi)

]

6 lim
i→∞

[
sup

g(x0 + λiyi)− g(x0 + λiy0)

λi
+
g(x0 + λiy0)− g(x0)

λi
− g′MP (x0, yi)

]

6 lim
i→∞

sup
[
g′MP (x0, y0)− g′MP (x0, yi)

]
+ lim

i→∞
sup

g(x0 + λiyi)− g(x0 + λiy0)

λi
.

nLÑ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	Ü
g′MP (x0, ·)

×2Ñ�Î2Ü�Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�ÔkÓ>Í�Ô	Õ	ã�Ü©Ò¤Ô	Ü�ÎkÏ�ë	ß�Ñ

lim
i→∞

sup
[
g′MP (x0, y0)− g′MP (x0, yi)

]
6 0.

n_Ü�Í�ß�é í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
g
Î2Õ	×	ü!Õ	î2Ï�Ò#Ó¤ÍLÞ�Ñ�Ô2Í�ß�Ó�Ô	ß�Ñ�ñ

L.
`}Ñ�â�Ð�Ó¤Õ2Ú,Ï�Ï�Ú

lim
i→∞

sup
g(x0 + λiyi)− g(x0 + λiy0)

λi
6 L‖yi − y0‖ → 0.

Q_ß�Ó�Þ³×2Ñ�Î2Ü�ê	Õ'Î2Õò×	à2Ñ�ß�Õ	Ò�Ñ�à2Ï�ê	Õ2Ï�ë6×2Ñ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	Üò×	àkÓ�Ò#Ó�ÖTêkÓ�Í�ß�é�Ô2Ï�àkÓ�Ò�Ï�Ô2Í�ß�Ò#ÓèÍ�ß�à2Ï�Ú6Õ	ß�Í�Ö³ÞTÔ	Ü�Î2ì�ë
Ó�Ï�Ï_ÎkÏ�Ò#Ó�ÖáêkÓ�Í�ß�é � í Õ	Þ�Í�Õ	à2Ñ�Ò#Ó�Ô	Ô2Ñ�Ï[×2Ñ�ÎkÑ�û¤Õ	ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ�Ïoê	Õ2Í�ÎkÑ	ï

BO�Æ#ÀkzxÆ,PNu 
 D AkD Qh 2���5R
g
� - �	����R�$ - �	�	0��!��VB��
����

x0 ∈ R
n S �����	�M�4� - ���	� * ��� -

x0 ∈M ≡
{x ∈ R

n : g(x) = 0} ���� ���������
� 2���o
'���B� - " w ����� - � * ��� -

g′MP (x0, w) < 0,

� T1 	$	��V	���
g′MP (x,w)

0 - �� 	$B��0#"}��"�/1
�$��v��
'��" �  s
á� - ���2�
x0.+�- 	�����0 - ��0#" - ����"���$B����
 -

H ≡
{
x ∈ R

n : g′MP (x0, x) 6 0, g′MP (x0,−x) 6 0
}

�'
���������� �á$B��0#"}��"�/1
�$	/q� �>����" - �æ�s�6$ - �>������
� 
M

©� - ���2�

x0.

C
nLÑ!ÎkÏ�Ú,Ú,Ï �'ïùøLÍ�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�ìNß>ß�Ó�Þ	Õ2Ï í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ

ri(x) = o(x)
ë
i = 1, 2,

ê	ß�Ñ

g(x0 + x) 6 g(x0) + g′MP (x0, x) + r1(x), (2.1)

−g(x0 + x) 6 −g(x0) + g′MP (x0,−x) + r2(x). (2.2)
`xÓ�ÞTÞ'Ó�Þ4×2Ñá×	à2Ï�Ð2×2Ñ�ÎkÑ�û!Ï�Ô	Õ	ì í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö

g′MP (x,w)
×2Ñ�Î2Ü�Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�ÔkÓcÍ�Ò�Ï�à�Ù'Ü�×2Ñ

x,
ß�ÑsÍ�Ü�ý�Ï�ä

Í�ß�Ò�Ü�Ï�ß�Ñ�Þ	à2Ï�Í�ß�Ô2Ñ�Í�ß�é
V
ß�Ñ�ê	Þ	Õ

x0
ß�Ó�Þ'Ó�ÖEë2ê	ß�Ñ

max
x∈V

g′MP (x,w) ≡ m < 0.
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nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ2Ú
p(λ) ≡ sup{r1(x) : ‖x‖ 6 λ}. Z_Í�Ô2Ñ	ë#ê	ß�Ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö p(λ) Ú,Ñ�Ô2Ñ�ß�Ñ�Ô	Ô2Ñ!Ô2ÏhÜ'Ø�Û1Ò#Ó�Ï�ßÕ

p(λ) = o(λ)
ë
r1(x) 6 p(‖x‖). nLÑ�Ý�ß�Ñ�Ú6ÜvÐ	Î2Ö x ∈ H, γ > 0

Õ	ãLÔ2Ï�àkÓ�Ò�Ï�Ô2Í�ß�Ò#Ó�
 �'ïùøM��×2Ñ�Î2Ü�êkÓ�Ï�Ú

g
(
x0 + x+ γ‖x‖w

)
6 g(x0) + g′MP (x0, x+ γ‖x‖w)

+ p
(
‖x‖+ γ‖x‖‖w‖

)
6 g′MP (x0, x) + γ‖x‖g′MP (x0, w)

+p
(
‖x‖(1 + γ‖w‖)

)
6 ‖x‖

[
γg′MP (x0, w) +

p((1 + γ‖w‖)‖x‖)
‖x‖

]
.

Y�ÛqØ�Ï�à2Ï�Úþê	Õ2Í�ÎkÑ
δ+γ > 0

ÔkÓ�Í�ß�Ñ�Î2é�Þ�ÑsÚbÓ�Î2ÛqÚ1ëEê	ß�Ñ�Ø�Û Ò�Û1àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï�ëEÒ�Û8ÐkÏ�ÎkÏ�Ô	Ô2Ñ�Ï¤Ò©Þ	Ò#Ó�Ð2àkÓ�ß�Ô	Û8Ù
Í�Þ�Ñ�Ø�Þ'Ó�ÙEëkØ�Û8ÎkÑ>Ú,Ï�Ô	é�ü�Ï�ë	ê2Ï�Ú 1

2γg
′
MP (x0, w)

×	à	Õ ‖x‖ 6 δ+γ
ë
x 6= 0.

`}Ñ�â�Ð�Ó

g
(
x0 + x+ γ‖x‖w

)
6

1

2
γg′MP (x0, w)‖x‖ < 0.

`xÓ�Þ�Þ'Ó�Þ
(−g)′MP (x0, x) = g′MP (x0,−x)

ë�ß�ÑáÓ�ÔkÓ�ÎkÑ�â�Õ	ê	Ô2Ñ	ëBÕ2Í�×2Ñ�Î2é�ã�Ü�ÖèÔ2Ï�àkÓ�Ò�Ï�Ô2Í�ß�Ò�Ñ �'ï �'ë�×2Ñ�Î2Ü#ä
ê	Õ2Ú1ë	ê	ß�Ñ>Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ß>ß�Ó�Þ�Ñ�Ï[ê	Õ2Í�ÎkÑ

δ−γ > 0,
ê	ß�Ñ

g(x0 + x− γ‖x‖w) > 0 (∀x ∈ H, ‖x‖ 6 δ−γ , x 6= 0).

nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ2Ú
δγ = min{δ+γ , δ−γ }

ÕsàkÓ�Í�Í�Ú,Ñ�ß�à	Õ2Ú í Ü�Ô	Þ	î	Õ	ì

q(τ) ≡ g(x0 + x+ τ‖x‖w)
ÔkÓvÑ�ß�à2Ï�ã�Þ�Ï

[−γ, γ]. QLÚ,Ï�Ï�Ú q(γ) < 0
ë
q(−γ) > 0.

`xÓ�Þ�Þ'Ó�Þ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
g
Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�ÔkÓ'ëEß�Ñ

q(τ)ß�Ñ�û!Ï!Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖsÔ2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ2Ï�ñ�ïknLÑ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	Ü í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
q
ÔkÓ>Ñ�ß�à2Ï�ã�Þ�Ï

[−γ, γ] Ú,Ï�Ô	Ö	Ï�ßã�ÔkÓ�Þ�ë#ß�Ñ[ÒoÔ2Ï�Þ�Ñ�ß�Ñ�à2Ñ�ñ©ß�Ñ�ê	Þ�Ï
τ(x) ∈ [−γ, γ] Ñ�ÔkÓoÑ�Ø�àkÓ�ý¤Ó�Ï�ß�Í�Ö�ÒoÔ	Ü�Î2é2ï#Q_ß�Ó�Þ�ë�Ð	Î2Ö¤Î2ì_Ø�Ñ�â�Ñ γ > 0Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ß

δγ > 0
ß�Ó�Þ�Ñ�Ï�ë2ê	ß�Ñ

g(x0 + x+ τ(x)‖x‖w) = 0, | τ(x) |6 γ, ‖x‖ 6 δγ .

eEÓ�Ú,Ï�ß�Õ2ÚÉß�Ó�Þ	û!Ï�ë2ê	ß�Ñ

lim sup
∆↓0

q(τ +∆)− q(τ)

∆
= lim sup

∆↓0

[
g(x0 + x+ (τ +∆)‖x‖w)

∆
− g(x0 + x+ τ‖x‖w)

∆

]

6 ‖x‖g′MP

(
x0 + x+ τ‖x‖w,w

)
.

nLÑ�Ý�ß�Ñ�Ú6Ü�Ò[Í�Õ'Î2Ü�×2Ñ�Î2Ü�Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�Í�ß�Õ©Í�Ò�Ï�à�Ù'Ü í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ
g′MP (x,w)

×2Ñ
x
ÒLß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0
Õ¤Ü�Í�ÎkÑ�Ò�Õ	Ö

g′MP (x0, w) < 0,
Õ2Ú,Ï�Ï�Ú

lim sup
∆↓0

q(τ +∆)− q(τ)

∆
< 0

×	à	ÕcÚbÓ�Î2Û8Ù
x.

Hhß�Í�ì8Ð�ÓáÍ�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ëBê	ß�Ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
q
Ú,Ñ�Ô2Ñ�ß�Ñ�Ô	Ô2Ñ©Ü'Ø�Û1Ò#Ó�Ï�ßáÕ�ëEÍ�ÎkÏ�ÐkÑ�Ò#Ó�ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ	ë�Ñ�ÔkÓvÕ2Ú,Ï�Ï�ßáÔkÓvÑ�ß�ä

à2Ï�ã�Þ�Ï
[−γ, γ] Ï�Ð2Õ	Ô2Í�ß�Ò�Ï�Ô	Ô	Û1ñ>Þ�Ñ�à2Ï�Ô	é2ï�nLÑ�Ý�ß�Ñ�Ú6Ü í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö τ(x) Ð	Î2ÖoÐkÑ�Í�ß�Ó�ß�Ñ�ê	Ô2Ñ[ÚbÓ�Î2Û8Ù x Ñ�×	à2Ï�äÐkÏ�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖcÑ�Ð2Ô2Ñ�ã�ÔkÓ�ê	Ô2Ñ	ï�Q_ã |τ(x)| 6 γ

Õ ‖x‖ 6 δγ
Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë2ê	ß�Ñ

τ(x) → 0
×	à	Õ

x→ 0.nLÑ�Þ'Ó�û!Ï�Ú1ë�ê	ß�Ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
τ(x)

Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�ÔkÓ'ïbP!Ñ�×	Ü�Í�ß�Õ2ÚV×	à2Ñ�ß�Õ	Ò�Ô2Ñ�Ï�ï�n_Ü�Í�ß�é³Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�ìNß
Ð2Ò�Ïo×2Ñ�Í�ÎkÏ�ÐkÑ�Ò#Ó�ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ�Í�ß�Õ {xi}, {yi}

ß�Ó�Þ	Õ2Ï�ë�ê	ß�Ñ
xi → x0

ë
yi → x0

ëkÔ2Ñ
τ(xi) → τ

ë
τ(yi) → τ ,

τ 6= τ .
Hhß�Í�ì8Ð�Ó�ÕsÕ	ãLÔ2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�Í�ß�Õ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ

f
Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë2ê	ß�Ñ

g(x0 + x0 + τ‖x0‖w) = 0,



� $B� -����	- ���2�6/ �  2��� - 
���� ��� �2����"}���} 2����
�
��������#� � �h$B�
	��������	�2�6� - 	�"���$	������$	���	�6� � �

g(x0 + x0 + τ‖x0‖w) = 0, |τ | 6 γ, |τ | 6 γ.
Hhß�Í�ì8Ð�Ó

τ = τ
Ò_Í�Õ'Î2ÜoÑ�Ð2Ô2Ñ�ã�ÔkÓ�ê	Ô2Ñ�Í�ß�Õ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ

τ(x).
`xÓ�Þ	Õ2ÚèÑ�Ø�àkÓ�ã�Ñ�Ú1ë�×2Ñ�Þ'Ó�ã�Ó�Ô2Ñ	ë�ê	ß�ÑhÒNÚbÓ�ÎkÑ�ñ

Ñ�Þ	à2Ï�Í�ß�Ô2Ñ�Í�ß�ÕcÔ	Ü�Î2Ö©Õs×	à	Õ
x ∈ H

í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö
τ(x)

Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�ÔkÓ¤Õ
τ(x) → 0,

g(x0 + x+ τ(x)‖x‖w) = 0.

`xÓ�ÞsÞ'Ó�Þ
0 ∈ H,

ß�Ñ
‖PrH(x)‖ 6 ‖x‖,

â�ÐkÏ
PrH(x)

�m×	à2Ñ�Ï�Þ	î	Õ	Ösß�Ñ�ê	Þ	Õ
x
ÔkÓ!×2Ñ�Ð2×	à2Ñ�Í�ß�àkÓ�Ô2Í�ß�Ò�Ñ

H.
nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ2Ú

Ψ(x) = x+ τ(PrH(x))‖x‖w.
Hhê2Ï�Ò�Õ'Ð2Ô2Ñ	ë2ê	ß�Ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö

Ψ
Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�ÔkÓ>Ò¤Ô2Ï�Þ�Ñ�ß�Ñ�à2Ñ�ñ�Ñ�Þ	à2Ï�Í�ß�Ô2Ñ�Í�ß�Õ

U
Ô	Ü�Î2Ö©Õáß�Ó�Þ�Ñ�Ò#Ó'ëkê	ß�Ñ

g(x0 +Ψ(x)) = 0 (∀x ∈ H ∩ U, Ψ(x)− x = o(x)).

� È,Æ�Ç���y'ÂkÁxÆ2DiQh 2���5R T1 	$	��V	���
g
���4T T[��"}��$�V	�#"2 2������0 -�� ��� - 
 - �#"}������$ - �����J� - ���	�

x0�
g′G(x0) 6= 0.

Qh 2���5R�
'���B� - "
w
����� - � * ��� - 〈g′G(x0), w〉 < 0

� T1 	$	��V	���
f(x) ≡ 〈g′G(x), w〉0 - �� 	$B��0#"}��"�/1
�$��s��
'��" �  c
c� - ���2�

x0.
+�- 	����>0 - ��0#" - ����"���$B����
 -

H = {x ∈ R
n : 〈g′G(x0), x〉 =

0} �'
���������� �á$B��0#"}��"�/1
�$	/q� �>����" - �æ�s�6$ - �>������
� 
M

©� - ���2�

x0.
���	� =�
��<@<A<=2DE`}Ï�Ñ�à2Ï�ÚbÓ��'ïùøLÒ�Ï�à	ÔkÓ'ëkÏ�Í�Î2ÕcÒ�Ú,Ï�Í�ß�Ñ�Ñ�Ø�Ñ�Ø�ý�Ï�Ô	Ô2Ñ�ñc×	à2Ñ�Õ	ã�Ò�Ñ�Ð2Ô2Ñ�ñ�nLÏ�Ô2Ñ>Õ2Í�×2Ñ�Î2é�ä

ã�Ñ�Ò#Ó�ß�é_×	à2Ñ�Õ	ã�Ò�Ñ�Ð2Ô	Ü�ìþ^NÎ�Ó�à	Þ'ÓhÕ�ß�Ñ�â�Ð�ÓhÜ�Í�ÎkÑ�Ò�Õ2Ï�×2Ñ�Î2Ü�Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�Í�ß�Õ�Í�Ò�Ï�à�Ù'Ü!Ñ�Ø�Ñ�Ø�ý�Ï�Ô	Ô2Ñ�ñ¤×	à2Ñ�ä
Õ	ã�Ò�Ñ�Ð2Ô2Ñ�ñæÓ�Ò�ß�Ñ�ÚbÓ�ß�Õ	ê2Ï�Í�Þ	ÕòÒ�Û1×2Ñ�Î2Ô	Ö	Ï�ß�Í�ÖEï6eEÓ�Ú,Ï�ß�Õ2Úðß�Ó�Þ	û!Ï�ë}ê	ß�ÑcÏ�Í�Î2Õ�ÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2ÑsÎ2Õ	×	ü!Õ	î2Ï�Ò#Ó�Ö
í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö

g(x)
Õ2Ú,Ï�Ï�ßòÑ�Ø�Û1ê	Ô	Ü�ìå×	à2Ñ�Õ	ã�Ò�Ñ�Ð2Ô	Ü�ì ×2Ñ4ÔkÓ�×	àkÓ�Ò�ÎkÏ�Ô	Õ	Ö	Ú1ë�ß�ÑTÍ�Ñ�â�Î�Ó�Í�Ô2Ñ4ÎkÏ�Ú,Ú,Ï�� 	'ïùø

ô �'ë�â�Î}ï6ú'ë�×�ï � 	�ö1Ï�Ï�Ñ�Ø�Ñ�Ø�ý�Ï�Ô	ÔkÓ�ÖT×	à2Ñ�Õ	ã�Ò�Ñ�Ð2ÔkÓ�ÖænLÏ�Ô2ÑcÍ�Ñ�Ò�×kÓ�Ð�Ó�Ï�ß�Í�Ñ�Ø�Ñ�Ø�ý�Ï�Ô	Ô2Ñ�ñ³×	à2Ñ�Õ	ã�Ò�Ñ�Ð2Ô2Ñ�ñ
^NÎ�Ó�à	Þ'Ó'ë2Õá×2Ñ�Ý�ß�Ñ�Ú6Ü

g′MP (x, x)
×2Ñ�Î2Ü�Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�ÔkÓ�Í�Ò�Ï�à�Ù'Ü©×2Ñ

x.


 D��åÅxzxu	ÂkÁ�È,Æ�PN|xÀ��³Áxy'Æ�È,Æ�� �cu���zxu	|��4u�ÂT|xÆ���È,u#Ç��xÁ��³Ì#u#Çbu#wxu��ÉÀkÅxy'Á PNÁ}Ì#u	ÃxÁxÁ

a6Ó�Í�Í�Ú,Ñ�ß�à	Õ2ÚiÍ�ÎkÏ�Ð2Ü�ìNý!Ü�ìJã�Ó�Ð�Ó�ê	ÜáÚbÓ�ß�Ï�ÚbÓ�ß�Õ	ê2Ï�Í�Þ�Ñ�â�Ñv×	à2Ñ�â�àkÓ�Ú,Ú6Õ	à2Ñ�Ò#Ó�Ô	Õ	ÖEó

f0(x) −→ min, fi(x) = 0 (i = 1, . . . , k, x ∈M). (3.1)

O�Æ#ÀkzxÆ,PNu 
 D AkD�Qh 2���5R!� - ���	�
x0 ∈ R

n S "}� ����$	�B�b
���������� (3.1)
7 Qq"}����0 - � - �¤�2�æ�����	�>� * ��� -

T1 	$	��V	�	�
fi(x), i = 0, 1, . . . , k,

$B��0#"}��"�/1
�$	/ÿ
 - �#"}������$ - �����T� - ���	�
x0
�©���4T T[��"}��$�V	�#"2 2���6/


 � � - �f� - ���2� 7 Qh 2���5R
K

�'
���������� �æ$B��0#"}��"�/1
�$	/q� �>����" - � �����É�6$ - �>������
��
M


³� - ���2�
x0.+�- 	����v�� ���������
� ��o�����B�����

λi
*
i = 0, 1, . . . , k,

$B�8"���
�$	/_�h$� ���� - ��$ - 
�"}������$	$ -�* �è�����	�B� * ��� -

0 ∈
k∑

i=0

λif
′
i(x0)−K∗.

C
HNØ�Ñ�ã�ÔkÓ�ê	Õ2Ú

F (x) :=
(
f0(x)− f0(x0), f1(x), . . . , fk(x)

)
.

nLÑ�Þ'Ó�û!Ï�Ú1ëkê	ß�Ñ
F ′(x0)K 6= R

k+1.
n_Ü�Í�ß�é

F ′(x0)K = R
k+1.



� 	 � ���#����"��'$�� 7���7

Hhß�Í�ì8Ð�Ó4Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ëbê	ß�Ñ4Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ß4ß�Ó�Þ�Ñ�ñiÍ�Õ2Ú6×'ÎkÏ�Þ�Í
[z1, z2, . . . , zk+2] ⊂ R

k+1,
Í�Ñ�ÐkÏ�à#û�Ó�ý!Õ	ñ

Ô	Ü�Î2é>Ò¤Þ'Ó�ê2Ï�Í�ß�Ò�ÏoÒ�Ô	Ü�ß�à2Ï�Ô	Ô2Ï�ñsß�Ñ�ê	Þ	Õ�ë2ê	ß�Ñ

[z1, z2, . . . , zk+2] ∈ F ′(x0)K.

e�ÔkÓ�ê	Õ	ß�ë�Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�ìNß¤Ò�Ï�Þ	ß�Ñ�à	Û
xj ∈ K (j = 1, 2, . . . , k + 2)

ß�Ó�Þ	Õ2Ï�ë2ê	ß�Ñ

zj = F ′(x0)xj, j = 1, 2, . . . , k + 2. (3.2)

`xÓ�Þ©Þ'Ó�Þ©Ò�Ï�Þ	ß�Ñ�à	Û
zj − z1

ë
j = 2, 3, . . . , k+2,

Ñ�Ø�àkÓ�ã�Ü�ìNß¤Ø�Ó�ã�Õ2ÍNÒ
R

k+1,
ß�Ñ!Ú,Ñ�û¤Ô2Ñ¤Ñ�×	à2Ï�ÐkÏ�Î2Õ	ß�é

Î2Õ	Ô2Ï�ñ	Ô2Ñ�ÏoÑ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï
L : Rk+1 −→ R

n Í�ÎkÏ�Ð2Ü�ìNý!Õ2ÚæÑ�Ø�àkÓ�ã�Ñ�Ú1ó

L(zj − z1) = xj − x1, j = 2, . . . , k + 2.

n_Ü�Í�ß�é

z =

k+2∑

j=2

βjzj +

(
1−

k+2∑

j=2

βj

)
z1 ∈ [z1, z2, . . . , zk+2].

nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ2Ú
ϕ(z) = L(z − z1) + x1,

â�ÐkÏ
ϕ(z)

� Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�Ï Ñ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï Í�Õ2Ú6×'ÎkÏ�Þ�Í�Ó
[z1, z2, . . . , zk+2]

Ò Ú6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò�Ñ
conv{x1, x2, . . . , xk+2}.

P!Ï�ñ2Í�ß�Ò�Õ	ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ	ëkÕ2Ú,Ï�Ï�Ú

ϕ(z) = L(z − z1) + x1 = L

(
k+2∑

j=2

βjzj +

(
1−

k+2∑

j=2

βj

)
z1 − z1

)
+ x1

= L

(
k+2∑

j=2

βj(zj − z1)

)
+ x1 =

k+2∑

j=2

βjL(zj − z1) + x1

=

k+2∑

j=2

βj(xj − x1) + x1 =

k+2∑

j=2

βjxj +

(
1−

k+2∑

j=2

βj

)
x1 ∈ conv{x1, . . . , xk+2}.

`xÓ�Þ¤Þ'Ó�Þ
K
Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�Ö¤Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô	ÛqÚ�ü¤Ó�ß�à2Ñ�Ú�Ð	Î2Ö

M
Ò_ß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0
ë�ß�Ñ_Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ßLÔ2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�Ï

Ñ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï
ψ(x) ≡ x+ r(x)

ë
r(x) = o(x)

ë'ß�Ó�Þ�Ñ�Ï�ëkê	ß�Ñ

x0 + ψ(x) ∈M (∀x ∈ K ∩Bε0(0)),

â�ÐkÏ
ε0

� Ô2Ï�Þ�Ñ�ß�Ñ�à2Ñ�Ïè×2Ñ�ÎkÑ�û¤Õ	ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ�Ï�ê	Õ2Í�ÎkÑ	ï�P[Î2Ö í Õ	Þ�Í�Õ	à2Ñ�Ò#Ó�Ô	Ô	Û8Ùþê	Õ2Í�Ï�Î
δ > 0

Õ
ε > 0Ñ�×	à2Ï�ÐkÏ�Î2Õ2ÚÉÔ2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�Ï!Ñ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï

φδ
ÔkÓ

[z1, z2, . . . , zk+2]
Í�ÎkÏ�Ð2Ü�ìNý!Õ2ÚÉÑ�Ø�àkÓ�ã�Ñ�Ú1ó

φδ(z) ≡ z − F (x0 + ψ(L(δz − δz1) + δx1))

δ
− ~ε, z ∈ [z1, z2, . . . , zk+2],

~ε = (ε, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

).

n_à	ÕcÚbÓ�Î2Û8Ù
δ > 0

Õ2Ú,Ï�Ï�Ú
δ conv{x1, x2, . . . , xk+2} ⊆ Bε0(0) ∩K

Õ�ë2Í�ÎkÏ�ÐkÑ�Ò#Ó�ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ	ë

L(δz − δz1) + δx1 = δϕ(z) ∈ K ∩Bε0(0). (3.3)



� $B� -����	- ���2�6/ �  2��� - 
���� ��� �2����"}���} 2����
�
��������#� � �h$B�
	��������	�2�6� - 	�"���$	������$	���	�6� ���

nLÑ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	Ü
F (x0) = 0

ÕTÑ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï
F
Ð2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	Õ	à	Ü�Ï�Ú,ÑcÒsß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0,
ß�ÑsÕ	ã&
 ú'ï �����4
 ú'ï ú��

Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë2ê	ß�Ñ

φδ(z) = z − F (x0)

δ
− F ′(x0)ϕ(z) −

o(x0, δϕ(z))

δ
− ~ε

= z − F ′(x0)

(
k+2∑

j=2

βj(xj − x1) + x1

)
− o(x0, δϕ(z))

δ
− ~ε

= z − z − o(x0, δϕ(z))

δ
− ~ε = −o(x0, δϕ(z))

δ
− ~ε.

WbÎkÏ�ÐkÑ�Ò#Ó�ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ	ëEÐ	Î2Ö�ÐkÑ�Í�ß�Ó�ß�Ñ�ê	Ô2ÑcÚbÓ�Î2Û8Ù
δ > 0

ë
ε > 0

Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô2Ñ�Ï�Ñ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï
φδ
Ñ�ß�Ñ�Ø�ä

àkÓ�û�Ó�Ï�ßèÍ�Õ2Ú6×'ÎkÏ�Þ�Í
[z1, z2, . . . , zk+2]

Ò�Í�Ï�Ø�ÖEï6e�ÔkÓ�ê	Õ	ß�ë}×2Ñsß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú,ÏvM�àkÓ�Ü�Ï�àkÓ�Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ßcÔ2Ï�×2Ñ�ä
Ð2Ò�Õ	û¤ÔkÓ�Öcß�Ñ�ê	Þ'Ó>Ý�ß�Ñ�â�ÑvÑ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ	ÖEëBß�ï�Ï�ïkÍ�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ßvÝ�ÎkÏ�Ú,Ï�Ô	ß

zε ∈ [z1, z2, . . . , zk+2]
ß�Ó�Þ�Ñ�ñ�ë

ê	ß�Ñ
φδ(zε) = zε.

Hhß�Í�ì8Ð�Ó'ë	Õ2Ú,Ï�ÖáÒ�Ò�Õ'Ð2ÜáÑ�×	à2Ï�ÐkÏ�ÎkÏ�Ô	Õ2ÏoÑ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ	Ö
Φδ(z),

×2Ñ�Î2Ü�êkÓ�Ï�Ú

f0(x0 + ψ(δϕ(zε))) = f0(x0)− εδ, fi(x0 + ψ(δϕ(zε))) = 0, i = 1, . . . , k,

x0 + ψ(δϕ(zε)) ∈M.
\�ß�Ñ¤×	à2Ñ�ß�Õ	Ò�Ñ�à2Ï�ê	Õ	ß�ß�Ñ�Ú6Ü�ë	ê	ß�Ñ

x0
�mà2Ï�ü�Ï�Ô	Õ2ÏLã�Ó�Ð�Ó�ê	Õ 
 ú'ïùøM��ï2`xÓ�Þ	Õ2ÚÉÑ�Ø�àkÓ�ã�Ñ�ÚæÐkÑ�Þ'Ó�ã�Ó�Ô2Ñ	ë2ê	ß�Ñ

F ′(x0)K 6= R
k+1.

e�ÔkÓ�ê	Õ	ß�ëkÍ�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ß�Ô2Ï�Ô	Ü�ÎkÏ�Ò�Ñ�ñsÒ�Ï�Þ	ß�Ñ�à ~λ = (λ0, λ1, . . . , λk)
ß�Ó�Þ�Ñ�ñ�ëkê	ß�Ñ

〈
~λ, F ′(x0)y

∗〉
> 0 (∀ y∗ ∈ K).

WbÎkÏ�ÐkÑ�Ò#Ó�ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ	ë 〈F ′∗(x0)~λ, x〉 > 0 (∀x ∈ K),
ß�ï2Ï�ï

F ′∗(x0)~λ ∈ K∗.
Hhß�Þ	Ü�Ð�Ó'ë	×2Ñ�Î2Ü�êkÓ�Ï�Ú

0 ∈
k∑

i=0

λif
′
i(x0)−K∗. �

� È,Æ�Ç���y'ÂkÁxÆ2D Qh 2���5R>
>
����������
3.1

�6$ - �>������
 -
M

�������$ - ���B���2 �� �!�2� -�� "���
 - ���

M =
{
x ∈ R

n : g(x) = 0
}
.

Qh 2���5R
g S 
�/10� 	�	���M�þ$B��0#"}��"�/1
�$��M� T1 	$	��V	���i�

0 /∈ ∂g(x0).
Qq"}����0 - � - �¤�2� �����	�>� * ��� -

- ��$ - ���B������R�$ - T1 	$	��V	�	�
fi
*
i = 0, 1, . . . , k,


�/10 - �	$B��$	/ 
'���h0#"}����0 - � - �>��$	���4��� - "}���6/
3.1
7

+�- 	���� * �����	�
x0 S "}� ����$	�B�o
����������

3.1
* � - �����è��� ��- 	 -

x∗ ∈ ∂g(x0)
�� ���������
� ��o�s���B�����

λ0 > 0
*
λ1, λ2, . . . , λk,

$B��"���
�$	/_�N$� ���� - ��$ - 
�"}������$	$ - �è�����	�B� * ��� -

0 ∈
k∑

i=0

λkf
′
i(x0) + cl

{
con ∂g(x0)− conx∗

}
. (3.4)

C
YþÍ�Õ'Î2Üvß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú6Ûÿú!Õ	ã�ô ��ö�Ð	Î2ÖvÎ2ì_Ø�Ñ�â�Ñ

x∗ ∈ ∂g(x0)
Ò�Û1×	Ü�Þ'Î2Û1ñsÞ�Ñ�Ô	Ü�Í

KM (x0, x
∗) ≡

{
x : g′(x0, x) 6 0, 〈x∗, x〉 > 0

}



	 � � ���#����"��'$�� 7���7

Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖèÔ2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô	ÛqÚfü¤Ó�ß�à2Ñ�ÚiÞèÚ6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò�Ü
M ≡ {x ∈ R

n : g(x) = 0} Òvß�Ñ�ê	Þ�Ï x0.
WbÎkÏ�ä

ÐkÑ�Ò#Ó�ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ	ëk×2Ñ¤ß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú,Ïoú'ïùø_Ð	Î2Ö©Î2ì_Ø�Ñ�â�Ñ
x∗ ∈ ∂g(x0)

Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�ìNß>ê	Õ2Í�Î�Ó
λ0 > 0

ë
λ1, . . . , λk,Ô2ÏLàkÓ�Ò�Ô	ÛqÏLÔ	Ü�Î2ìÿÑ�Ð2Ô2Ñ�Ò�à2Ï�Ú,Ï�Ô	Ô2Ñ	ëkß�Ó�Þ	Õ2Ï�ë2ê	ß�Ñ

0 ∈
k∑

i=0

λif
′
i(x0)−K∗

M (x0, x
∗). (3.5)

QLÚ,Ï�Ï�Ú
K∗

M (x0, x
∗) = cl

{
con x∗ − con ∂g(x0)

}
.

Hhß�Í�ì8Ð�Ó'ëBÜ�ê	Õ	ß�Û1Ò#Ó�ÖcÒ�Þ'Î2ìNê2Ï�Ô	Õ2Ï 
 ú'ï ����ë�Ô2Ï�Ú,Ï�Ð	ÎkÏ�Ô	Ô2Ñv×2Ñ�Î2Ü�ê	Õ2Úi×	àkÓ�Ò�Õ'ÎkÑáÚ6Ô2Ñ�û¤Õ	ß�Ï�ÎkÏ�ñ�XoÓ�â�àkÓ�Ô'ä
û�Ó 
 ú'ï õ,��ï

BeEÓ�Ú,Ï�ß�Õ2Ú1ëBê	ß�Ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Õ
fi
ë
i = 0, 1, . . . , k

ë�Ò�Ñ�Ñ�Ø�ý�Ïoâ�Ñ�Ò�Ñ�à#ÖEë�Ô2ÏoÖ'Ò�Î2Ö'ìNß�Í�ÖcÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2ÑvÎ2Õ	×'ä
ü!Õ	î2Ï�Ò�ÛqÚ6Õ�ë,Ó

g
Ú,Ñ�û!Ï�ß�ÕòÔ2ÏvØ�Û1ß�écÐ2Õ í[í Ï�à2Ï�Ô	î	Õ	à	Ü�Ï�Ú,Ñ�ñ í Ü�Ô	Þ	î	Õ2Ï�ñ�ïxnLÑ�Ý�ß�Ñ�Ú6Ü�ë6×	à	Õò×2Ñ�Ú,Ñ�ý!Õ

Ò#Ó�à	ÕkÓ�î	Õ2Ñ�Ô	Ô2Ñ�â�Ñ¤×	à	Õ	Ô	î	Õ	×kÓ>\�Þ'Î�Ó�Ô'Ð�ÓoÕ'Î2Õ©ß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú6ÛðÑoÔ2Ï�Ö'Ò�Ô	Û8Ù í Ü�Ô	Þ	î	Õ	Ö�Ù�Ò!ã�Ó�Ð�Ó�ê2Ï[ú'ïùøNÔ2Ï�Ò�Ñ�ã�ä
Ú,Ñ�û¤Ô2Ñ>×2Ñ�Î2Ü�ê	Õ	ß�é>×	àkÓ�Ò�Õ'ÎkÑ�Ú6Ô2Ñ�û¤Õ	ß�Ï�ÎkÏ�ñ�XoÓ�â�àkÓ�Ô	û�Ó'ï

a6Ó�Í�Í�Ú,Ñ�ß�à	Õ2ÚÊÝ�Þ�Í�ß�à2Ï�ÚbÓ�Î2é�Ô	Ü�ìVã�Ó�Ð�Ó�ê	Ü

f(x) → min, g(x) = 0, x ∈M. (3.6)

O�Æ#ÀkzxÆ,PNu 
 D 
 D Qh 2���5R
f
*
g S 
�/10� 	�	�	/_� T1 	$	��V	�	� * �

M S 
�/10� 	�	� - �N�6$ - �>������
 -�7 Qh 2���5R
x0 S "}� ����$	�B�_
���������� (3.6)

�v�����s$B��� - � - " - 	 -
x∗0 ∈ ∂g(x0)

�� ���������
� ��o�������	�B�N
'���B� - "�/
w1
*

w2,
��� -

g′(x0, w1) < 0, 〈x∗0, w2〉 > 0, w1, w2 ∈M − x0.
+�- 	����¤�	� ��-

0 ∈ ∂f(x0) + con ∂g(x0)−K∗
M (x0), (3.7)

�	� ��-
0 ∈ ∂f(x0)− conx∗0 −K∗

M (x0). (3.8)

C
n_Ü�Í�ß�ésÒ�Þ'Î2ìNê2Ï�Ô	Õ2Ï�
 ú'ï ���NÔ2Ï�Ò�Û1×2Ñ�Î2Ô	Ö	Ï�ß�Í�ÖEï}`}Ñ�â�Ð�ÓsÍ�Ñ�â�Î�Ó�Í�Ô2ÑcÍ�Õ'Î2é�Ô2Ñ�ñTÑ�ß�ÐkÏ�Î2Õ2Ú,Ñ�Í�ß�ÕòÒ�Û8ä

×	Ü�Þ'Î2Û8ÙsÚ6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò©Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�ìNß¤Ò�Ï�Þ	ß�Ñ�à
u1
Õáê	Õ2Í�ÎkÑ

δ1 > 0
ß�Ó�Þ	Õ2Ï�ë2ê	ß�Ñ

〈
u1, y

∗
1 − (y∗3 − y∗2)

〉
6 −δ1 (∀ y∗1 ∈ ∂f(x0), y∗2 ∈ con ∂g(x0), y

∗
3 ∈ K∗

M (x0)). (3.9)

Hhß�Í�ì8Ð�Ó>Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë2ê	ß�Ñ

〈
u1, y

∗
3 − y∗2

〉
> 0 (∀ y∗2 ∈ con ∂g(x0), y

∗
3 ∈ K∗

M (x0)). (3.10)

P!Ï�ñ2Í�ß�Ò�Õ	ß�Ï�Î2é�Ô2Ñ	ë�Ï�Í�Î2ÕáÐ	Î2ÖáÔ2Ï�Þ�Ñ�ß�Ñ�à	Û8Ù
y∗2 ∈ con ∂g(x0)

ë
y∗3 ∈ K∗

M (x0)

〈u1, y∗3 − y∗2〉 < 0,

ß�Ñ¤×	à	Õ
λ→ +∞ Õ2Ú,Ï�Ï�Ú

〈
u1, λ(y

∗
3 − y∗2)

〉
→ −∞,

Ó�Ý�ß�Ñ�×	à2Ñ�ß�Õ	Ò�Ñ�à2Ï�ê	Õ	ß©Í�Ñ�Ñ�ß�Ô2Ñ�ü�Ï�Ô	Õ	ì 
 ú'ï ����ïke�ÔkÓ�ê	Õ	ß�ëkÕ	ã 
 ú'ïùø����1Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë2ê	ß�Ñ

u1 ∈ (− con ∂g(x0) +K∗
M (x0))

∗ = (− con ∂g(x0))
∗ ∩K∗∗

M (x0)

=
{
x : g′(x0, x) 6 0

}
∩ cl{con(M − x0)}.

(3.11)



� $B� -����	- ���2�6/ �  2��� - 
���� ��� �2����"}���} 2����
�
��������#� � �h$B�
	��������	�2�6� - 	�"���$	������$	���	�6� 	'ø

Q_ã 
 ú'ï ���8Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ëkê	ß�Ñ
f ′(x0, u1) = max

x∗∈∂f(x0)
〈x∗, u1〉 < −δ1. (3.12)

^LÑ�Ô	Ü�Í�Û

KΩ+(x0) :=
{
x ∈ R

n : g′(x0, x) 6 0
}
, KM (x0) = cl{(conM − x0)},

ÒLÍ�Õ'Î2Ü[ß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú6ÛÊú�õ2ï ��ôùø�ë�â�Î}ï�õ2ë�×�ï �'ë�Í�ï � � 	�ö	Ö'Ò�Î2Ö'ìNß�Í�Ö�Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô	ÛqÚ6Õ>ü¤Ó�ß�àkÓ�Ú6Õ�Ð	Î2Ö�Ú6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò
Ω+ = {x ∈ R

n : g(x) 6 0} Õ M Í�Ñ�Ñ�ß�Ò�Ï�ß�Í�ß�Ò�Ï�Ô	Ô2Ñ	ï�nLÑ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	Üá×2Ñ¤×	à2Ï�Ð2×2Ñ�ÎkÑ�û!Ï�Ô	Õ	ìVß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú6Û

intKΩ+(x0) ∩KM (x0) 6= ∅,

ß�Ñ!Í�Ñ�â�Î�Ó�Í�Ô2Ñ!ß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú,Ï�ø�ï �>ô �	ë�â�Î}ï�õ2ë�×�ï�ø�ë#Í�ï � � ��öEÑo×2Ï�à2Ï�Í�Ï�ê2Ï�Ô	Õ	Õ©Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô	Û8Ùvü¤Ó�ß�à2Ñ�Ò2ë�Ò�Û1×	Ü�Þ'ä
Î2Û1ñsÞ�Ñ�Ô	Ü�Í

K1 ≡ KΩ+(x0) ∩KM (x0)
Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖáÞ�Ñ�Ô	Ü�Í�Ñ�ÚÉÞ'Ó�Í�Ó�ß�Ï�Î2é�Ô	Û8ÙcÔkÓ�×	àkÓ�Ò�ÎkÏ�Ô	Õ	ñsÐ	Î2Ö

Ω+ ∩M Ò>ß�Ñ�ê	Þ�Ï
x0.

Hhß�Í�ì8Ð�Ó�ÕsÕ	ã 
 ú'ïùø�øM�
Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë2ê	ß�Ñ>Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ß�Ñ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï

ϕ1(λ) = o(λ)
ß�Ó�Þ�Ñ�Ï�ë2ê	ß�Ñ

Ψ1(λ) ≡ x0 + λu1 + ϕ1(λ) ∈M, g(Ψ1(λ)) 6 0 (3.13)

Ð	Î2ÖvÐkÑ�Í�ß�Ó�ß�Ñ�ê	Ô2ÑvÚbÓ�Î2Û8Ù
λ > 0.dhÔkÓ�ÎkÑ�â�Õ	ê	Ô2Ñ	ë�Ï�Í�Î2ÕsÒ�Þ'Î2ìNê2Ï�Ô	Õ2Ï 
 ú'ï 	���Ô2Ï[Õ2Ú,Ï�Ï�ß�Ú,Ï�Í�ß�Ñ	ë2ß�Ñ�Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�ìNß>Ò�Ï�Þ	ß�Ñ�à

u2
Õsê	Õ2Í�ÎkÑ

δ2 > 0
ß�Ó�Þ	Õ2Ï�ë	ê	ß�Ñ

f ′(x0, u2) < −δ2, u2 ∈ KM (x0) ∩KΩ−(x0), (3.14)

Ω− ≡
{
x ∈ R

n : g(x) > 0
}
, KΩ−(x0) =

{
x ∈ R

n : 〈x∗0, x〉 > 0
}
.

nLÑ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	Ü
g
Ò�Û1×	Ü�Þ'Î�Ó'ë	ß�Ñ

g(x0 + x)− g(x0) > 〈x∗0, x〉 > 0 (∀x ∈ KΩ−(x0)).

Hhß�Í�ì8Ð�Ó!Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë'ê	ß�ÑoÒ�Û1×	Ü�Þ'Î2Û1ñ©Þ�Ñ�Ô	Ü�Í
KΩ−(x0)

Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖvÔ2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô	ÛqÚ³ü¤Ó�ß�à2Ñ�ÚòÞ©Ú6Ô2Ñ�û!Ï�ä
Í�ß�Ò�Ü

Ω−.
nLÑ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	Üá×2Ñ¤×	à2Ï�Ð2×2Ñ�ÎkÑ�û!Ï�Ô	Õ	ì

intKΩ−(x0) ∩KM (x0) 6= ∅,
ß�Ñ¤Þ�Ñ�Ô	Ü�Í

K2 ≡ KΩ−(x0) ∩KM (x0)

ß�Ó�Þ	û!Ï8Ø�Ü�ÐkÏ�ßhÞ�Ñ�Ô	Ü�Í�Ñ�Ú�Þ'Ó�Í�Ó�ß�Ï�Î2é�Ô	Û8Ù!ÔkÓ�×	àkÓ�Ò�ÎkÏ�Ô	Õ	ñ!Ð	Î2Ö
Ω−∩M ÒNß�Ñ�ê	Þ�Ï

x0.
Hhß�Í�ì8Ð�ÓqÕoÕ	ãU
 ú'ïùø�õ,�

Í�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë2ê	ß�Ñ>Í�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�Ï�ß�Ñ�ß�Ñ�Ø�àkÓ�û!Ï�Ô	Õ2Ï
ϕ2(λ) = o(λ)

ß�Ó�Þ�Ñ�Ï�ë2ê	ß�Ñ

Ψ2(λ) ≡ x0 + λu2 + ϕ2(λ) ∈M, g(Ψ2(λ)) > 0. (3.15)

nLÑ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	Ü4Ú6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò�Ñ
M

Ò�Û1×	Ü�Þ'ÎkÑ	ëEß�ÑáÕ	ã�Í�Ñ�Ñ�ß�Ô2Ñ�ü�Ï�Ô	Õ	ñ 
 ú'ïùø�ú��NÕ 
 ú'ïùø����LÍ�ÎkÏ�Ð2Ü�Ï�ß�ë�ê	ß�ÑsÔkÓ�ñ'ä
ÐkÏ�ß�Í�Öáß�Ñ�ê	Þ'Ó

ξ ∈ [Ψ1(λ),Ψ2(λ)]
ß�Ó�Þ'Ó�ÖEë2ê	ß�Ñ

g(ξ) = 0, ξ ∈M.

QLÚ,Ï�Ï�Úæß�Ó�Þ	û!Ï�ë2ê	ß�Ñ�Ð	Î2ÖáÔ2Ï�Þ�Ñ�ß�Ñ�à2Ñ�â�Ñ
α ∈ [0, 1]

ξ = x0 + αλu1 + (1− α)λu2 + o(λ).

Hhß�Í�ì8Ð�Ó�ÕsÕ	ã[Í�Ñ�Ñ�ß�Ô2Ñ�ü�Ï�Ô	Õ	ñ 
 ú'ïùø�����Õ 
 ú'ïùø�õ,��Ð	Î2ÖvÐkÑ�Í�ß�Ó�ß�Ñ�ê	Ô2ÑvÚbÓ�Î2Û8Ù
λ > 0

×2Ñ�Î2Ü�êkÓ�Ï�Ú

f(ξ)− f(x0) 6 f ′(x0, x0 + αλu1 + (1− α)λu2 + o(λ)) + o(λ) < 0,



	 � � ���#����"��'$�� 7���7

ê	ß�Ñ¤×	à2Ñ�ß�Õ	Ò�Ñ�à2Ï�ê	Õ	ßv×	à2Ï�Ð2×2Ñ�ÎkÑ�û!Ï�Ô	Õ	ì]Ñ�ß�Ñ�Ú1ë	ê	ß�Ñ¤ß�Ñ�ê	Þ'Ó
x0

�mà2Ï�ü�Ï�Ô	Õ2ÏLã�Ó�Ð�Ó�ê	Õ 
 ú'ï ����ï
O�Æ#ÀkzxÆ,PNu 
 D 
 D4Qh 2���5R

x0 S � - ���	�[�6�	$	�2�} 2���_� - �	����R�$ - �	�	0��!��VB��
 - � T1 	$	��V	�	�
f0(x)

0#"��
- 	�"���$	������$	��� �

fi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , k, x ∈ Rn,
	��}�

fi, i = 1, 2, . . . , k, S �����	�>�h� - �	����R�$ - �	�	0��!��VB��
�/_� T1 	$	��V	�	� 7 Qh 2���5R©�� ���������
� ��o�¤�����	�B�

'���B� - "�/

wi,
��� -

f ′iMP (x0, wi) < 0
*
i = 1, 2, . . . , k,

�&T1 	$	��V	�	�
f ′
iMP (x,wi)

0 - �� 	$B��0#"}��"�/1
�$	/
��
'��" �  Ê0 -

x

É� - ���2�

x0.
+�- 	����³�� ���������
� ��o�ò���B��� -

λ0 > 0
�É
'���B� - "�/

x∗1, . . . , x
∗
k,
$B��
'���

- ��$ - 
�"}������$	$ - "���
�$	/_�N$� ���� * �����	�B� * ��� -

0 ∈ λ0∂ALf0(x0) +
k∑

i=1

x∗i , x∗i ∈ Lin ∂MP fi(x0), i = 1, . . . , k. (3.16)

C
nLÑ�ÎkÑ�û¤Õ2Ú

Hi ≡
{
x ∈ Rn/f ′iMP (x0, x) 6 0, f ′iMP (x0,−x) 6 0

}
.
nLÑvß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú,Ï �'ïùø!×2Ñ�Ð	ä

×	à2Ñ�Í�ß�àkÓ�Ô2Í�ß�Ò�Ñ
Hi
Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖoÔ2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô	ÛqÚcü¤Ó�ß�à2Ñ�ÚáÐ	Î2Ö[Ú6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò#Ó

Mi = {x ∈ Rn/fi(x) = 0}Òáß�Ñ�ê	Þ�Ï
x0.

KbÍ�Î2Õ�Þ�Ñ�Ô	Ü�Í�Û
Hi

Ñ�ß�ÐkÏ�Î2Õ2Ú6Û[ëEß�ÑáÍ�Ü�ý�Ï�Í�ß�Ò�Ü�ìNßáÒ�Ï�Þ	ß�Ñ�à	Û
x∗i ∈ H∗

i

ë
i = 1, 2, . . . , k,Ô2ÏLàkÓ�Ò�Ô	ÛqÏLÔ	Ü�Î2ìÿÑ�Ð2Ô2Ñ�Ò�à2Ï�Ú,Ï�Ô	Ô2Ñ�ß�Ó�Þ	Õ2Ï�ë2ê	ß�Ñ

x∗1 + x∗2 + · · ·+ x∗k = 0.

YiÝ�ß�Ñ�ÚÉÍ�Î2Ü�êkÓ�ÏLÜ�Í�ÎkÑ�Ò�Õ2Ï 
 ú'ïùø5����Ò�Û1×2Ñ�Î2Ô	Ö	Ï�ß�Í�ÖEë2×2Ñ�Í�Þ�Ñ�Î2é�Þ	ÜáÕ2Ú,Ï�Ï�Ú

H∗
i = cl{con ∂MP fi(x0)− con ∂MPfi(x0)} = Lin ∂MPfi(x0),

Õ�Ú,Ñ�û¤Ô2ÑáÒ�ÛqØ�àkÓ�ß�é
λ0 = 0.

KbÍ�Î2Õ�Þ�Ñ�Ô	Ü�Í�Û
Hi
ë
i = 1, 2, . . . , k,

Ô2Ï�Ñ�ß�ÐkÏ�Î2ÛqÚ6Õ�ëEß�ÑvÒáÍ�Õ'Î2Ü�ß�Ï�Ñ�à2Ï�ä
Ú6Û Yÿôùø���ö 
 ß�Ï�Ñ�à2Ï�ÚbÓ>Ñ�×2Ï�à2Ï�Í�Ï�ê2Ï�Ô	Õ	ÕsÎkÑ�Þ'Ó�Î2é�Ô2Ñ>Ô2Ï�×	à2Ï�à	Û1Ò�Ô	Û8Ùsü¤Ó�ß�à2Ñ�Ò2ëkÑ�Ø�ý!Õ	ñsÍ�Î2Ü�êkÓ�ñ'��Þ�Ñ�Ô	Ü�Í

H ≡
k⋂

i=1

Hi

Ö'Ò�Î2Ö	Ï�ß�Í�ÖæÞ�Ñ�Ô	Ü�Í�Ñ�Ú Þ'Ó�Í�Ó�ß�Ï�Î2é�Ô	Û8ÙÉÔkÓ�×	àkÓ�Ò�ÎkÏ�Ô	Õ	ñÉÐ	Î2ÖæÚ6Ô2Ñ�û!Ï�Í�ß�Ò#Ó
M =

⋂k
i=1Mi

Ò�ß�Ñ�ê	Þ�Ï
x0.YiÝ�ß�Ñ�ÚÉÍ�Î2Ü�êkÓ�Ï

H∗ = H∗
1 +H∗

2 + · · ·+H∗
k = Lin ∂MP f1(x0) + Lin ∂MP f2(x0) + · · ·+ Lin ∂MPfk(x0).

`}Ï�×2Ï�à	é2ë2×2Ñ¤ß�Ï�Ñ�à2Ï�Ú,Ï>ø�ïùøLÕ2Ú,Ï�Ï�Ú
∂ALf0(x0) ∩H∗ 6= ∅.

Hhß�Í�ì8Ð�Ó

0 ∈ ∂ALf0(x0) +
k∑

i=1

Lin ∂MPfi(x0).

`}Ñ�â�Ð�Ó¤Ü�Í�ÎkÑ�Ò�Õ2Ï 
 ú'ïùø5����Ò�Û1×2Ñ�Î2Ô	Ö	Ï�ß�Í�Ös×	à	Õ
λ0 = 1.

�cÁxy'Æ#zxu	y � zxu
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1 �� $� 
-  �H?���E��F#���������21C��3 �1¯h�������������������E«É�����������©�ò����¨6¨x��������§��������������á������¥}����������  ±1¯o  ��4b�����k����������¢
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