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g\E,g\E�hQi�j,k4lLmcn
oPp�q�r�sut;vPr�vxwzyxp�y�v�{�t;vxs}|�wu~;v��x�;s4��v�t;su{�t;v�q`~����;�,���;su��vxwzyx�L��vx�2szvx�2vx�;���;�z�2v��`��~�p�wzw�p6�}��~���{�p,����vx�xv�~;su��p
W 1,ϕ

loc

�;���Lt�p�~���{����`|�wu~;v��x�;�\yx����p��Pp�~���r�sz��v�t�p�t�p
ϕ �

�`�	�\�'���;�6�����	�;�;�#�
p   �2vzr;|�~��¡wzsz�2suq;wzyx�?�������x¢8£¤�¥�;v���sz��£�t;vxwzy�suq�¦ p  F§ �2��vxwzyx�?��v�t�r�sut;w�p�y�vx�;p�¦�vxy�vx�x�;p  ¨ sut��;�¥wV��v�t;su{�t�¢��©�;wz��p ¨ sut��;sz�8¦}��~�p�wzwu¢ª��vx�xv�~;su��p«���}��~���{�p!�T��vx�xv�~;su��p�¦4~;vx��p�~��xt�p��¤�¬��v�t;su{�t�p��~����;�,���;su��vxwzyx� �

BcEV­®nc¯;°P¯#±}k}¯
KV²�³2´�µ4¶	·2µI¶2¸�¹�´;º�´;»	¼\¸¥´;³	»2¸x½c¸x¾c¸�¶	·	¿8À�f6´;»2¸x¾c¸�Á#²�ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿

ρ : Rn → [0,∞]
¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿

Ç�È�É2Ê�Ë�Ì®Í�ÎNÈ�Ï®½	¾2¿¥Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²«¹	»	·	Á�¼6Ñ
Γ
Á
R
n Ò n > 2 Ò ³	·	Ó!Ã�º ρ ∈ admΓ Ò ¸�Æx¾2·

∫

γ

ρ(x) ds > 1 ÔzÕ À Õ�Ö
½	¾2¿×Á�Æ�¸xÑ

γ ∈ Γ
À,WJÃ�Æ�º�Ø

p > 1
À,^�´;Ù�½�²

p Ú ÎNÈ�Ç�Ê�ÛcÜzÎÝÆ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²Q¹	»	·	Á�¼6Ñ Γ
¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿¡Á�¸x¾2·	Þ	·	¶c²

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x). ÔzÕ À ß Ö
àc½c¸�Æ�Ø

m
´�á�´;Å�¶c²�Þc²;¸�º¡µ,¸�»	Ã¤SV¸�á�¸�Ù�²«Á

R
n ÀWJÃ�Æ�º�Ø

D
dâ´�á�¾�²;Æ�º�Ø×Á

R
n Ò n > 2

ÀPWJ»2¸x½2³2´�¾c´�ã«·2µ Ò Þ	º�´ n− 1 < p < n
·

Mp(fΓ) 6 KMp(Γ) ÔzÕ À ä Ö
½	¾2¿®³	»2´;·	Å�Á�´�¾2Ø�¶2´;Ù�´VÆ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²

Γ
¹	»	·	Á�¼6Ñ

γ
ÁN´�á�¾�²;Æ�º�·

D
À}WJ»	·«³	»2¸x½2³2´�¾c´�ã!¸�¶	·	· Ò Þ	º�´ f Á ÔzÕ À ä Ö¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿åÙ�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ,´�µ ÒLæ ¸�»	·	¶	Ù�´�µçá;¼6¾c´èÃ�Æ�º;²�¶2´;Á;¾c¸�¶2´ Ò Þ	º�´é´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸ f ¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿

Û2È�ê�ë�Û2ì�í2È!Û2Í2É2î®Í2ïcÜ�ð�ñ�Î Ò ½2»	Ã�Ù�·2µ4·òÆx¾c´;Á#²;µ4· Ò ½	¾2¿¥Á�Æ�¸xÑ x0 ∈ D
Æ�³	»c²�Á�¸x½	¾2·	Á#²×´;Ä2¸�¶	¹'²

lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 K
1

n−p , ÔzÕ À ó Ö
Æ�µ1À Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò º�¸�´;»2¸�µ4Ã¬ß!Áòô Õxõ ÀKV²�³2´�µ4¶	·2µ Ò Þ	º�´òÙ�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ f : D → R

n ¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿åÈ�Ì®È�ö�÷�ë�øªÜ�í2ÍcÜzÎùË¡ê�È�ícÜ�ú�í2ñ�Î
Í2Ë�ê�ë�øªÜ�í2ÍcÜzÎJûC¸�Æx¾2·

f ∈W 1,1
loc

·
‖f ′(x)‖n 6 K(x) · Jf (x) ÔzÕ À ü Ö

ý
© þ�ÿ���� �Cp�~��;�2v���� � � �



� � - $C���;$ - ���	�	0��!���C��
 - �����ò�	������� - 
 � "��	���#��� 3P-���- �C��
�� � ü
½	¾2¿©¶2¸�¹�´;º�´;»2´;Ð�³2´;Þ	º�·éÁ�Æ
	6½2Ã ¹�´;¶2¸�Þ	¶2´;Ð ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	·

K(x) > 1,
Ù�½c¸

f ′(x)
¿'¹�´�á;·2¸�Á#² µP²�º�»	·	Äc²

f, ‖f ′(x)‖ d ¸�¸?´;³2¸�»c²�º�´;»	¶c²�¿è¶2´;»2µP²�� ‖f ′(x)‖ = sup|h|=1 |f ′(x) · h| · Jf (x) = det f ′(x)
d

¿'¹�´�á;·c²�¶�´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿
f
À

WJÃ�Æ�º�Ø
p ∈ (1,∞)

À�[ ½�²�¾2Ø�¶2¸�Ð	Ó®¸�µ Ò ³2´�¾�²�Ù�²;¸�µ

Kp(x, f) =





‖f ′(x)‖p

J(x,f) ,
¸�Æx¾2·

J(x, f) 6= 0;

1,
¸�Æx¾2·

f ′(x) = 0;

∞,
Á?´�Æ�º;²�¾2Ø�¶	¼6Ñ¬º�´;Þ	¹'²�Ñ

.

ÔzÕ À � Ö

[�³2¸�»	Á�¼\¸J³2´;¶	¿'º�·2¸V´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿¬ÆJ¹�´;¶2¸�Þ	¶	¼\µ�·2Æ�¹'²�ã!¸�¶	·2¸�µ Á�Á�¸x½c¸�¶2´®Á?Æx¾2Ã�Þc²;¸L³'¾c´�Æ�¹�´�Æ�º�·¬½	¾2¿
f ∈W 1,2

loc

Á?»c²;á�´;º�¸?ô ß õ Ò Æ�µ1À4º;²�¹	ã!¸¤ô ä õ À]P¾c¸x½2Ã�¿ G`»'¾2·	Þ	Ã Ò ½	¾2¿¥Å�²�½�²�¶	¶2´;ÐòÁ�¼1³	Ã�¹'¾c´;ÐòÁ�´;Å�»c²;Æ�º;²
	��®¸�Ð ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	· ϕ : [0,∞) → [0,∞) Ò
ϕ(0) = 0 Ò ´�á�´;Å�¶c²�Þ	·2µÝÆ�·2µ4Á�´�¾c´�µ Lϕ ³	»2´�Æ�º�»c²�¶2Æ�º�Á�´?Á�Æ�¸xÑ¬ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	Ð f : D → R,

º;²�¹	·'Ñ Ò Þ	º�´
∫

D

ϕ

( |f(x)|
λ

)
dm(x) <∞ ÔzÕ À � Ö

³	»	·¡¶2¸�¹�´;º�´;»2´�µ
λ > 0,

Æ�µ1À Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò ô ó õ ÀPàc½c¸�Æ�Ø m dAµ,¸�»c²QSV¸�á�¸�Ù�²!Á
R

n À,WJ»2´�Æ�º�»c²�¶2Æ�º�Á�´ Lϕ¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿ É;÷�È�Ë�Ì`÷�ë;í2Ë�Ì«ð�ÈxÎ���÷�Û2Í2ú�ë�À
� Û2ë;Ë�Ë�ÈxÎ���÷�Û2Í2ú�ë����}È�ö�ÈxÛcÜ�ð�ë

W 1,ϕ
loc (D)

¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿è¹'¾�²;Æ�Æ×Á�Æ�¸xÑ�¾c´;¹'²�¾2Ø�¶2´�·	¶	º�¸�Ù�»	·	»	Ã�¸��
µ4¼6ÑéÂNÃ�¶	¹	Ä	·	Ð

f,
Å�²�½�²�¶	¶	¼6ÑéÁ

D,
Æ¡³2¸�»	Á�¼\µ4· ´�á�´�á��®¸�¶	¶	¼\µ4· ³	»2´;·	Å�Á�´�½2¶	¼\µ4·Ý³2´©]�´�á�´�¾c¸�Á�Ã ÒÙ�»c²�½2·2¸�¶	º ∇f ¹�´;º�´;»	¼6Ñå³	»	·	¶c²�½	¾c¸�ã«·	º ¹'¾�²;Æ�Æ�Ã G`»'¾2·	Þc²©¾c´;¹'²�¾2Ø�¶2´éÁ�´�á�¾�²;Æ�º�·

D.
MPÆx¾2·åã!¸ Òá�´�¾c¸�¸\º�´;Ù�´ Ò ∇f ³	»	·	¶c²�½	¾c¸�ã«·	º®¹'¾�²;Æ�Æ�Ã¤G`»'¾2·	Þc²VÁ!´�á�¾�²;Æ�º�· D, µ4¼ ³	·	Ó®¸�µ f ∈W 1,ϕ(D).

à8²;µ,¸��
º�·2µ Ò Þ	º�´®³2´?´;³	»2¸x½c¸x¾c¸�¶	·�	 W 1,ϕ

loc ⊂W 1,1
loc .

HV²�¹ò´�á;¼1Þ	¶2´ Ò µ4¼ ³	·	Ó®¸�µ f ∈W 1,p
loc ,

¸�Æx¾2·
ϕ(t) = tp Ò

p > 1.
UJÅ�Á�¸�Æ�º�¶2´ Ò Þ	º�´¬¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶c²�¿©ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿ f ³	»	·	¶c²�½	¾c¸�ã«·	º�¹'¾�²;Æ�Æ�Ã W 1,p

loc

º�´;Ù�½�²¥·�º�´�¾2Ø��
¹�´¡º�´;Ù�½�² Ò ¹�´;Ù�½�² f ∈ ACLp Ò º�À8¸�À Ò ¸�Æx¾2· f ¾c´;¹'²�¾2Ø�¶2´�²;á�Æ�´�¾�	Lº�¶2´¡¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶c²¥¶c²¤³2´;Þ	º�·�Á�Æ�¸xÑ³	»#¿	µ4¼6Ñ Ò ³c²�»c²�¾	¾c¸x¾2Ø�¶	¼6Ñ¬¹�´�´;»�½2·	¶c²�º�¶	¼\µå´�Æ�¿	µ Ò ²!³2¸�»	Á�¼\¸VÞc²;Æ�º�¶	¼\¸N³	»2´;·	Å�Á�´�½2¶	¼\¸ f ¾c´;¹'²�¾2Ø�¶2´·	¶	º�¸�Ù�»	·	»	Ã�¸�µ4¼aÁ?Æ�º�¸�³2¸�¶	·

p
Á×´�á�¾�²;Æ�º�·

D,
Æ�µ1À�ô ü Ò »c²�Å�½c¸x¾ Õ À Õ À ä'À õ À� ²�¾c¸�¸ Ò ¸�Æx¾2· f dT¾c´;¹'²�¾2Ø�¶2´«·	¶	º�¸�Ù�»	·	»	Ã�¸�µP²�¿¥Á�¸�¹	º�´;»���ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿

n
Á�¸
�®¸�Æ�º�Á�¸�¶	¶	¼6Ñ¡³2¸�»2¸�µ,¸�¶��

¶	¼6Ñ
x1, . . . , xn, f = (f1, . . . , fm), fi ∈W 1,1

loc , i = 1, . . . ,m,
·

∫

D

ϕ (|∇f(x)|) dm(x) <∞, ÔzÕ À  Ö

Ù�½c¸ |∇f(x)| =

√
m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
,
º�´èµ4¼ Æ�¶2´;Á#² ³	·	Ó®¸�µ

f ∈ W 1,ϕ
loc . !

¼eº;²�¹	ã!¸ ·2Æ�³2´�¾2Ø�Å�Ã�¸�µ
´�á�´;Å�¶c²�Þ2¸�¶	·2¸

W 1,ϕ
loc

Á®Æx¾2Ã�Þc²;¸Já�´�¾c¸�¸J´�á��!·'Ñ¡ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	Ð
ϕ,
Þ2¸�µèÁ!¹'¾�²;Æ�Æ�²�Ñ¬G`»'¾2·	Þc² Ò Á�Æ�¸�Ù�½�²!³	»2¸x½��³2´�¾�²�Ù�²
	��!·'Ñ¥Á�¼1³	Ã�¹'¾c´�Æ�º�Ø¤ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	·

ϕ
·¬¸�¸N¶2´;»2µ4·	»2´;Á�¹	Ã

ϕ(0) = 0.G`º�µ,¸�º�·2µ Ò Þ	º�´ò¹'¾�²;Æ�Æ�¼çG`»'¾2·	Þc²¥d ]�´�á�´�¾c¸�Á#²�Æ�¸�Ð	Þc²;Æ Ò ¹'²�¹è·©»c²�¶2¸�¸ Ò ·	Å�Ã�Þc²
	Lº�Æ�¿©Á�Æ�²;µ4¼6Ñ»c²�Å�¾2·	Þ	¶	¼6Ñò²;Æ�³2¸�¹	º;²�Ñòµ4¶2´;Ù�·2µ4· ²�Á�º�´;»c²;µ4· Ò Æ�µ1À Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò ô � �'ß�ß õ À

" E®hQncm$#&%(''nci*)�j,i�%(%�mcn,+.-�j,k&/}i10 hQm$2cm	j,¯#nci
]P¾c¸x½2Ã�	��!·2¸VÆ�Á�´;Ð2Æ�º�Á#²®¹'¾�²;Æ�Æ�´;Á¥G`»'¾2·	Þc²!de]�´�á�´�¾c¸�Á#²?µ,´�ã«¶2´?¶c²�Ð	º�·¬Á«»c²;á�´;º�¸×ô Õ ó õ À3�¯#m$-}¯�lLi " E BcE�4` 2���65

Ω
� - ���#"�/J� - �P�4$ - �?������
 - 


R
n * n > 3

*
f : Ω → R

n � $C��0#"��u"�/1
�$ - �- ���#"�/J� - � - � -�� "����?��$	�C�4�	���������
W 1,ϕ

loc (Ω)
*�7 ���

ϕ : (0,∞) → (0,∞)
� $C�z � /1
��98�:?�9;=<1 	$	���	��; *



��� 3 ���	�2� - 
�� 5 � 5
�����	�9;©��� - ����;¡$C��� - � - " -67;-

t∗ ∈ (0,∞)

∞∫

t∗

[
t

ϕ(t)

] 1
n−2

dt <∞. Ô ß'À Õ�Ö

+�-67 ��� - � -�� "����?��$	�C�
f
�2�������Q0 - �����¬
'� 8��2 ¬0 - �	$	/1�¤��� < <V�u"���$��	�����¬


Ω
5

�������
	��
�
�
���������L[ªÞc²;Æ�º�¶2´�Æ�º�· Ò Å�²�¹'¾�	LÞ2¸�¶	·2¸®º�¸�´;»2¸�µ4¼Yß'À Õ ·2µ,¸�¸�º¥µ,¸�Æ�º�´ Ò ¸�Æx¾2· f ∈ W 1,α
loc³	»	·©¶2¸�¹�´;º�´;»2´�µ

α > n − 1
À¡WN´�Æx¾c¸x½2¶2¸�¸×Ã�º�Á�¸�»#ã®½c¸�¶	·2¸?d »2¸�Å�Ã�¾2Ø�º;²�º [�¿'Ð2Æ�¿�¾2¿ Ò Æ�µ1À�ô ß�ä Ò ¾c¸�µ&�µ4ÃQä õ À}^�¸�´;»2¸�µP²Nß'À Õ ¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿!º;²�¹	ã!¸�»c²;Æ�³	»2´�Æ�º�»c²�¶2¸�¶	·2¸�µ�Á`³	»2´�Æ�º�»c²�¶2Æ�º�Á�´ R Ñ#´;»2´;Ó®´`·	Å�Á�¸�Æ�º�¶2´;Ðº�¸�´;»2¸�µ4¼ ! ¸�¶	Ø�Ó®´;Á#²!d æ ¸�»	·	¶	Ù�²«dASV¸xÑ'º�´«¶c²®³'¾c´�Æ�¹�´�Æ�º�· Ò Æ�µ1À Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò ô ß�ó
�'ß � õ À

3�¯#m$-}¯�lLi " E " E�4` 2���65
Ω
� - ���#"�/J� - ���4$ - �?������
 - 


R
n, n > 3, f : Ω → R

n � $C��0#"��u"�/1
�$ - �- ���#"�/J� - � - � -�� "����?��$	�C�®�	���������
W 1,ϕ

loc (Ω)
*&7 ���

ϕ : (0,∞) → (0,∞)
� $C�z � /1
��98�:?�9; <1 	$	���

�	��; *  �� - 
��C����
 - "�;�8�:?�9;¬ 2��� - 
���8
(2.1)

5!+�-67 ��� - � -�� "����?��$	�C�
f
�2�������®0 - ������
'� 8��2 ò0 - �	$	/1�

��� < <V�u"���$��	�����¬

Ω
5

3�¯#m$-}¯�lLi " E��8E 4` 2���65
U
� - ���#"�/J� - �«�4$ - �?������
 - 


R
n, n > 3, ϕ : (0,∞) → (0,∞)

�
$C�z � /1
��98�:?�9; <1 	$	���	��; *  �� - 
��C����
 - "�;�8�:?�9;  2��� - 
���8

(2.1)
5 +�-67 ��� ��8 ��- � $C��0#"��u"�/1
�$ - �

- � -�� "����?��$	�C�
f : U → R

m * m > 1
* �	���������

W 1,ϕ
loc

-�� �����������
(N)

� ��
 - �C����
 - � * ��- �C��� � -67;-�*
� - �	����5�$ - � � � - ��8Q��$ - $C��0#"��u"�/1
�$ -�- ��$ - ���C������5�$ -

(n − 1)
� ���u"�$ - ���'�� 2� � - " < - 
 - � ���u"�/ù$��

0 - �����¤
'����� 7 �	0C�u"�0	� - ��� - ����;��
P
* 0���"����	�C����5�$	/��¤0#" - �2
�
 - ��5�$ - � <`�	�2���#" - 
���$	$ - � 7 �	0C�u"�0	� - ���

� - �����
P0

5 >\" - ����� -67;-�* $���0 - �����Ý
'�����ª�����	� �
P
*
Hn−1(f(E)) = 0

* �����	� |∇f | = 0
$��

E ⊂ P
5

à8²;µ,¸�º�·2µ Ò Þ	º�´ Ò ¸�Æx¾2·!Ã�Æx¾c´;Á�·2¸�Á�·'½�² Ô ß'À Õ�Ö ·2µ,¸�¸�ºJµ,¸�Æ�º�´\½	¾2¿V¶2¸�¹�´;º�´;»2´;Ð®¶2¸�Ã'á;¼1Á#²
	��®¸�Ð®ÂNÃ�¶	¹��Ä	·	·
ϕ Ò º�´�ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿ ϕc(t) = ϕ(c t)

³	»	·
c > 0

º;²�¹	ã!¸¬Ã�½c´;Á;¾c¸�º�Á�´;»#¿	¸�ºèÆ�´�´;º�¶2´;Ó®¸�¶	·�	 Ô ß'À Õ�Ö ÀHJ»2´�µ,¸Nº�´;Ù�´ Ò Ñ�²�Ã�Æ�½c´;»2ÂV´;Á�¼Iµ,¸�»	¼ª¿'Á;¾2¿�	Lº�Æ�¿¥¹	Á#²�Å�·	·	¶	Á#²�»	·c²�¶	º�¶	¼\µ4· ³	»	·¬¹	Á#²�Å�·	·	Å�´�µ,¸�º�»	·	¿�Ñ8À
hNj,¯;° %(''nck}¯ " E BcE 4\"��¥ 2��� - 
��	�

(2.1)
��8 ��- �`$C��0#"��u"�/1
�$ - � - � -�� "����?��$	�C�

f ∈ W 1,ϕ
loc

-�� ���!�
�������

(N)
� ��
 - �C����
 - � - ��$ - ���C������5�$ -

(n− 1)
� ���u"�$ - �ò���u"�/#"V�� 2� � - " <N� * ��- �C���N� -67;-�* � - �	����5�$ -

� � � - ��8Q��$ - $C��0#"��u"�/1
�$ - $��10 - �����!
'�����?� <V�u"��$�
S
� �C��$C�x" - ��
J
�������$	$ - �®0#"��u��0	�C����$	$ - �¡� - �;�2�

x0 ∈ R
n 5 >\" - ���V� -67;-�* $��Q0 - �����¬
'����� �����	� � � <V�u"��$� S 
�/10 - �	$C��$ -  2��� - 
��C� Hn−1(f(E)) = 0�	����� - ��5�� - |∇f | = 0

$��!�4$ - �?������
'�
E ⊂ S

5

�8E&%am�°('�j,k %�¯�lL¯ #&%(''n*)}mcnc¯ -�+�±}m$%(''¯ #
]P¾c¸x½2Ã�¿ ô ß(� Ò »c²�Å�½c¸x¾-,'À ß õ Ò ½�²�¾c¸�¸ k Ú ÎVÜ ÷�í2È�Ï¬É2È;ð;Ü ÷
.	í2È�Ë�Ì®ì0/ S Á Rn ¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿¡³	»2´;·	Å�Á�´�¾2Ø��¶2´�¸6¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶2´�¸\´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸

S : ω → R
n Ò Ù�½c¸ ω dI´;º�¹	»	¼1º�´�¸1µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´VÁ Rk := R

k∪{∞}·
k = 1, . . . , n− 1

À21\Ê�í2ê�ï2ÍcÜ�Ï�ê�÷�ë;Ì®í2È�Ë�Ì®Í?³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�·
S
¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿òÞ	·2Æx¾c´«³	»2´�´�á;»c²�Å�´;Á

N(S, y) = cardS −1(y) = card
{
x ∈ ω : S(x) = y

}
, y ∈ R

n.

� »	Ã�Ù�·2µ4·åÆx¾c´;Á#²;µ4· Ò Æ�·2µ4Á�´�¾ N(S, y)
´�á�´;Å�¶c²�Þc²;¸�ºé¹	»c²�º�¶2´�Æ�º�Øé¶c²�¹	»	¼1º�·	¿ º�´;Þ	¹	·

y
³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´
�

Æ�º�Ø�	
S
À1UJÅ�Á�¸�Æ�º�¶2´ Ò Þ	º�´×ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿¬¹	»c²�º�¶2´�Æ�º�·�¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿ò³2´�¾2Ã�¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶2´;Ð Æ�¶	·	Å�Ã Ò · Ò Å�¶c²�Þ	·	º Ò·	Å�µ,¸�»	·2µP²?´;º�¶2´�Æ�·	º�¸x¾2Ø�¶2´×³	»2´;·	Å�Á�´�¾2Ø�¶2´;Ð¬Ñ�²�Ã�Æ�½c´;»2ÂV´;Á�´;Ð µ,¸�»	¼

Hk,
Æ�µ1À�ô ß(� Ò »c²�Å�½c¸x¾3,'À ß õ À� ¾2¿�á�´;»2¸x¾c¸�Á�Æ�¹�´;Ð©ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	·

ρ : Rn → [0,∞]
¸�¸×Í2í2Ì«Ü54 ÷�ë�Û í2ë;Ç×É2È;ð;Ü ÷
.	í2È�Ë�Ì®ì0/

S
´;³	»2¸x½c¸��

¾2¿	¸�º�Æ�¿¬»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á�´�µ
∫

S

ρ dA :=

∫

Rn

ρ(y)N(S, y) dHky.



� � - $C���;$ - ���	�	0��!���C��
 - �����ò�	������� - 
 � "��	���#��� 3P-���- �C��
�� � �
WJÃ�Æ�º�Ø

Γ
d Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á�´

k
� µ,¸�»	¶	¼6Ñ�³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�¸�Ð

S
À!f6´;»2¸x¾c¸�Á#²¥ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿

ρ : Rn → [0,∞]¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿ Ç�È�É2Ê�Ë�Ì®Í�ÎNÈ�Ï®½	¾2¿¥Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²
Γ Ò ³	·	Ó!Ã�º ρ ∈ admΓ Ò ¸�Æx¾2·

∫

S

ρk dA > 1 Ô ä'À Õ�Ö
½	¾2¿ ¹'²�ã®½c´;Ðå³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�·

S ∈ Γ.
WJÃ�Æ�º�Ø

p ∈ (1,∞)
d Å�²�½�²�¶	¶2´�¸�ÂN·	¹�Æ�·	»2´;Á#²�¶	¶2´�¸�Þ	·2Æx¾c´	À

^�´;Ù�½�²
p Ú ÎNÈ�Ç�Ê�ÛcÜzÎªÆ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#² Γ ¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿¬Á�¸x¾2·	Þ	·	¶c²

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x). Ô ä'À ß Ö
æ ´;Á�´;»#¿'º Ò Þ	º�´©Æ�Á�´;Ð2Æ�º�Á�´ P ·2µ,¸�¸�ºèµ,¸�Æ�º�´�½	¾2¿

p Ú É2È�ú�Ì®ÍÝð�Ë�Ü . Ô p � ³�À Á2À Ö k
� µ,¸�»	¶	¼6Ñ ³2´;Á�¸�»�Ñ��

¶2´�Æ�º�¸�Ð
S
Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²

Γ,
¸�Æx¾2·è³2´�½cÆ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á�´�Á�Æ�¸xÑ ³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�¸�Ð�Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²

Γ Ò ½	¾2¿ ¹�´;º�´;»	¼6ÑÆ�Á�´;Ð2Æ�º�Á�´
P
¶c²�»	Ã�Ó«²;¸�º�Æ�¿ Ò ·2µ,¸�¸�º p � µ,´�½2Ã�¾2Ø?¶	Ã�¾2Ø2À

� E=+ ¯�l�)8m$%(''k )8mc±8°P¯#±&%�i�''m$-}i
]P¾c¸x½2Ã�¿Ý»c²;á�´;º�¸èô ß� õ Ò ³c²�»	Ã E = (A,C) Ò Ù�½c¸ A ⊂ R

n d ´;º�¹	»	¼1º�´�¸ µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´�·
C
d

¶2¸�³	Ã�Æ�º�´�¸Q¹�´�µ4³c²�¹	º�¶2´�¸®µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´ Ò Æ�´�½c¸�»#ã®²
�®¸�¸�Æ�¿ Á A Ò ¶c²�Å�¼1Á#²;¸�µ ê�È�í2Ç;Ü�í2Ë�ë;Ì®È�÷�ÈxÎVÀ�HN´;¶'½c¸�¶��Æ�²�º�´;»
E
¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿ ê�ÈxÛ2ì�ïcÜ�ð�ñ�Î ê�È�í2Ç;Ü�í2Ë�ë;Ì®È�÷�ÈxÎ Ò ¸�Æx¾2· G = A \ C d ¹�´�¾2Ø�Ä2´ Ò º�ÀP¸�À Ò ¸�Æx¾2·

G
dY´�á�¾�²;Æ�º�Ø Ò ½c´;³2´�¾2¶2¸�¶	·2¸L¹�´;º�´;»2´;Ð

Rn \G Æ�´�Æ�º�´;·	º!ÁQº�´;Þ	¶2´�Æ�º�·¤·	Å\½2Á�Ã#Ñ«¹�´�µ4³2´;¶2¸�¶	º�À æ ´;Á�´;»#¿'ºº;²�¹	ã!¸ Ò Þ	º�´Q¹�´;¶'½c¸�¶2Æ�²�º�´;» E = (A,C)
¾c¸�ã«·	º!Á®´�á�¾�²;Æ�º�·

D Ò ¸�Æx¾2· A ⊂ D
À�G`Þ2¸�Á�·'½2¶2´ Ò Þ	º�´!¸�Æx¾2·

f : D → R
n dâ¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶2´�¸ Ò ´;º�¹	»	¼1º�´�¸!´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸!· E = (A,C)

d ¹�´;¶'½c¸�¶2Æ�²�º�´;» Á
D Ò º�´

(fA, fC)
º;²�¹	ã!¸Q¹�´;¶'½c¸�¶2Æ�²�º�´;»òÁ

fD
À � ²�¾c¸�¸

fE = (fA, fC)
À

� Ã�¶	¹	Ä	·	¿
u : A → R

ë;ö�Ë�ÈxÛ
/1Ì®í2È×ícÜ�É;÷CÜ ÷�ñPð�í2ë¤í2ë¤É;÷���ÎNÈ�Ï Ò ·2µ,¸
	��®¸�Ð�¶2¸�³	Ã�Æ�º�´�¸!³2¸�»2¸�Æ�¸�Þ2¸��¶	·2¸JÆ
A Ò ¸�Æx¾2·¥´;¶c²®²;á�Æ�´�¾�	Lº�¶2´®¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶c²!¶c²V¾�	Já�´�µé´;º�»2¸�Å�¹�¸���º�´;Ð¡³	»#¿	µ,´;Ð Ò Å�²�¹'¾�	LÞ2¸�¶	¶2´�µéÁ

A
À � Ã�¶	¹	Ä	·	¿

u : A→ R
³	»	·	¶c²�½	¾c¸�ã«·	º!¹'¾�²;Æ�Æ�Ã

ACL Ô ë;ö�Ë�ÈxÛ
/1Ì®í2ÈQícÜ�É;÷CÜ ÷�ñPð�í2ëVí2ë!É2È�ú�Ì®Í¥ð�Ë�Ü .É;÷���ÎNñ
. Ö Ò ¸�Æx¾2·�´;¶c²¡²;á�Æ�´�¾�	Lº�¶2´¡¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶c²¤¶c²×³2´;Þ	º�· Á�Æ�¸xÑ�³	»#¿	µ4¼6Ñ Ò ³c²�»c²�¾	¾c¸x¾2Ø�¶	¼6Ñ ¾�	Já�´;Ð¹�´�´;»�½2·	¶c²�º�¶2´;Ð ´�Æ�·�À
GLá�´;Å�¶c²�Þ	·2µ Þ2¸�»2¸�Å

C0(A)
µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´?¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶	¼6Ñ¬ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	Ð

u : A→ R
1 ÆJ¹�´�µ4³c²�¹	º�¶	¼\µ¶2´�Æ�·	º�¸x¾c¸�µ Ò W0(E ) =W0(A,C)

dYÆ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á�´V¶2¸�´;º�»	·	Äc²�º�¸x¾2Ø�¶	¼6Ñ¤ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	Ð
u : A→ R

1 º;²�¹	·'Ñ ÒÞ	º�´ Õ�Ö u ∈ C0(A)
Ò ß Ö u(x) > 1

½	¾2¿
x ∈ C

·åä Ö u ³	»	·	¶c²�½	¾c¸�ã«·	º�¹'¾�²;Æ�Æ�Ã ACL
À ^}²�¹	ã!¸

´�á�´;Å�¶c²�Þ	·2µ
|∇u| =

(
n∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2
)1/2

. Ô ó2À Õ�Ö
WJÃ�Æ�º�Ø

G
de´�á�¾�²;Æ�º�Ø¤Á

R
n Ò n > 2

À
E,F ⊆ R

n dç³	»2´;·	Å�Á�´�¾2Ø�¶	¼\¸«µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á#²'ÀVGLá�´;Å�¶c²�Þ	·2µ
Þ2¸�»2¸�Å

∆(E,F ;G)
Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á�´¤Á�Æ�¸xÑ¬¹	»	·	Á�¼6Ñ

γ : [a, b] → R
n,
¹�´;º�´;»	¼\¸®Æ�´�¸x½2·	¶	¿�	Lº

E
·
F
Á
G ,º�À2¸�À

γ(a) ∈ E Ò γ(b) ∈ F
·
γ(t) ∈ G

³	»	·
a < t < b.WJ»	·

p > 1
Á�¸x¾2·	Þ	·	¶	Ã

capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E )

∫

A

|∇u|p dm(x) Ô ó2À ß Ö
¶c²�Å�¼1Á#²
	Lº

p Ú ÜzÎNê�È�Ë�Ì®ì0/é¹�´;¶'½c¸�¶2Æ�²�º�´;»c² E
À,MPµ4¹�´�Æ�º�·òÁ«¹�´;¶	º�¸�¹�Æ�º�¸Qº�¸�´;»	·	·ò´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	Ð¬Ñ#´;»2´
�

Ó®´®³	»2¸x½cÆ�º;²�Á;¾c¸�¶	¼aÁ?µ,´;¶2´;Ù�»c²;ÂN·	·èô ß , õ À[ ½�²�¾2Ø�¶2¸�Ð	Ó®¸�µ ³	»	·
p > 1

µ4¼ á;Ã�½c¸�µ�·2Æ�³2´�¾2Ø�Å�´;Á#²�º�Ø×»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á�´
capp E =Mp(∆(∂A, ∂C;A \ C)), Ô ó2À ä Ö

Æ�µ1À�ô ä��6�'ä�ß õ À



�  3 ���	�2� - 
�� 5 � 5
UJÅ�Á�¸�Æ�º�¶2´ Ò Þ	º�´«³	»	· 1 6 p < n

capp E > nν
p
n
n

(
n− p

p− 1

)p−1

[m(C)]
n−p
n , Ô ó2À ó Ö

Ù�½c¸
νn
dâ´�á���¸�µ ¸x½2·	¶	·	Þ	¶2´;Ù�´?Ó«²�»c²!Á

R
n,
Æ�µ1À Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò ¶2¸�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á�´ Ô  'À , Ö Á¬ô ä�ä õ ÀMPÆx¾2·�µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´

C
Æ�Á�¿'Å�¶2´ Ò º�´«³	»	· n− 1 < p 6 n

·2µ,¸�¸�º×µ,¸�Æ�º�´?´;Ä2¸�¶	¹'²

(capp E )n−1
> γ

d(C)p

m(A)1−n+p
, Ô ó2À ü Ö

Ù�½c¸
d(C)

dç½2·c²;µ,¸�º�» µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á#²
C Ò γ dç³2´�¾c´�ã«·	º�¸x¾2Ø�¶c²�¿ ¹�´;¶2Æ�º;²�¶	º;² Ò Å�²�Á�·2Æ�¿��«²�¿�º�´�¾2Ø�¹�´¡´;º»c²�Å�µ,¸�»	¶2´�Æ�º�·

n
·
p,
Æ�µ1À,³	»2¸x½	¾c´�ã!¸�¶	·2¸ � Áòô ä�ó õ À

@CE��¥k��é±}k}¯
Q ���

m�lL¯#m�lLm$-
	¬k���l�
 m$''±}m$%�k&''¯�j��c±}m
p �
lLm�°('�j
�

æ ´;Á�´;»#¿'º Ò Æ�µ1ÀIô ß(� Ò »c²�Å�½c¸x¾ ,'À ß õ Ò Þ	º�´ ·	Å�µ,¸�»	·2µP²�¿ ³2´ SV¸�á�¸�Ù�Ã ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿ ρ : R
n → [0,∞]¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿ È�ö�È�ö��«Ü�í2í2È

p Ú Ç�È�É2Ê�Ë�Ì®Í�ÎNÈ�Ï¥½	¾2¿©Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#² Γ Ò Æ�´�Æ�º�´�¿��®¸�Ù�´ò·	Å (n − 1)
� µ,¸�»	¶	¼6Ñ©³2´
�

Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�¸�Ð
S
Á
R
n Ò ³	·	Ó!Ã�º ρ ∈ extp admΓ Ò ¸�Æx¾2·

∫

S

ρn−1(x) dA > 1 Ô ü'À Õ�Ö
½	¾2¿

p
� ³2´;Þ	º�·¬Á�Æ�¸xÑ

S ∈ Γ.[Ý»c²;á�´;º�¸?ô ä�ü Ò »c²�Å�½c¸x¾ Õ ä õ Ò � À æ ¸�»	·	¶	Ù!´;³	»2¸x½c¸x¾2·'¾ K � ¹	Á#²�Å�·	¹�´;¶2ÂV´;»2µ4¶2´�¸Q´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸Q¹'²�¹Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ Ò ·	Å�µ,¸�¶	¿�	��!·	Ð µ,´�½2Ã�¾2Ø¤¹�´�¾2Ø�Ä2¸�Á�´;Ð�´�á�¾�²;Æ�º�·�¶2¸Qá�´�¾c¸�¸QÞ2¸�µ Á K »c²�Å�ÀL]P¾c¸x½2Ã�	 �
�®¸�¸N³2´;¶	¿'º�·2¸Vµ,´;º�·	Á�·	»2´;Á#²�¶2´?¹�´�¾2Ø�Ä2¸�Á�¼\µÝ´;³	»2¸x½c¸x¾c¸�¶	·2¸�µ æ ¸�»	·	¶	Ù�²'ÀWJÃ�Æ�º�Ø

D
·
D′ dù´�á�¾�²;Æ�º�· Á

R
n Ò n > 2 Ò x0 ∈ D Ò Q : D → (0,∞)

·	Å�µ,¸�»	·2µP²�¿ ³2´¤SV¸�á�¸�Ù�Ã
ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿8À æ ´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ f : D → D′ á;Ã�½c¸�µâ¶c²�Å�¼1Á#²�º�Øªí2Í	ø í2Í�Î

Q Ú 4�È�ÎVÜ�È�ÎNÈ�÷��,Í���ÎNÈxÎÈ�Ì®í2È�Ë�Í2Ì«ÜzÛ2ì�í2È
p Ú ÎNÈ�Ç�Ê�Û � ð?Ì®È�ú�ê#Ü x0, ¸�Æx¾2·

Mp (fΣε) > inf
ρ∈extp admΣε

∫

R

ρp(x)

Q(x)
dm(x) Ô ü'À ß Ö

½	¾2¿¥¹'²�ã®½c´;Ù�´?¹�´�¾2Ø�Äc²

R = R(x0, ε, ε0) = {x ∈ R
n : ε < |x− x0| < ε0} , ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0),

Ù�½c¸
d0 = dist(x0, ∂D),

²
Σε

´�á�´;Å�¶c²�Þc²;¸�º¡Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á�´?Á�Æ�¸xÑ¥Æ�ÂV¸�»

S(x0, r) = {x ∈ R
n : |x− x0| = r} , r ∈ (ε, ε0). Ô ü'À ä Ö

b4²�Å�Á�·	Á#²;¸�µP²�¿®Á\»c²;á�´;º�¸�º�¸�´;»	·	¿V¶	·	ã«¶	·'Ñ
Q
� Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ,´;ÁN´;º�¶2´�Æ�·	º�¸x¾2Ø�¶2´

p
� µ,´�½2Ã�¾2¿V³	»	·��

µ,¸�¶	·2µP² Ò Á Þc²;Æ�º�¶2´�Æ�º�· Ò ¹ ´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿	µT¹	Á#²�Å�·	¹�´;¶2ÂV´;»2µ4¶	¼\µYÁ Æ�»2¸x½2¶2¸�µ Ò Æ�µ1À ô ä�ó Ò ä � õ Ò ·é¹º;²�¹è¶c²�Å�¼1Á#²;¸�µ4¼\µ
(p, q)

� ¹	Á#²�Å�·	¹�´;¶2ÂV´;»2µ4¶	¼\µ ´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿	µ Ò Æ�µ1À�ô ä(� õ Ò ¹�´;º�´;»	¼\¸¤·2Æ�³2´�¾2Ø�Å�´;Á#²9�¾2·2Æ�Ø ³	»	· ·	Å�Ã�Þ2¸�¶	·	· ³	»2´�á�¾c¸�µ4¼��eÀ æ ÀPb}¸�Ó®¸�º�¶	¿'¹'² ´ Æ�Ã�³2¸�»	³2´;Å�·	Ä	·	·ÝÂNÃ�¶	¹	Ä	·	Ð�³	»2´�Æ�º�»c²�¶2Æ�º�Á]�´�á�´�¾c¸�Á#² Ò Æ�µ1Àå¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò ô ä(� �#ó � õ Àª[â»c²;á�´;º;²�Ñaô ó Õ �#ó#ä õ ³	»	·	Á�´�½2¿'º�Æ�¿Ý³	»	·'¾c´�ã!¸�¶	·	¿å¶	·	ã«¶	·'Ñ
Q
� Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ,´;Á¤¹¥·2Æ�Æx¾c¸x½c´;Á#²�¶	·�	 ¾c´;¹'²�¾2Ø�¶2´;Ù�´×·¬Ù�»c²�¶	·	Þ	¶2´;Ù�´?³2´;Á�¸x½c¸�¶	·	¿¬Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN¶	¼6Ñ

»2¸�Ó®¸�¶	·	Ð¥Æ`´�á�´�á��®¸�¶	¶	¼\µ4·¥³	»2´;·	Å�Á�´�½2¶	¼\µ4·¥·¤¹¤Å�²�½�²�Þ2¸ � ·	»	·'Ñ�¾c¸\½	¾2¿×Ã�»c²�Á�¶2¸�¶	·	Ð¥f6¸x¾2Ø�º�»c²;µ4·¥Æ
Á�¼1»2´�ã®½c¸�¶	·2¸�µ1À



� � - $C���;$ - ���	�	0��!���C��
 - �����ò�	������� - 
 � "��	���#��� 3P-���- �C��
�� � ,
UNÆ�º�´;»	·	Þ2¸�Æ�¹	·?¶	·	ã«¶	·2µ

Q
� Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µP²;µ�´;º�¶2´�Æ�·	º�¸x¾2Ø�¶2´

p
� µ,´�½2Ã�¾2¿!³	»2¸x½2Ó®¸�Æ�º�Á�´;Á#²�¾2·

Q
�

Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ4¼ Ò ¹�´;º�´;»	¼\¸V·2Æ�Æx¾c¸x½c´;Á#²�¾2·2Æ�Ø¤Á?»c²;á�´;º;²�Ñ©ô ó�ó
�#ó�� õ À�HJ»2´�µ,¸Vº�´;Ù�´ Ò Q � ´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿½c´;³	Ã�Æ�¹'²
	��!·2¸Vº�´;Þ	¹	·¬Á�¸�º�Á;¾c¸�¶	·	¿ Ò ·	Å�Ã�Þc²�¾2·2Æ�Ø?Á?»c²;á�´;º;²�Ñ ô ó  6�'ü�ä õ ÀKJ·	ã!¸�³	»	·	Á�¸x½c¸�¶!¹	»	·	º�¸�»	·	Ð®¶	·	ã«¶	·'Ñ
Q
� Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ,´;ÁN´;º�¶2´�Æ�·	º�¸x¾2Ø�¶2´

p
� µ,´�½2Ã#¾2¿Q³	»	·

p >
n − 1

À![�³2¸�»	Á�¼\¸®¹	»	·	º�¸�»	·	Ð©á;¼6¾�½c´;¹'²�Å�²�¶ ³	»	·
p = n

Á¡»c²;á�´;º�¸¥ô ü�ó Ò º�¸�´;»2¸�µP²¬ß'À Õxõ Ò Æ�µ1ÀQº;²�¹	ã!¸µ,´;¶2´;Ù�»c²;ÂN·�	âô ß(� Ò º�¸�´;»2¸�µP² ,'À ß õ À
�ò¯�lJlLia@CE BcE 4` 2���65

D
� -�� �������65�


R
n * n > 2

*
x0 ∈ D

* �è0� 2���65
Q : D → (0,∞)

�
�2
����u"��2���9;�<1 	$	���	��; 5��2- ��� - � - " <`�2
��

f : D → R
n ;'
���;������ ;�$	�	�«$	�2� Q

� 7;- ��� - � - " <`�2
�� - �

¡� - �;�2�

x0
- ��$ - ���C������5�$ -

p
� � - �2 	��;¡0#"��

p > n− 1
� -67 ���®� � - ��5�� - � -67 ��� * � -67 ���

Mp(fΣε) >

ε0∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)
(∀ ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0)), Ô ü'À ó Ö

7 ���
d0 = dist(x0, ∂D), Σε

� ���������C����
 - 
'�����å� <V�u"
S(x0, r) = {x ∈ R

n : |x − x0| = r} *
r ∈ (ε, ε0)

* �

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r) =

( ∫

S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA

) p−n+1
n−1

. Ô ü'À ü Ö
�J$ <`�2�� 2�é


(5.2)
� - ����� 7 ������� ; � - ��5�� - ����; <1 	$	���	�	�

ρ0(x) =

(
Q(x)

‖Q‖ n−1
p−n+1

(|x− x0|)

) 1
p−n+1

. Ô ü'À � Ö
WJ»2¸�ã®½c¸1Þ2¸�µ�½c´;¹'²�Å�¼1Á#²�º�ØQ´�Æ�¶2´;Á�¶	Ã�	 ¾c¸�µ,µ4Ã®´J¶	·	ã«¶	·'Ñ

Q
� Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µP²�Ñ?´;º�¶2´�Æ�·	º�¸x¾2Ø�¶2´

p
� µ,´�½2Ã#¾2¿ Ò ³	»	·	Á�¸x½c¸�µ�Á�Æ�³2´�µ,´;Ù�²�º�¸x¾2Ø�¶	Ã�	 ¾c¸�µ,µ4Ã ,'À ß!·	ÅQµ,´;¶2´;Ù�»c²;ÂN·	·©ô ß(� õ À
�ò¯�lJlLi @CE " E 4` 2���65

(X,µ)
�a�2
����u"��2� - �\0#" - ���x"���$C����
 - �6� - $C���;$ - �¬���u" - �

µ
*
q ∈ (1,∞),�¥0� 2���65

ϕ : X → (0,∞)
� �2
����u"��2���9;*<1 	$	���	��; 5 4 - � - �«�2�

I(ϕ, q) = inf
α

∫

X

ϕαq dµ, Ô ü'À � Ö
7 ���`�	$ <`�2�� 2� � �u"������ ;¬0 - 
'�������2
����u"��2�4/\� <1 	$	���	��;	�

α : X → [0,∞]
�����	�2� * ��� -

∫

X

αdµ = 1. Ô ü'À  Ö
+�-67 ���

I(ϕ, q) =

[ ∫

X

ϕ−λ dµ

]− 1
λ

, Ô ü'À , Ö
7 ���

λ =
q′

q
,

1

q
+

1

q′
= 1, Ô ü'À Õ � Ö

� 5 � 5
λ = 1/(q−1) ∈ (0,∞)

5 >\" - ����� -67;-�* �	$ <`�2�� 2�¬

(5.7)

� - ����� 7 ������� ;¤� - ��5�� - ����;.<1 	$	���	�	�

α0 = C · ϕ−λ, Ô ü'À Õ�Õ�Ö



� � 3 ���	�2� - 
�� 5 � 5
7 ���

C =

(∫

X

ϕ−λ dµ

)−1

. Ô ü'À Õ ß Ö

C ����� ���!��� �	��

����� � � ��� �����������Jà8²;µ,¸�º�·2µ Ò Þ	º�´?½	¾2¿ò¹'²�ã®½c´;Ð ρ ∈ extp admΣε
ÂNÃ�¶	¹��

Ä	·	¿
Aρ(r) :=

∫

S(x0,r)

ρn−1(x) dA 6= 0
³�ÀzÁ2À

¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿ ·	Å�µ,¸�»	·2µ,´;ÐÝ³2´�³c²�»c²;µ,¸�º�»	Ã
r Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò ³2´�º�¸�´;»2¸�µ,¸ � Ã'á;·	¶	·�Àå^}²�¹	·2µA´�á;»c²�Å�´�µ Òµ4¼Yµ,´�ã!¸�µ º�»2¸�á�´;Á#²�º�Ø¬Á�¼1³2´�¾2¶2¸�¶	·	¿�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á#²

Aρ(r) ≡ 1
³�ÀzÁ2ÀVÁ�µ,¸�Æ�º�´¡Ã�Æx¾c´;Á�·	¿ ½c´;³	Ã�Æ�º�·2µ,´
�

Æ�º�· Ô ä'À Õ�Ö ³	»	· k = n− 1 Ò ·

inf
ρ∈extp admΣε

∫

Rε

ρp(x)

Q(x)
dm(x) =

ε0∫

ε

(
inf

α∈I(r)

∫

S(x0,r)

αq(x)

Q(x)
dA

)
dr,

Ù�½c¸
q = p/(n− 1) > 1 Ò ²!Þ2¸�»2¸�Å I(r) ´�á�´;Å�¶c²�Þ2¸�¶2´×µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´?Á�Æ�¸xÑ¡·	Å�µ,¸�»	·2µ4¼6Ñ¬ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	Ð α(x)¶c²®³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�·

S(x0, r)
º;²�¹	·'Ñ Ò Þ	º�´

∫

S(x0,r)

α(x) dA = 1.

UJº;²�¹ Ò ¾c¸�µ,µP²«ü'À Õ Æx¾c¸x½2Ã�¸�º«·	ÅJ¾c¸�µ,µ4¼ ü'À ßQ³	»	· X = S(x0, r)
Ò µ d (n− 1)

� µ,¸�»	¶c²�¿¥³'¾c´��«²�½2Ø
¶c²

S(x0, r)
Ò ϕ = 1

Q

∣∣
S(x0,r)

Ò · q = p/(n− 1) > 1
À
B^}²�¹	·2µ ´�á;»c²�Å�´�µ Ò ¶2¸�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á�´ Ô ü'À ó Ö ¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿�º�´;Þ	¶	¼\µ ½	¾2¿ò¶	·	ã«¶	·'Ñ Q � Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ,´;Á´;º�¶2´�Æ�·	º�¸x¾2Ø�¶2´

p
� µ,´�½2Ã�¾2¿8À
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R
n * n > 2

*
x0 ∈ D

* �é0� 2���65
Q : D → (0,∞)

�
�2
����u"��2���9;.<1 	$	���	��;N�

f : D → R
n � $	�	�«$	�	� Q � 7;- ��� - � - " <`�2
�� - �ò
N� - �;�2�

x0
- ��$ - ���C������5�$ -

p
� � - �2 	��;¥0#"��

p > n− 1
5`+�-67 ���®�2�������!������� -?- �C��$	�	�

M p
p−n+1

(∆(fS1, fS2, fD)) 6




r2∫

r1

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)




− n−1
p−n+1

, Ô ü'À Õ ä Ö

7 ���
Sj = S(x0, rj)

*
j = 1, 2

5
C
� ¸�Ð2Æ�º�Á�·	º�¸x¾2Ø�¶2´ Ò ³	Ã�Æ�º�Ø 0 < r1 < r2 < d(x0, ∂D)

·
Si = S(x0, ri), i = 1, 2.

]�´;Ù�¾�²;Æ�¶2´
¶2¸�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á#²;µ��J¸�Æ�Æ�¸J·òZJ·2µ,¸�»c² Ô Æ�µ1À Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò ô ä Õ�õ · ô ü�ü õ Ö Ò

M p
p−n+1

(f (∆(S1, S2, D))) 6
1

M
n−1

p−n+1
p (f (Σ))

, Ô ü'À Õ ó Ö
³2´�Æ�¹�´�¾2Ø�¹	Ã

f (Σ) ⊂ Σ(f(S1), f(S2), f(D)) ,
Ù�½c¸

Σ
´�á�´;Å�¶c²�Þc²;¸�º!Æ�´;Á�´;¹	Ã�³	¶2´�Æ�º�ØVÁ�Æ�¸xÑ®Æ�ÂV¸�»«Æ6Ä2¸�¶��

º�»2´�µ ÁNº�´;Þ	¹�¸
x0,

»c²;Æ�³2´�¾c´�ã!¸�¶	¶	¼6Ñ×µ,¸�ã®½2Ã®Æ�ÂV¸�»c²;µ4·
S1
·
S2,

²
Σ(f(S1), f(S2), f(D))

Æ�´�Æ�º�´;·	º
·	Å?Á�Æ�¸xÑ

(n − 1)
� µ,¸�»	¶	¼6Ñ ³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�¸�ÐèÁ

f(D),
´;º�½c¸x¾2¿�	��!·'Ñ

f(S1)
·
f(S2).

UJÅ?Æ�´�´;º�¶2´;Ó®¸��
¶	·	¿ Ô ü'À Õ ó Ö ³2´!¾c¸�µ,µ,¸!ü'À Õ Á�¼1º�¸�¹'²;¸�º¤Å�²�¹'¾�	LÞ2¸�¶	·2¸J¾c¸�µ,µ4¼Iü'À ä'À B
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 � "��	���#��� 3P-���- �C��
�� � Õ
� EV­ �#i	k4lLm$%�n ��� �©±}k��é±}k�+

Q ���
m�lL¯#m�lLm$-
	¬k���lLmcn

%1)�j,i�%(%�i2lLk +.-�j,k&/}i 0 hQm$2cm	j,¯#nci
KV²�³2´�µ4¶	·2µ Ò Þ	º�´©´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸ g : X → Y

µ,¸�ã®½2Ã µ,¸�º�»	·	Þ2¸�Æ�¹	·2µ4·å³	»2´�Æ�º�»c²�¶2Æ�º�Á#²;µ4·
X·

Y
¶c²�Å�¼1Á#²;¸�º�Æ�¿ Û2Í2É2î®Í2ïcÜ�ð�ñ�ÎJû6¸�Æx¾2·

dist (g(x1), g(x2)) 6 M · dist (x1, x2)
½	¾2¿©¶2¸�¹�´;º�´;»2´;Ð

³2´�Æ�º�´�¿'¶	¶2´;Ð
M <∞ ·VÁ�Æ�¸xÑ

x1
Ò x2 ∈ X

À æ ´;Á�´;»#¿'º Ò Þ	º�´\´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸ g : X → Y
ö�Í�Û2Í2É2î®Í2ïcÜ�ð�È Ò¸�Æx¾2· Ò ´;¶2´ Ò Á�´
� ³2¸�»	Á�¼6Ñ Ò ¾2·	³	Ó!·	Ä2¸�Á�´ Ò Á�´
� Á�º�´;»	¼6Ñ Ò M∗ · dist (x1, x2) 6 dist (g(x1), g(x2))

½	¾2¿
¶2¸�¹�´;º�´;»2´;Ðò³2´�Æ�º�´�¿'¶	¶2´;Ð

M∗ > 0
·¥Á�Æ�¸xÑ

x1
Ò x2 ∈ X

À
]P¾c¸x½2Ã�	��®¸�¸NÃ�º�Á�¸�»#ã®½c¸�¶	·2¸V¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿¬¹'¾�	LÞ2¸�Á�¼\µé½	¾2¿¡½�²�¾2Ø�¶2¸�Ð	Ó®¸�Ù�´«·2Æ�Æx¾c¸x½c´;Á#²�¶	·	¿8À
�ò¯�lJlLi � E BcE 4` 2���65

D
�
D′ � -�� ��������� 


R
n * n > 3

*
ϕ : (0,∞) → (0,∞)

�T$C�z � /1
��98 �
:?�9; <1 	$	���	��; *  �� - 
��C����
 - "�;�8�:?�9;¡ 2��� - 
���8

(2.1)
5J+�-67 ���®��8 ��- � 7;- ��� - � - " <`�2
��

f : D → D′� - $C���;$ -67;- �C���	���?��$	��; �	���������
W 1,ϕ

loc

;'
���;������ ;�$	�	�«$	�2�
Kp(x, f)

� 7;- ��� - � - " <`�2
�� - � - ��$ - �����
������5�$ -

p
� � - �2 ���; �

p > n− 1
5

C
GLá�´;Å�¶c²�Þ	·2µIÞ2¸�»2¸�Å

B Ô á�´;»2¸x¾c¸�Á�´ Ö µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´ Á�Æ�¸xÑèº�´;Þ2¸�¹ x ∈ D,
Ù�½c¸¡´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸

f·2µ,¸�¸�º¡³2´�¾2¶	¼1Ð�½2·2ÂVÂV¸�»2¸�¶	Ä	·c²�¾�·
Jf (x) = ����� f ′(x) 6= 0.

à8²;µ,¸�º�·2µ Ò Þ	º�´¤µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´ B ³	»2¸x½��
Æ�º;²�Á;¾2¿	¸�º×Æ�´�á�´;Ð¬¶2¸Ná�´�¾c¸�¸NÞ2¸�µ�Æ�Þ2¸�º�¶2´�¸V´�á���¸x½2·	¶2¸�¶	·2¸Qá�´;»2¸x¾c¸�Á�Æ�¹	·'Ñòµ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á

Bl, l = 1, 2, . . . Òº;²�¹	·'Ñ¬Þ	º�´×´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿
fl = f |Bl

¿'Á;¾2¿�	Lº�Æ�¿�á;·'¾2·	³	Ó!·	Ä2¸�Á�¼\µ4·�Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µP²;µ4· Ò Æ�µ1À Ò ¶c²9�³	»	·2µ,¸�» Ò Á ô ü � Ò ¾c¸�µ,µP²¡ä'À ß'À ß õ À`f6¸�Å®´;Ù�»c²�¶	·	Þ2¸�¶	·	¿ ´�á��!¶2´�Æ�º�· Ò µ,´�ã«¶2´¡Æ�Þ	·	º;²�º�Ø Ò Þ	º�´¤µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á#²
Bl

³2´;³c²�»	¶2´©¶2¸¬³2¸�»2¸�Æ�¸�¹'²
	Lº�Æ�¿8ÀYGLá�´;Å�¶c²�Þ	·2µAº;²�¹	ã!¸�Þ2¸�»2¸�Å
B∗

´�Æ�º;²�Á�Ó®¸�¸�Æ�¿åµ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´éÁ�Æ�¸xÑ
º�´;Þ2¸�¹

x ∈ D,
Ù�½c¸

f
·2µ,¸�¸�º?³2´�¾2¶	¼1Ð¬½2·2ÂVÂV¸�»2¸�¶	Ä	·c²�¾ Ò ´�½2¶c²�¹�´ Ò f ′(x) = 0.WN´\º�¸�´;»2¸�µ,¸1ß'À Õ µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´ B0 := D\(B⋃B∗)

·2µ,¸�¸�ºJµ,¸�»	ÃNSV¸�á�¸�Ù�²`¶	Ã�¾2Ø2À4]P¾c¸x½c´;Á#²�º�¸x¾2Ø�¶2´ Ò³2´Vº�¸�´;»2¸�µ,¸ ,'À Õ Á¤ô ß(� õ ·2µ,¸�¸�µ Ò Þ	º�´ Hn−1(B0 ∩Sr) = 0
½	¾2¿

p
� ³2´;Þ	º�·¤Á�Æ�¸xÑ×Æ�ÂV¸�»

Sr := S(x0, r)
Æ

Ä2¸�¶	º�»2´�µòÁL³	»2´;·	Å�Á�´�¾2Ø�¶2´;Ð®º�´;Þ	¹�¸
x0 ∈ D,

Ù�½c¸��
p
� ³2´;Þ	º�·®Á�Æ�¸	�L´;³	»2¸x½c¸x¾2¿	¸�º�Æ�¿®ÁLÆ�µ4¼\Æx¾c¸

p
� µ,´�½2Ã�¾2¿

Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²¥³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�¸�Ð�À¤^�´;Ù�½�² Ò ÁòÆ�·'¾2Ãò¾c¸�µ,µ4¼ ,'À Õ Á©ô ß(� õ Ò Hn−1(B0 ∩ Sr) = 0
½	¾2¿ ³2´;Þ	º�·

Á�Æ�¸xÑ
r ∈ R

·®³2´JÆx¾c¸x½cÆ�º�Á�·�	 ß'À Õ ³2´�¾2Ã�Þc²;¸�µ Ò Þ	º�´ Hn−1(f(B0)∩S∗
r ) = 0

·
Hn−1(f(B∗)∩S∗

r ) = 0½	¾2¿¡³2´;Þ	º�·òÁ�Æ�¸xÑ
r ∈ R

Ò Ù�½c¸ S∗
r = f(Sr).à8²;µ,¸�º�·2µ Ò Þ	º�´¬º;²�¹	ã!¸ Hn−1(f(B0) ∩ S∗

r ) = 0
·
Hn−1(f(B∗) ∩ S∗

r ) = 0
½	¾2¿ ³2´;Þ	º�·©Á�Æ�¸xÑ

Æ�ÂV¸�»
Sr := S(x0, r)

Á Æ�µ4¼\Æx¾c¸
p
� µ,´�½2Ã�¾2¿éÆ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²ò³2´;Á�¸�»�Ñ'¶2´�Æ�º�¸�Ð�À � ¸�Ð2Æ�º�Á�·	º�¸x¾2Ø�¶2´ Ò ³	Ã�Æ�º�Ø

Γ0
d ³2´�½cÆ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á�´ Á�Æ�¸xÑèÆ�ÂV¸�»

Sr := S(x0, r),
½	¾2¿©¹�´;º�´;»	¼6Ñ©¾2·2á�´

Hn−1(f(B0) ∩ S∗
r ) > 0,¾2·2á�´

Hn−1(f(B∗)∩S∗
r ) > 0.

GLá�´;Å�¶c²�Þ	·2µéÞ2¸�»2¸�Å
R
µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�´®Á�Æ�¸xÑ

r ∈ R,
½	¾2¿×¹�´;º�´;»	¼6Ñ?¾2·2á�´

Hn−1(f(B0) ∩ S∗
r ) > 0,

¾2·2á�´
Hn−1(f(B∗) ∩ S∗

r ) > 0.
[ Æ�·'¾2Ã¬Æ�¹'²�Å�²�¶	¶2´;Ù�´¤Á�¼1Ó®¸ Ò m1(R) = 0.^�´;Ù�½�²�³2´�º�¸�´;»2¸�µ,¸ � Ã'á;·	¶	·

m(E) = 0,
Ù�½c¸

E = {x ∈ D : |x − x0| = r ∈ R}. � Ã�¶	¹	Ä	·	¿
ρ1 : Rn → [0,∞],

´;³	»2¸x½c¸x¾c¸�¶	¶c²�¿éÆ�·2µ4Á�´�¾c´�µ ∞ ³	»	·
x ∈ E

·©»c²�Á�¶c²�¿©¶	Ã�¾�	â¶c²¬´�Æ�º;²�Á�Ó®¸�µ,Æ�¿
µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á�¸ò´�á�´�á��®¸�¶	¶2´

p
� ½c´;³	Ã�Æ�º�·2µP² ½	¾2¿�Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á#²

Γ0
Àé^}²�¹	·2µT´�á;»c²�Å�´�µ Ò ³2´ Ô ,'À Õ  Ö Á ô ß(� õ

Mp(Γ0) 6
∫
E ρ

p
1dm(x) = 0,

º�À2¸�À Ò ½c¸�Ð2Æ�º�Á�·	º�¸x¾2Ø�¶2´ Ò Mp(Γ0) = 0
À

WN´Nº�¸�´;»2¸�µ,¸\HJ·	»2Æ�á;»c²�Ã�¶c² Ò Æ�µ1À2ô ü � Ò º�¸�´;»2¸�µP²Vß'À Õ �'À ó#ä õ Ò ¹'²�ã®½c´�¸`´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸ fl µ,´�ã!¸�º!á;¼1º�Ø³	»2´�½c´�¾2ã!¸�¶2´!½c´N¾2·	³	Ó!·	Ä2¸�Á�Æ�¹�´;Ù�´®´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿
f̃l : R

n → R
n,
¹�´;º�´;»2´�¸L³2´Vº�¸�´;»2¸�µ,¸Lb4²�½c¸�µP²�Ñ#¸��

»c²«d ]�º�¸�³c²�¶2´;Á#²
f̃l
½2·2ÂVÂV¸�»2¸�¶	Ä	·	»	Ã�¸�µ,´¤³2´;Þ	º�· Á�Æ
	6½2Ã¬Á

Rn,
Æ�µ1À}ô ü � Ò º�¸�´;»2¸�µP²¡ä'À Õ À � õ ÀJ[ Æ�·'¾2Ã¸x½2·	¶2Æ�º�Á�¸�¶	¶2´�Æ�º�·é²�³	³	»2´;¹�Æ�·2µP²�º�·	Á�¶2´;Ù�´¬½2·2ÂVÂV¸�»2¸�¶	Ä	·c²�¾�²¡Æ�µ1ÀCÁ�ô ü � Ò ³�À8ä'À Õ À ß õ Ò µ,´�ã«¶2´¬Æ�Þ	·	º;²�º�Ø ÒÞ	º�´«³	»	·¥Á�Æ�¸xÑ

x ∈ Bl
Á�¼1³2´�¾2¶2¸�¶2´?»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á�´

f̃l
′
(x) = f ′(x).WJÃ�Æ�º�Ø

Γ
´�á�´;Å�¶c²�Þc²;¸�º�Æ�¸�µ,¸�Ð2Æ�º�Á�´¬Á�Æ�¸xÑ�Æ�ÂV¸�»

Sr
Ò r ∈ (ε, ε0)

Ò ε0 < d0 = dist(x0, ∂D).
� ¾2¿

³	»2´;·	Å�Á�´�¾2Ø�¶2´;Ð ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	·
ρ∗ ∈ adm f(Γ),

º;²�¹�´;Ð�Þ	º�´
ρ∗ ≡ 0

Á�¶2¸
f(D) Ò ³2´�¾�²�Ù�²;¸�µ ρ ≡ 0

Á�¶2¸
D·¥¶c²

B0,
·

ρ(x) := ρ∗(f(x))‖f ′(x)‖ ³	»	·
x ∈ D \B0 = B ∪B∗.

b4²;Æ�Æ�Ã�ã®½�²�¿ ³2´;¹	Ã�Æ�´;Þ	¶2´©¶c² ¹'²�ã®½c´�µ
Bl
Ò l = 1, 2, . . . Ò Æ�´;Ù�¾�²;Æ�¶2´ ô ü � Ò »c²�Å�½c¸x¾ Õ À ��À � õ Ò ² º;²�¹	ã!¸·2Æ�³2´�¾2Ø�Å�Ã�¿®Ù�¸�´�µ,¸�º�»	·	Þ2¸�Æ�¹	·	Ð¤Æ�µ4¼\Æx¾?Á�¸x¾2·	Þ	·	¶	¼ ‖f ′(x)‖ ·«¸�¸1Æ�Á�¿'Å�ØNÆ�¿'¹�´�á;·c²�¶2´�µ©´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿ Ò



�;ß 3 ���	�2� - 
�� 5 � 5
Æ�µ1À Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò Æ�´�´;º�¶2´;Ó®¸�¶	·	¿ Ô ß'À ü Ö · Ô ß'À � Ö Á¬ô ü(� Ò Ù�¾�À�� Ò�� ß õ Ò ·2µ,¸�¸�µ Ò Þ	º�´

∫

Sr

ρn−1 dA =

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x))‖f ′(x)‖n−1 dA

=

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x)) · ‖f

′(x)‖n−1

dA∗
dA

· dA∗

dA
dA >

∫

Sr

ρn−1
∗ (f(x)) · dA∗

dA
dA

=

∫

S∗
r

ρn−1
∗ (y)dA∗ > 1

½	¾2¿ ³2´;Þ	º�· Á�Æ�¸xÑ
Sr,

· Ò Æx¾c¸x½c´;Á#²�º�¸x¾2Ø�¶2´ Ò ρ ∈ extp admΓ.
UNÆ�³2´�¾2Ø�Å�Ã�¿�Å�²;µ,¸�¶	Ã ³2¸�»2¸�µ,¸�¶	¶	¼6Ñ�¶c²

¹'²�ã®½c´�µ
Bl
Ò l = 1, 2, . . . ,

Æ�µ1À Ò ¶c²�³	»	·2µ,¸�» Ò ô ü � Ò º�¸�´;»2¸�µP²¥ä'À ß'À ü õ Ò Á�Á�·'½2Ã�Æ�Þ2¸�º�¶2´;Ð ²�½	½2·	º�·	Á�¶2´�Æ�º�··	¶	º�¸�Ù�»c²�¾�² Ò ³2´�¾2Ã�Þc²;¸�µ º;²�¹	ã!¸Q´;Ä2¸�¶	¹	Ã
∫

D

ρp(x)

Kp(x, f)
dm(x) 6

∫

f(D)

ρp∗(x) dm(x),

Þ	º�´«·¥Å�²�Á�¸�»	Ó«²;¸�º?½c´;¹'²�Å�²�º�¸x¾2Ø�Æ�º�Á�´	À
BhNj,¯;° %(''nck}¯ � E BcE�� 8 ��- � 7;- ��� - � - " <`�2
�� �L� - $C���;$	/\�Ý�C���	���?��$	�C���å


R
n * n > 3

* �	���������
W 1,α

loc

0#"��
α > n− 1

;'
���;������ ;¥$	�	�«$	�2�
Kp(x, f)

� 7;- ��� - � - " <`�2
�� - �ª�
p > n− 1

5
à8²;µ,¸�º�·2µ Ò Þ	º�´LÆ�´�´;º�Á�¸�º�Æ�º�Á�Ã�	��!·	Ð®³'¾c´�Æ�¹	·	Ð«Æx¾2Ã�Þc²�Ð®á;¼6¾®·	Å�Ã�Þ2¸�¶!ÁL»c²;á�´;º;²�Ñ¡ô ü� õ Ò ô ó Õ �#ó�ó õ Ò Ù�½c¸Ã�Æ�º;²�¶2´;Á;¾c¸�¶2´ Ò Þ	º�´¬¾�	Já�´;ÐèÙ�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ f

¹�´;¶2¸�Þ	¶2´;Ù�´ ·2Æ�¹'²�ã!¸�¶	·	¿é¶c²¬³'¾c´�Æ�¹�´�Æ�º�·�¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿
¶	·	ã«¶	·2µ

Q
� Ù�´�µ,¸�´�µ,´;»2ÂN·	Å�µ,´�µ1À

� E BcE��¥mc±}¯ /}±}i �©j,k
)	��k	
}¯#ncm$%('�� )�j,i�%(%�mcn +.-�j,k&/}i 0 hQm$2cm	j,¯#nciCE � ¾2¿?¶2¸�³	»2¸�»	¼1Á�¶2´
�
Ù�´?´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·	¿

f : D → R
n · x ∈ D ⊆ R

n Ò ³2´�¾c´�ã«·2µ

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x| . Ô � À Õ�Ö

æ ´;Á�´;»#¿'º Ò Þ	º�´¡´;º�´�á;»c²�ã!¸�¶	·2¸ f ¿'Á;¾2¿	¸�º�Æ�¿èê�È�ícÜ�ú�í2È«Û2Í2É2î®Í2ïcÜ�ð�ñ�Î Ò ¸�Æx¾2· L(x, f) < ∞ ½	¾2¿òÁ�Æ�¸xÑ
x ∈ D

À
WJÃ�Æ�º�Ø

Q : G → [0,∞]
d ·	Å�µ,¸�»	·2µP²�¿�ÂNÃ�¶	¹	Ä	·	¿8À � ¾2¿©¾�	Já�´;Ù�´�·	Å�µ,¸�»	·2µ,´;Ù�´ µ4¶2´�ã!¸�Æ�º�Á#²

E ⊂ R
n ´�á�´;Å�¶c²�Þ	·2µ

−
∫

E

Q(x) dm(x) =
1

m(E)

∫

E

Q(x) dm(x).

3�¯#m$-}¯�lLi � E BcE 4` 2���65
D
�
D′ � -�� ���������¤


R
n * n > 3

5 4\"��u��0 - � - �«�2� * ��� -
f : D → D′ �

7;- ��� - � - " <`�2
��å�\� - $C���;$	/\� �C���	���?��$	�C��� �	���������
W 1,ϕ

loc

*�7 ���
ϕ : (0,∞) → (0,∞)

� $C�z � /1
��!�
8�:?�9; <1 	$	���	��; *  �� - 
��C����
 - "�;�8�:?�9;¡ 2��� - 
���8

(2.1)
� * �#" - ���V� -67;-�* 0#"��

p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)

kp(x0) = lim sup
ε→0

(
−
∫

B(x0,ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

) p−n+1
n−1

<∞. Ô � À ß Ö
+�-67 ���

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 cn,p · k
1

p−n
p (x0) <∞, Ô � À ä Ö



� � - $C���;$ - ���	�	0��!���C��
 - �����ò�	������� - 
 � "��	���#��� 3P-���- �C��
�� �;ä
7 ���

cn,p
�Y0 - � - �«�C������5�$��9; � - $C������$C��� * 
���
��C� ;�:?�9; � - ��5�� -¤- �V"���
����u"�$ - ����� 0#" - ���x"���$C����
��

n�
p
5
C
b4²;Æ�Æ�µ,´;º�»	·2µ Æ�ÂV¸�»	·	Þ2¸�Æ�¹�´�¸ ¹�´�¾2Ø�Ä2´

R = R(x0, ε1, ε2)
Æ
0 < ε1 < ε2

º;²�¹�´�¸ Ò Þ	º�´
R(x0, ε1, ε2) ⊂ D

Àª^�´;Ù�½�²
E =

(
B (x0, ε2) , B (x0, ε1)

) d ¹�´�¾2Ø�Ä2¸�Á�´;Ðå¹�´;¶'½c¸�¶2Æ�²�º�´;» Á
D
·

fE =
(
fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)

) d ¹�´�¾2Ø�Ä2¸�Á�´;Ð�¹�´;¶'½c¸�¶2Æ�²�º�´;»òÁ
D′ ÀWJÃ�Æ�º�Ø

Γ∗ = ∆(fS1, fS2, fR)
Ò Ù�½c¸ Sj = S(x0, rj)

Ò j = 1, 2
ÀJ^�´;Ù�½�²¤Æ�´;Ù�¾�²;Æ�¶2´ Ô ó2À ä Ö Ò ·2µ,¸�¸�µ»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á�´

cap p
p−n+1

fE =M p
p−n+1

(Γ∗) . Ô � À ó Ö
WN´®¾c¸�µ,µ,¸Qü'À ä!³2´�¾2Ã�Þc²;¸�µ Ò Þ	º�´

cap p
p−n+1

fE 6




ε2∫

ε1

dr

‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1

(r)




− n−1
p−n+1

, Ô � À ü Ö

Ù�½c¸ ‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1

(r) =

(
∫

S(x0,r)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA

) p−n+1
n−1

.

à8²;µ,¸�º�·2µ Ò Þ	º�´

ε2 − ε1 =

ε2∫

ε1

‖Kp(x, f)‖
n−1
p
n−1

p−n+1

(r) · dr

‖Kp(x, f)‖
n−1
p
n−1

p−n+1

(r)

. Ô � À � Ö

WJ»	·2µ,¸�¶	¿'¿¥º�¸�´;»2¸�µ4Ã � Ã'á;·	¶	·¬·¬¶2¸�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á�´ æ��¸x¾2Ø;½c¸�»c²×Æ q = p
p−n+1

Ò q′ = p
n−1

Ò ·2µ,¸�¸�µ



ε2∫

ε1

dr

‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1

(r)




− n−1
p−n+1

6
1

(ε2 − ε1)
p

p−n+1

∫

R

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) . Ô � À � Ö
HN´�µ,á;·	¶	·	»	Ã�¿¬¶2¸�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á#² Ô � À � Ö · Ô � À ü Ö Ò ³2´�¾2Ã�Þ	·2µ

cap p
p−n+1

fE 6
1

(ε2 − ε1)
p

p−n+1

∫

R

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) . Ô � À  Ö
� ²�¾c¸�¸ Ò Á�¼\á;·	»c²�¿ ε1 = 2ε

·
ε2 = 4ε Ò ³2´�¾2Ã�Þ	·2µ

cap p
p−n+1

(fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)) 6
1

(2ε)
p

p−n+1

∫

B(x0,4ε)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) . Ô � À , Ö
] ½2»	Ã�Ù�´;ÐòÆ�º�´;»2´;¶	¼ Ò Á?Æ�·'¾2Ã¡¶2¸�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á#² Ô ó2À ó Ö Á�¼1º�¸�¹'²;¸�º¤´;Ä2¸�¶	¹'²

cap p
p−n+1

(fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)) > c1 [m(fB(x0, 2ε))]
n(p−n+1)−p
n(p−n+1) , Ô � À Õ � Ö

Ù�½c¸
c1
d ³2´�¾c´�ã«·	º�¸x¾2Ø�¶c²�¿�¹�´;¶2Æ�º;²�¶	º;² Ò Å�²�Á�·2Æ�¿��«²�¿èº�´�¾2Ø�¹�´�´;º�»c²�Å�µ,¸�»	¶2´�Æ�º�·�³	»2´�Æ�º�»c²�¶2Æ�º�Á#² n·

p.HN´�µ,á;·	¶	·	»	Ã�¿ Ô � À , Ö · Ô � À Õ � Ö Ò ³2´�¾2Ã�Þc²;¸�µ Ò Þ	º�´

m(fB(x0, 2ε))

m(B(x0, 2ε))
6 c2

[
−
∫

B(x0 ,4ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

] n(p−n+1)
n(p−n+1)−p

, Ô � À Õ�Õ�Ö



��ó 3 ���	�2� - 
�� 5 � 5
Ù�½c¸

c2
d ³2´�¾c´�ã«·	º�¸x¾2Ø�¶c²�¿ò³2´�Æ�º�´�¿'¶	¶c²�¿òÅ�²�Á�·2Æ�¿��«²�¿¥º�´�¾2Ø�¹�´×´;º

n
·
p
À

� ²�¾c¸�¸ Ò Á�¼\á;·	»c²�¿¥Á Ô � À  Ö ε1 = ε
·
ε2 = 2ε Ò ³2´�¾2Ã�Þ	·2µ

cap p
p−n+1

(fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)) 6
1

ε
p

p−n+1

∫

B(x0,2ε)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) . Ô � À Õ ß Ö
] ½2»	Ã�Ù�´;Ð¬Æ�º�´;»2´;¶	¼ Ò Á×Æ�·'¾2Ã¤¶2¸�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á#² Ô ó2À ü Ö Ò ³2´�¾2Ã�Þc²;¸�µ

cap p
p−n+1

(fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)) >

(
c3

d
p

p−n+1 (fB(x0, ε))

m1−n+ p
p−n+1 (fB(x0, 2ε))

) 1
n−1

, Ô � À Õ ä Ö
Ù�½c¸

c3
d ³2´�¾c´�ã«·	º�¸x¾2Ø�¶c²�¿ò¹�´;¶2Æ�º;²�¶	º;² Ò Å�²�Á�·2Æ�¿��«²�¿¥º�´�¾2Ø�¹�´×´;º n · p.HN´�µ,á;·	¶	·	»	Ã�¿ Ô � À Õ ß Ö · Ô � À Õ ä Ö Ò ³2´�¾2Ã�Þc²;¸�µ Ò Þ	º�´

d(fB(x0, ε))

ε
6 c4

(
m(fB(x0, 2ε))

m(B(x0, 2ε))

)i1
(
−
∫

B(x0 ,2ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

)i2

, Ô � À Õ ó Ö
Ù�½c¸

i1 =
(1− n)(p− n+ 1) + p

p
, i2 =

(n− 1)(p− n+ 1)

p·
c4
d ³2´�¾c´�ã«·	º�¸x¾2Ø�¶c²�¿�¹�´;¶2Æ�º;²�¶	º;² Ò Å�²�Á�·2Æ�¿��«²�¿¬º�´�¾2Ø�¹�´?´;º n · p.
��º;²?´;Ä2¸�¶	¹'²®Á�µ,¸�Æ�º�¸QÆ Ô � À Õ�Õ�Ö ½�²;¸�º?¶2¸�»c²�Á�¸�¶2Æ�º�Á�´

d(fB(x0, ε))

ε
6 c5

(
−
∫

B(x0 ,4ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

)j1

×
(
−
∫

B(x0,2ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x)

)j2

, Ô � À Õ ü Ö
Ù�½c¸

j1 =
n ((1− n)(p− n+ 1) + p) (p− n+ 1)

p (n(p− n+ 1)− p)
, j2 =

(n− 1)(p− n+ 1)

p·
c5
d ³2´�¾c´�ã«·	º�¸x¾2Ø�¶c²�¿�¹�´;¶2Æ�º;²�¶	º;² Ò Å�²�Á�·2Æ�¿��«²�¿¬º�´�¾2Ø�¹�´?´;º n · p.WN¸�»2¸xÑ#´�½2¿¬¹¬Á�¸�»�Ñ'¶2¸�µ4Ã¡³	»2¸x½c¸x¾2Ã¡³	»	·

ε→ 0 Ò ³2´�¾2Ã�Þc²;¸�µ

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 lim sup
ε→0

d(fB(x0, ε))

ε
6 c · [kp(x0)]

1
p−n ,

Ù�½c¸
c
d ³2´�¾c´�ã«·	º�¸x¾2Ø�¶c²�¿ò³2´�Æ�º�´�¿'¶	¶c²�¿ Ò Å�²�Á�·2Æ�¿��«²�¿¬º�´�¾2Ø�¹�´×´;º n · p À BhNj,¯;° %(''nck}¯ � E " E 4` 2���65

D
�
D′ � -�� ����������


R
n * n > 3

5 4\"��u��0 - � - �«�2� * ��� -
f : D →

D′ � 7;- ��� - � - " <`�2
������ - $C���;$	/\�©�C���	���?��$	�C���©�	��������� W 1,ϕ
loc

�, 2��� - 
��C���
(2.1)

� * �#" - ���`� -67;-�*
0#"��

p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)

lim sup
ε→0

−
∫

B(x0,ε)
[Kp(x, f)]

n−1
p−n+1 dm(x) <∞ (∀x0 ∈ D). Ô � À Õ � Ö

+�-67 ��� 7;- ��� - � - " <`�2
��
f
;'
���;������ ;¥� - $C���;$ - �	�	0��!���C��
�/\� 5

�������
	��
�
�
��� � ���}[éÆ�´�´;º�Á�¸�º�Æ�º�Á�·	·¤Æ�¾c¸�µ,µ,´;Ð Õ �'À � Á«ô ß(� õ ¹�´;¶2¸�Þ	¶2´J¾2·	³	Ó!·	Ä2¸�Á�¼\¸\´;º�´�á;»c²�ã!¸��¶	·	¿«´�á�¾�²�½�²
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