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D ÂÄÃ�Å2Æ	Ç	Æ	È	Ç	É1ÊAË	Ì ¾�Í Ç�ÎmË�Ï�Ð6Ñ'Ò�Ã�Ë ¿ Ç2Ï;ÊÓÑ'Ò�Ï ¿ Ë�Ï ¿�À Æ�Ô T ÂÄÃ Í Ï Í Ì�Î�Ç	Æ	Õ�Î'Ô H(D) ÂgÐ6Ç2Ï�Ö× Ã ¿�À�Ø Ï Ø�¿ Ã�ÙAÎ�Ç�Î�Ò2Æ À Æ	È2Ã ¿ Ë	Æ'Ù Ø D Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Ê�Ô Zf ÂgÐ6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø ÏZÇ ¾ Ò�Ã�Ê À Ï × Å�Ã ¿�À�Ø Ã�Ç	Ç2ÏbÏ À Ò2Æ	È	Ç2Ï;ÊÏ À Ç ¾ Ò2Û�Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ f ∈ H(D) Ô E = {eiτk}m−1
k=0 Â m

À Ï;È2Ã�Ë·Ç�ÎÓÃ�Å2Æ	Ç	Æ	È	Ç2Ï;Ê�Ï;Ë	Ì ¾ × Ç2Ï ¿�À Æ�Ü LRÝ Ï�ÖÞ Ç�Î�È	Æ2Ð ρ(z,E) = dist(z,E) ÂßÌ�Î ¿�¿�À Ï�Û'Ç	Æ2Ã!Ï À Ñ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ï�Ò Á Ç2Ï;Ê À Ï;È	Ë	Æ z ∈ D Å�ÏAÐ6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Î E ÜQ Î ¿�¿ Ð,Ï À Ì	Æ2ÐàË'Ò�Î ¿�¿

Hϕ(E) =

{
f ∈ H(D) : ln |f(z)| 6 cfϕ

(
1

ρ(z,E)

)
, z ∈ D

}
,

Í Å�Ã ϕ ÂáÐ,Ï;Ç2Ï À Ï;Ç	Ç2Ï Ø Ï Þ Ì�Î ¿�À Î�âRãäÎ�ÛwÑ2Ï�Ò�Ï × Æ À Ã�Ò Á Ç�Î�Û�Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	ÛåÇ�Î R+ ÜY Å�Ã ¿�Á Æ Ø Å�Î�Ò Á Ç2Ã�Ê	æçÃ�Ð1ÔrÃ ¿ Ò2ÆèÇ2ÃáÏ Í Ï Ø Ï;Ì2Ã�Ç2ÏéÆ	Ç2Ï�Ã�ÔrÐ6É Ý ¾ Å�Ã�ÐêÏ Ý Ï Þ Ç�Î�È�Î À�Á È2Ã�Ì2Ã Þ
C, c, c1, . . . , cn(α, β, . . .) Ñ2Ï�Ò�Ï × Æ À Ã�Ò Á Ç	ÉdÃ!Ë�Ï;Ç ¿�À Î�Ç À ÉZÔ Þ Î Ø Æ ¿ Û'ã!Æ2ÃbÏ À α, β, . . .] À Ï�Ð ¿ Ò ¾ È�Î;Ã�Ô�Ë�Ï Í Å�Î E ¿ Ï ¿�À Ï;Æ À Æ Þ Ï�Å2Ç2Ï;Ê À Ï;È	Ë	Æ�Ô ϕ(t) = tq Ô 0 < q < 1 Ô�Ñ2Ï�Ò2Ç2Ï�ÃAÏ;Ñ	Æ ¿ Î�Ö
Ç	Æ2Ã!Ë�Ï;Ì	Ç2Ã Ø É8Ù�Ð6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Ë'Ò�Î ¿�¿ Î Hϕ(E)

Ý É8Ò�ÏåÑ2Ï�Ò ¾ È2Ã�Ç2Ï Ø Ì�Î Ý Ï À Î�Ù ` Ü ` Ü h × Ì Ý Î�æ!Û'Ç�Î·ëíì�îºÔM Ü�ïðÎ�Ñ	Æ	Ì2ÏåÆ O Ü�ïkÆ'Ò	Å ¿ Î·ë ñ�îºÜ ]NÝ Ã ¿ Ë�Ï;Ç2Ã�È	Ç2Ï�Ð ¿ Ò ¾ È�Î;Ã�Ô�Ë�Ï Í Å�Î E = T Ô ϕ(t) = ln t Ì2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î À
Ï;Ë�Ï;Ç	È�Î À Ã�Ò Á Ç2Ï Í ÏÓÙ�Î�Ì�Î�Ë À Ã�Ì�Î Ý É8Ò¼Ñ2Ï�Ò ¾ È2Ã�Ç S Ü f Ã�Ê	Ñ2Ï�ÐÄò ¿ Ð1Ü�ë ó�îõô�Ü ½ Ï�Ò2Ç2Ï�ÃbÏ;Ñ	Æ ¿ Î�Ç	Æ2ÃZË�Ï;Ì	Ç2Ã Ø É8Ù
Ð6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Æ·ÚbÎ�Ë À Ï;Ì	Æ Þ Î�Õ	Æ2Ï;Ç	Ç2Ï�ÃäÑ	Ì2Ã�Å ¿�À Î Ø Ò�Ã�Ç	Æ2ÃäË'Ò�Î ¿�¿ Î Hϕ(E) Ô E = T Ô Øå¿ Ò ¾ È�Î;Ã Ý Ï�Ò�Ã�ÃçÏ Ý Ö
ã!Æ'Ù Ø Ã ¿ Ï Ø Ñ2Ï�Ò ¾ È2Ã�Ç2Ï¼Ã�ãçÃ Ø�ö�÷ ÖøÙ Í�Í Ü q Ü O Ü�ïðÎ;Ð,Ï�Û'Ç2Ï�Ðáò ¿ Ð1Ü·ë ù�ú'û�îõô�Ü ½ Ì	Æ Ø Ã�Å�Ã�ÐNÇ2Ã�Ë�Ï À Ï;Ì	ÉdÃ
Ì2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î À ÉÄÆ ÞUü À Æ'Ù¹Ì�Î Ý Ï À Ü½P¾�¿�À�Á

ϕ(x) ÂýÐ,Ï;Ç2Ï À Ï;Ç	Ç2Ï Ø Ï Þ Ì�Î ¿�À Î�âRãäÎ�Û_Ñ2Ï�Ò�Ï × Æ À Ã�Ò Á Ç�Î�ÛþÚ ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Û9Ô ϕ ∈ C(1)(1,+∞) ÔÀ Î�Ë'Î�Û9Ô2È À Ï
lim

x→+∞

ϕ′(x)x

ϕ(x)
= βϕ, lim

x→+∞

ϕ′(x)x

ϕ(x)
= αϕ, (1)

Æ 1 < βϕ 6 αϕ < +∞ Üf Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ Ø É ¿ Ò�Ã�Å ¾ âRã!Æ2Ã ¾�À�Ø Ã�Ì × Å�Ã�Ç	Æ	Û9ÿ
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∆k,l =
{
1− 1

2k
6 |z| < 1− 1

2k+1 ,
πl
2k

6 arg z < π(l+1)
2k

} � "���
����E��$	�E�
>j�E��$	� �����	$	���;$ -��;- �#"2 � � *

k = 0, 1, 2, . . . , l = −2k, . . . , 2k − 1
*
Z = {zk}+∞

k=1

� 0 - ���E��� - 
����
�����	��$ - �����¹� - �����w�2


D
*
nk,l

� �;�E��� - � - ����� {zk}

ä0#"	�	� -  �;- �	��$	�	�2�

∆k,l
7d+�-�� ���»���E���2 	���!�E�

 E��
'��"	�b����$	�	�»"���
�$ - ���	�	��$	/! 
1. Z = Zf

���	�
f ∈ Hϕ(T)

*
2. nk,l 6 cϕ(2k)

*
k = 1, 2, . . . , l = −2k, . . . , 2k − 1

7
��
#|���
�{Ry#"»G$�m 2�����

ψ(x)
� � - $ - � - $	$ -  %��/1
��&���A�&�'�1 	$	�	�	�	�o$�� 0 - �� - ���

(0,+∞)
*

�����	�&� ��� -
lim

x→+∞
ψ(x) = 0

*
ϕ(x)

� � - $ - � - $	$ - 
 - 
�"��������&���A�&� 0 - � - �ä�E�����	��$��&�(�1 	$	�	�	�	� *
ϕ ∈ C(1)(1,+∞)

*  �� - 
��E����
 - "	�����A�&�» 2��� - 
��	�	�
(1)
7m+�-�� ���A���E���2 	���!�E�� E��
'��"	�b����$	�	�Ó"���
�$ - �

���	�	��$	/! 
1.
?ä�	� 0#" - �2
�
 - �	��$ - �r0 - ���E��� - 
��������	��$ - ����� {zk}+∞

k=1 = Zf
*
f ∈ Hϕ(T)

* �)� - ���E���*�þ"	���
∑+∞

k=1 ψ
(

1
1−|zk|

)
< +∞ +

2.
∫ +∞
1 ψ(x)ϕ(x) dx < +∞ 7

] Å�Î�Ò Á Ç2Ã�Ê	æçÃ�ÐàÅ	Ò2Û ¿ Ò ¾ È�Î�Û9Ô�Ë�Ï Í Å�Î E ⊂ T Â Ë�Ï;Ç2Ã�È	Ç2Ï�ÃçÐ6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Ï À Ï;È2Ã�Ë�Ç�ÎÓÃ�Å2Æ	Ç	Æ	È	Ç2Ï;Ê
Ï;Ë	Ì ¾ × Ç2Ï ¿�À Æ�Ô Ø Ì�Î Ý Ï À ÃAë ,�î Ý É8Ò�Ï ¾�¿�À Î�Ç2Ï Ø Ò�Ã�Ç2Ï ¿ Ò�Ã�Å ¾ âRãçÃ�Ã ¾�À�Ø Ã�Ì × Å�Ã�Ç	Æ2Ã�ÿ��
#|���
�{Ry.-»G�/8���	�

f ∈ Hϕ(E)
*
ϕ(t) = tq

*
q > 0

* {zk}+∞
k=1

� 0 - ���E��� - 
��������	��$ - �����w$� ��E���
�1 	$	�	�	�	�

f
* � - �)� - ���E���*�å"	���0 

+∞∑

k=1

(ρ(zk, E))(q−1+ε)+(1− |zk|) < +∞,

� ���
ε
� ��� - �	�ç �;- ��$ - ����� - �m0 - � - �ä�E�����	��$ - �ä�;�E��� -�*

x+ = max(x, 0)
7

] Ç2Ã�Å�Î Ø Ç	Æ'ÙåÌ�Î Ý Ï À Î�Ù l Ü i Ï�Ò2Æ	Ç ¿ Ë�Ï Í Ï	Ô f Ü S ¾ Ñ	Æ	Ç�Î'Ô f Ü q Î Ø Ï;Ì2Ï Ø Î'Ô l Ü Q Î�Å2È2Ã�Ç	Ë�ÏAÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å2Ç	Æ	Ê
Ì2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î À Ý É8ÒþÏ Ý Ï Ý ãçÃ�Ç Ø Ì�Î Þ Ò2Æ	È	Ç	É8ÙuÇ�Î�Ñ	Ì�Î Ø Ò�Ã�Ç	Æ	Û�Ù ò ¿ Ð1Ü�ë ö ú�ì�ì�îõô�Ü ½ Ï�Å�Ï Ý Ç	ÉdÃåÌ2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î À É
Æ2Ð,Ã�â À Ì#Û�Å Ø Î × Ç	É8Ù·Ñ	Ì	Æ'Ò�Ï × Ã�Ç	Æ	Ê Ø¹À Ã�Ï;Ì	Æ	Æ_Ï;Ñ2Ã�Ì�Î À Ï;Ì2Ï Ø Ô À Ã�Ï;Ì	Æ	ÆuÎ�Ñ	Ñ	Ì2Ï;Ë ¿ Æ2ÐWÎ�Õ	Æ	ÆuÆ·Å2Ì ¾�Í Æ'Ù
Ì�Î Þ Å�Ã�Ò�Î�Ù�Ë�Ï�Ð6Ñ'Ò�Ã�Ë ¿ Ç2Ï Í ÏåÆ·Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ2Ï;Ç�Î�Ò Á Ç2Ï Í Ï¹Î�Ç�Î�Ò2Æ Þ Î·ò ¿ Ð1Ü À Î;Ð × Ã�ô�Ü ] È�Î ¿�À Ç2Ï ¿�À Æ�Ô Ø Ì�Î Ý Ï�ÖÀ Ã¹ëíì�ì�îºÔ�Î Ø�À Ï;Ì	ÉaÑ2Ï�Ò ¾ È	Æ'Ò2ÆuÎ�Ç�Î�Ò�Ï Í Ç2Ã�Ï Ý Ù#Ï�Å2Æ2Ð,Ï Í Ï ¾�¿ Ò�Ï Ø Æ	Û Ø¹À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð,Ã21NÅ	Ò2Û·Ë'Ò�Î ¿�¿ Î Hϕ(E) ÜL Å2Ç�Î�Ë�Ï!Ñ2Ï�Ò2Ç2Ï Í ÏçÏ;Ñ	Æ ¿ Î�Ç	Æ	Û»Ë�Ï;Ì	Ç2Ã Ø É8ÙåÐ6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Ë'Ò�Î ¿�¿ Î Hϕ(E) Å�Ï ¿ Æ'ÙAÑ2Ï;Ì»Ç2Ã Ý É8Ò�ÏbÑ2Ï�Ò ¾ È2Ã�Ö
Ç2Ï	Ü \ Î;Ð6Æ·Å	Ò2Û ¿ Ò ¾ È�Î�Û·Ë�Ï;Ç2Ã�È	Ç2Ï Í ÏwÐ6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Î E = {eiτk}m−1

k=0 ⊂ T
¾�¿�À Î�Ç2Ï Ø Ò�Ã�Ç	É ¿ Ò�Ã�Å ¾ âRã!Æ2Ã

Ì2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î À ÉZÿ��
#|���
�{Ry D�G3�m 2�����
ϕ
� � - $ - � - $	$ - 
 - 
�"��������&���A�&�Ä0 - � - �ä�E�����	��$��&�4�1 	$	�	�	�	� *

ϕ ∈
C(1)(1,+∞)

* �����	�&� * ��� -
lim

x→+∞

ϕ′(x)x

ϕ(x)
= αϕ. (2)

/8���	�
f ∈ Hϕ(E)

�
Zf = {zn}+∞

n=1

* � - ���	�å�	�!� -��;-
R > 1

��0#"���
'�����	�	
�� - �E��$	�	�

∑

1
R
6ρ(zn,E)62

(1− |zn|2) 6 cf

(
ϕ(R)

R
+

R∫

1

ϕ(x)

x2
dx

)
. (3)

� ��"�����$ -�*
� ô �����	� αϕ /∈ Z+

* {zn}+∞
n=1

� 0#" - �2
�
 - �	��$��&�»0 - ���E��� - 
��������	��$ - �����å� - �����»�2

D
*  �� - 
��E����
 - �

"	�����A�&�Ó 2��� - 
��	�
(3)
*



û�û � ��� - �'$�� 7��ç7 *��W- ���	� - 
��$/ 7��E7
� ô �����	� αϕ ∈ Z+ \ {1} * {zn}+∞

n=1

� 0#" - �2
�
 - �	��$��&��0 - ���E��� - 
��������	��$ - ������� - �������2

D
*  �� - �


��E����
 - "	�����A�&�w$���"	���2 ��8 2��� - 
��E���
(3)

 2��� - 
��	�

sup
06k6m−1

∣∣∣∣∣
∑

1
R
6ρ(zn,E)62

(
i
eiτk + zn
eiτk − zn

)−αϕ
∣∣∣∣∣ 6M, M > 0,

0#"��������
sup
x>1

xαϕ

ϕ(x)
< +∞,

� - �ä$ - 0 - ����" - �E��� �1 	$	�	�	�	�
g ∈ Hϕ(E)

* $� ��	�_� - � - " - �à� - 
�0������&�b���A� - �;�	���6� 0 - ���E��� - 
����
�����	��$ - ����� {zn}+∞

n=1

7
L À Ð,Ã À Æ2Ð1Ô	È À Ï À Ì2Ã Ý Ï Ø Î�Ç	Æ2Ã Í Ò�Î�Å2Ë�Ï ¿�À Æ¼Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ ϕ Ç�Î (1,+∞) Ð,Ï × Ç2Ï Þ Î;Ð,Ã�Ç	Æ À�Á Ç�Î ¾�¿ Ò�Ï�ÖØ Æ2Ã ϕ ∈ C(1)(a,+∞) Ô Í Å�Ã a ÂßÑ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ï�Ò Á Ç2Ï�ÃUÅ�Ï ¿�À Î À Ï;È	Ç2Ï Ý Ï�Ò Á æçÏ�ÃUÑ2Ï�Ò�Ï × Æ À Ã�Ò Á Ç2Ï�ÃbÈ	Æ ¿ Ò�Ï	Ü��
#|���
�{Ry
	EG3�m 2�����

ϕ
� � - $ - � - $	$ - 
 - 
�"��������&���A�&�Ä0 - � - �ä�E�����	��$��&�4�1 	$	�	�	�	� *

ϕ ∈
C(1)(1,+∞)

7m5 �E���2 	���!�E�1 E��
'��"	�b����$	�	�»"���
�$ - ���	�	��$	/! 
1.
?ä�	�u�	�!� - �u0 - ���E��� - 
��������	��$ - ����� {zn}+∞

n=1 = Zf
*
f ∈ Hϕ(E)

* 
�/10 - �	$	�������*�_ 2��� - 
��E�
���	���!�2� * � 7 � 7

+∞∑

n=1

(1− |zn|) < +∞,

2.
�1 	$	�	�	�	�

ϕ
 �� - 
��E����
 - "	�����Z 2��� - 
��	�

+∞∫

1

ϕ(x)

x2
dx < +∞. (4)

��
#|���
�{Ry I9G3�m 2�����
ϕ
� � - $ - � - $	$ - 
 - 
�"��������&���A�&�Ä0 - � - �ä�E�����	��$��&�4�1 	$	�	�	�	� *

ϕ ∈
C(1)(1,+∞)

* �����	�&� * ��� -
αϕ > 1

*
f ∈ Hϕ(E)

* {zn}+∞
n=1 = Zf

*
ψ(x) ↓ 0

*
x → 0+

*
ψ ∈ C(1)(0,+∞)

* �¹0#"���
�� - �

lim
R→+∞

ψ

(
1

R

)
ϕ(R)

R
< +∞.

+�-�� ��� * �����	� +∞∫
1

ψ′
(
1
x

) ϕ(x)
x3 dx < +∞ * � -

+∞∑

k=1

ψ(ρ(zk , E))(1 − |zk|) < +∞. (5)

� ��"�����$ -�* �����	� ∫ +∞
1 ψ′

(
1
x

) ϕ(x)
x3 dx = +∞ * � - � - �ä$ - 
 �'
�$ - � 
��#���m0 - ����" - �E��� �1 	$	�	�	�	�

g ∈ Hϕ(E)
*
g 6≡ 0

* ������ 	�ß��� -
g(zk) = 0

*
k = 1, 2, . . . ,

���	�å� - � - " - �¹"	���
(5)

"����)� - ���E���*� 7
���������������������»V ¿ Ò2Æ Ø ÚZÏ;Ì2Ð ¾ Ò2Æ	Ì2Ï Ø Ë�Ã À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð6ÉáóåÑ2Ï�Ò�Ï × Æ À�Á 0 < αϕ < 1 Ô À Ï¹Ì#Û�Årò 
�ôÝ ¾ Å�Ã ÀA¿ Ù#Ï�Å2Æ À�Á�¿ ÛwÅ�Î × Ã ØäÀ Ï�Ð ¿ Ò ¾ È�Î;Ã�Ô	Ë�Ï Í Å�Î ψ(x) > δ > 0 Ô x ∈ R+ ò ¿ Ð1ÜíÔ	Ç�Î�Ñ	Ì	Æ2Ð,Ã�Ì�Ô�ë ù;îõô�Ü L À Ö

Ð,Ã À Æ2Ð À Î�Ë × Ã�Ô	È À ÏçÐ,Ã À Ï�Å¹Å�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø Î À Ã�Ï;Ì2Ã�Ðrì�ú'ó ¿�¾ ãçÃ ¿�À�Ø Ã�Ç	Ç2ÏçÏ À Ò2Æ	È�Î;Ã À�¿ Û¼Ï À Ð,Ã À Ï�Å�Ï Ø Ô
Æ ¿ Ñ2Ï�Ò Á Þ ¾ Ã�Ð6É8Ù ØÓ¿�À Î À�Á Û�Ù_ë ,�ú�ì�ì�îºÔ2Æ Ø Ñ2Ã�Ì Ø ÉdÃ Ý É8Ò¼Ñ	Ì	Æ2Ð,Ã�Ç2Ã�Ç�Ñ2Ã�Ì Ø ÉdÐ Î Ø�À Ï;Ì2Ï�Ð Ø Ì�Î Ý Ï À Î�Ù_ëíì�ñ'Ô
ì�ó�îºÜ ����������������� �!�gX Ç À Ã�Ì2Ã ¿ Ç2Ï ¿ Ì�Î Ø Ç	Æ À�Á Ì2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î ÀþÀ Ã�Ï;Ì2Ã�Ð6Ééñ�Å	Ò2Û ¿ Ò ¾ È�Î�ÛàÇ ¾ Ò�Ã�Ê�ÔdÌ�Î ¿ Ö
Ñ2Ï�Ò�Ï × Ã�Ç	Ç	É8Ù Ç�ÎuÌ�Î�Å2Æ ¾�¿ Ã (0, 1) Ã�Å2Æ	Ç	Æ	È	Ç2Ï Í ÏþË	Ì ¾�Í Î'Ô ¿ Ï ¿ Ò�Ã�Å ¾ âRãçÃ�Ê À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð,Ï;Ê M Ã�Ê2ÐWÎ�Ç�Î_ÂS Ï;Ì2Ã�Ç Ý Ò2âPÐWÎ¼ò ¿ Ð1Ü�ëíì�ù;îõô�Ü



� � - "�$E��
�/��¼�6$ - �A������
���� - ��$ -��;- �	���������A��$����	�E�����������	���w
A�#"2 � ���1 	$	�	�	�	� û ,
��
#|���
�{RyN��G �m 2�����

ϕ
� � - $ - � - $	$ - 
 - 
�"��������&���A�&� 0 - � - �ä�E�����	��$��&� �1 	$	�	�	�	�_$��

R+
7

5 �E���2 	���!�E�1 E��
'��"	�b����$	�	�»"���
�$ - ���	�	��$	/! 
1.
?ä�	�¹�	�!� - �¼0 - ���E��� - 
��������	��$ - ����� {rn}+∞

n=1 = Zf
*
f ∈ Hϕ(T)

*
rn > 0

*
n ∈ N,


�/10 - �	$	� �
�����*�» 2��� - 
��E� ���	���!�2�� 

+∞∑

n=1

(1− rn) < +∞,

2.
�1 	$	�	�	�	�

ϕ
 �� - 
��E����
 - "	�����b 2��� - 
��	�

+∞∫

1

(
ϕ(x)

x3

) 1
2

dx < +∞. (6)

X Þ ¿ Ù#Ï�Å2Æ2Ð,Ï ¿�À Æ¹Æ	Ç À Ã Í Ì�Î�Ò�Î»òøû�ô ¿ Ò�Ã�Å ¾ Ã Àç¿ Ù#Ï�Å2Æ2Ð,Ï ¿�À�Á Æ	Ç À Ã Í Ì�Î�Ò�Îåò ù�ô�Ô�Ç2ÏbÏ Ý Ì�Î À Ç2Ï�ÃRÇ2Ã Ø Ã�Ì	Ç2Ï	Ü\ Î ü À Ï ¾ Ë'Î Þ É Ø Î;Ã À Ñ	Ì	Æ2Ð,Ã�Ì�Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ ϕ(x) = x
(ln 2x)2

, x > 1 Üh Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø ÏaÏ ¿ Ç2Ï Ø Ç	É8ÙCÌ2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î À Ï Ø Ï;Ñ	Æ	Ì�Î;Ã À�¿ ÛßÇ�Î ¿ Ò�Ã�Å ¾ âRã!Æ2Ã Ø�¿ Ñ2Ï�Ð,Ï Í Î À Ã�Ò Á Ç	ÉdÃ¾�À�Ø Ã�Ì × Å�Ã�Ç	Æ	Û9Ü
� 
�{P{RyND�G �m 2�����

w = ρeiθ = i e
iτ0+z
eiτ0−z

� � - $%� - "E�6$ - � - � - ��"����A��$	�E�å�����	$	���;$ -��;- �#"2 � �
$��ç
'��"��'$	���k0 - �� 	0	� - ��� - �����

C+
* � ���

0 6 τ0 6 2π
7Z+�-�� ���A0#"��¼
'��� �

0 < θ < π
*
1 6 ρ < +∞��0#"���
'�����	�	
�/ - �E��$	�	�  

sin θ

ρ
6 1− |z|2 6 4 sin θ

ρ
, (7)

1

ρ
6 |eiτ0 − z| 6 2

ρ
. (8)

C
½ Ï ¿ Ë�Ï�Ò Á Ë ¾ w = ρeiθ = i e

iτ0+z
eiτ0−z

Ô À Ï z = eiτ0 1+iw
1−iw Ô	Ï À Ë ¾ Å�Î

1− |z|2 =
4ρ sin θ

1 + 2ρ sin θ + ρ2
=

4 sin θ

ρ

1(
1
ρ2

+ 2 sin θ
ρ + 1

) .

p È	Æ À É Ø Î�Û9Ô	È À Ï 1 6 ρ < +∞ Æ sin θ > 0 Ô	Ñ2Ï�Ò ¾ È�Î;Ã�Ð1ÿ
1 6

1

ρ2
+

2 sin θ

ρ
+ 1 6 1 + 2 sin θ + 1 6 4,

Ï À Ë ¾ Å�ÎbÇ2Ã�Ñ2Ï ¿ Ì2Ã�Å ¿�À�Ø Ã�Ç	Ç2Ï ¿ Ò�Ã�Å ¾ Ã À Ç2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Ï¼ò ,�ô�Ü ½ Ï ¿ Ë�Ï�Ò Á Ë ¾ w = ρeiθ = i e
iτ0+z
eiτ0−z

Ô À Ï eiτ0 −
z = 2

1−iw Ü h Î�Ò�Ã�Ã�Ô
|1− z| = 2

|1 + ρ sin θ − iρ cos θ| =
2

ρ

1√
1
ρ2 + 2 sin θ

ρ + 1
,

Ï À Ë ¾ Å�Î'Ô ¿ Ç2Ï Ø Î ¾ È	Æ À É Ø Î�Û9Ô	È À Ï 1 6 ρ < +∞ Æ sin θ > 0 Ô	Ñ2Ï�Ò ¾ È	Æ2ÐþÇ2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Ï�ò ö ô�Ü Bf Ò�Ã�Å ¾ âRãçÃ�Ã ¾�À�Ø Ã�Ì × Å�Ã�Ç	Æ2ÃZÇ2Ã�Ñ2Ï ¿ Ì2Ã�Å ¿�À�Ø Ã�Ç	Ç2Ï ¿ Ò�Ã�Å ¾ Ã À Æ Þ Ï;Ñ	Ì2Ã�Å�Ã�Ò�Ã�Ç	Æ	ÛwË'Ò�Î ¿�¿ Î Hϕ(E) ÿ
� 
�{P{Ry 	EG,@P�������

Hϕ(E)
� - 
�0����������Ó�d�	������� - �(�1 	$	�	�	�	�

H∗
ϕ(E) =

{
f ∈ H(D) : ln |f(z)| 6 cf

(
m−1∑

k=0

ϕ

(
1

|z − eiτk |

))
, z ∈ D

}
,

� ���
ϕ
� 
 - 
�"��������&���A�&�w0 - � - �ä�E�����	��$��&� �1 	$	�	�	�	� *

ϕ ∈ C(1)(1,+∞)
7



û ö � ��� - �'$�� 7��ç7 *��W- ���	� - 
��$/ 7��E7
1 ¾ Å�Ã�ÐþÆ ¿�¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À�Á»¿�À Ì ¾ Ë À�¾ Ì ¾ Ë�Ï;Ì	Ç2Ã Ø É8ÙwÐ6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Ë'Ò�Î ¿�¿ Î H∗

ϕ Ü½ Ì	ÆßÅ�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø ÃNÏ ¿ Ç2Ï Ø Ç2Ï Í ÏgÌ2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î À Î ¿�¾ ãçÃ ¿�À�Ø Ã�Ç	Ç ¾ â Ì2Ï�Ò Á Æ Í Ì�Î;Ã Àa¿ Ò�Ã�Å ¾ âRãçÃ�Ã¾�À�Ø Ã�Ì × Å�Ã�Ç	Æ2Ã�ÔAÇ2Ã�Ï Ý Ù#Ï�Å2Æ2ÐWÎ�ÛðÈ�Î ¿�À�Á Ë�Ï À Ï;Ì2Ï Í Ï ¾�¿�À Î�Ç2Ï Ø Ò�Ã�Ç�Î Ø Ì�Î Ý Ï À Ã ëíì�ó�îºÔAÎàÅ�Ï ¿�À Î À Ï;È	Ç�Î�Û
È�Î ¿�À�Á Â Ø Ì�Î Ý Ï À ÃAëíì�
�îºÿ��
#|���
�{Ry��uG%�m 2�����

ϕ(t)
� � - $ - � - $	$ - 
 - 
�"��������&���A�&�A0 - � - �ä�E�����	��$��&� �1 	$	�	�	�	�ç$��

R+
*

ϕ ∈ C(1)(R+)
*
αϕ > 1

7
/8���	�·0 - ���E��� - 
��������	��$ - ����� {ρneiθn}

*
ρn > ρ0 > 0

* � - �����·�2
b
'��"��'$E���·0 - �� 	0	� - ��� - �����
C+�'
��	�������*�r� - "�$E��
�/d�e�6$ - �A������
 - �e$E��� - � - " - �N$E��$� ��E��
 - � �1 	$	�	�	�	�r�2
��	���������

H∞
ϕ (C+) =

{f ∈ H(C+) : ln |f(w)| 6 cϕ(|w|)} * � -
∑

0<ρ0<ρn6R

sin θn
ρn

6 C
ϕ(R)

R
, (9)

� ���
C > 0

7
� ��"�����$ -�* �����	� {ρneiθn}

*
ρn > ρ0 > 0

� 0#" - �2
�
 - �	��$��&� 0 - ���E��� - 
��������	��$ - �����þ� - ����� �2


'��"��'$E���¼0 - �� 	0	� - ��� - �����

C+
*  �� - 
��E����
 - "	�����A�&�å 2��� - 
��	�

(9)
�¹0#"��

αϕ ∈ Z+
 2��� - 
��	�	�  

∣∣∣∣∣
∑

0<ρ0<ρn6R

1

ρ
αϕ
n eiαϕθn

∣∣∣∣∣ 6M, 0 < R < +∞,

sup
x>1

xαϕ

ϕ(x)
< +∞,

� - � - �ä$ - 0 - ����" - �E��� �1 	$	�	�	�	�
g ∈ H∞

ϕ (C+)
* $� ��	�Ó� - � - " - ��� - 
�0������&�b�!��0 - ���E��� - 
��������	��$ - �

������� {ρneiθn}
7

½ Ã�Ì2Ã�Ê'Å�Ã�Ð Ë¹Å�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø�¾ Ï ¿ Ç2Ï Ø Ç	É8ÙwÌ2Ã Þ ¾ Ò Á�À Î À Ï Øå¿�À Î À�Á Æ�Ü
C ����� ��� ��� �
	���
���� � � � ��� ����� ���»q Æ	Ë ¿ Æ	Ì ¾ Ã�Ð eiτ0 ∈ E Ü ] Ø Ã�Å�Ã�Ð Ï Ý Ï Þ Ç�Î�È2Ã�Ç	Æ2Ã�ÿ lE =

min06k,j6n−1 |eiτk − eiτj | Ô k 6= j Ü L È2Ã Ø Æ'Å2Ç2Ï	Ô�È À Ï lE > 0 Ü L À Ï Ý Ì�Î Þ Æ2Ð Ã�Å2Æ	Ç	Æ	È	Ç	É1Ê·Ë	Ì ¾�Í D Ç�ÎØ Ã�Ì�Ù'Ç	âRâgÑ2Ï�Ò ¾ Ñ'Ò�Ï ¿ Ë�Ï ¿�À�Á C+
¿ Ñ2Ï�Ð,Ï;ã Á âkÚ ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ w = i e

iτ0+z
eiτ0−z

ÜLRÝ Ï Þ Ç�Î�È	Æ2ÐàÈ2Ã�Ì2Ã Þ xk = i e
iτ0+eiτk
eiτ0−eiτk

Ô À Ü2Ã�Ü eiτk = eiτ0 xk−i
xk+i Ô xk ∈ R Ü] É1Û ¿ Ç	Æ2Ð1Ô2Ë'Î�Ë	Æ2Ã ¾�¿ Ò�Ï Ø Æ	ÛwÇ�Î�Ë'Ò�Î�Å2É Ø Î�â À�¿ ÛwÇ�Î xk Ü

|xk| = 2

∣∣∣∣
xk + i− i

2

∣∣∣∣ 6 2
|xk + i|

2
+ 1 =

2

|eiτ0 − eiτk | + 1 6
2

lE
+ 1.

T Î�Ë	Æ2ÐàÏ Ý Ì�Î Þ Ï�Ð1Ô Ø�¿ Ã À Ï;È	Ë	Æ xk Ç�Î�Ù#Ï�Å2Û À�¿ Û Ø Ç ¾�À Ì	ÆwÑ2Ï�Ò ¾ Ë	Ì ¾�Í Î
C+
E :=

{
w ∈ C+ : |w| 6 2

lE
+ 1

}
.

½P¾�¿�À�Á
rE = 2

(
1
lE

+ 1
) Ü\ ÃUÏ Í Ì�Î�Ç	Æ	È	Æ Ø Î�Û¼Ï Ý ã!Ç2Ï ¿�À Æ�Ô Ý ¾ Å�Ã�Ð ¿ È	Æ À Î À�Á Ô2È À ÏäÐ6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Ï E ¿ Ï ¿�À Ï;Æ À Æ Þ Ï�Å2Ç2Ï;Ê À Ï;È	Ë	Æ�ÔÀ Ü2Ã�Ü E = {eiτ0} ÜQ Î ¿�¿ Ð,Ï À Ì	Æ2ÐrÚ ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	â F (w) = f

(
eiτ0 iw+1

iw−1

) Ô w ∈ C+ Ô�Î�Ç�Î�Ò2Æ À Æ	È2Ã ¿ Ë ¾ â ØAØ Ã�Ì�Ù'Ç2Ã�Ê�Ñ2Ï�Ò ¾ Ö
Ñ'Ò�Ï ¿ Ë�Ï ¿�À Æ�Ü T Î�ËwË'Î�Ë f ∈ H∗

ϕ Ô À Ï

ln |F (w)| 6 cfϕ

( |w + i|
2

)
6 cfϕ

( |w|+ 1

2

)
6 cfϕ(|w|), (10)



� � - "�$E��
�/��¼�6$ - �A������
���� - ��$ -��;- �	���������A��$����	�E�����������	���w
A�#"2 � ���1 	$	�	�	�	� û��
Ñ	Ì	Æ Ø�¿ Ã�Ù w : |w| > 1 ÜLRÝ Ï Þ Ç�Î�È	Æ2Ð {ρneiθn}+∞

n=1 ÂrÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À�Á Ç ¾ Ò�Ã�ÊbÚ ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ F Ü ½P¾�¿�À�Á Å�Î�Ò�Ã�Ã Fη(w) =
F (w + iη) Ô η > 0 Ü L È2Ã Ø Æ'Å2Ç2Ï	ÔmÈ À Ï Fη Â Î�Ç�Î�Ò2Æ À Æ	È2Ã ¿ Ë'Î�Û Ø Ñ2Ï�Ò ¾ Ñ'Ò�Ï ¿ Ë�Ï ¿�À Æ Imw > −η Ü½ Ì	Æ2Ð,Ã�Ç	Æ2ÐþËwÚ ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ Fη(w) ÚZÏ;Ì2Ð ¾ Ò ¾ S Î�Ì'Ò�Ã�ÐWÎ�Ç�Î Ø Ñ2Ï�Ò ¾ Ë�Ï�Ò Á Õ2Ã CrE ,R := {w ∈ C+ : rE 6

|w| 6 R} ò ¿ Ð1ÜíÔ	Ç�Î�Ñ	Ì	Æ2Ð,Ã�Ì�Ô�ëíì�û'Ô ¿ Ü�ì�ó���îõô�ÿ
∑

rE6ρ̃n6R

(
1

ρ̃n
− ρ̃n
R2

)
sin θ̃n =

1

πR

π∫

0

ln |Fη(Re
iθ)| sin θ dθ

+
1

2π

∫

rE6|x|6R

(
1

x2
− 1

R2

)
ln |Fη(x)||Fη(−x)| dx+Aη(R, f),

Í Å�Ã Aη(R, f) = 1
2π

∫ π
0 Im{

(
e−iθ

rE
− rEeiθ

R2

)
lnFη(rEe

iθ)} dθ Ô {ρ̃neiθ̃n} Â Ñ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À�Á
Ç ¾ Ò�Ã�Ê¼Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ Fη

Ø Ñ2Ï�Ò ¾ Ë�Ï�Ò Á Õ2Ã CrE ,R ÜY Î;Ð,Ã À Æ2Ð1Ô2È À Ï Ø�¿ Ã ¿ Ò�Î Í Î;Ã�Ð6ÉdÃ Ø Ò�Ã Ø Ï;Ê¼È�Î ¿�À ÆwÌ�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø ÎäÇ2Ã�Ï À Ì	Æ	Õ�Î À Ã�Ò Á Ç	ÉZÔ�Ñ2Ï ü À Ï�Ð ¾ Ô	Ñ	Ì	Æ'Ö
Ç	Æ2ÐWÎ�Û Ø Ï Ø Ç	Æ2ÐWÎ�Ç	Æ2ÃbÏ;Õ2Ã�Ç	Ë ¾ ò ì ÷ ô�Ô	Ñ2Ï�Ò ¾ È	Æ2Ð1ÿ

∑

rE6ρ̃n6R

(
1

ρ̃n
− ρ̃n
R2

)
sin θ̃n 6 C̃f


ϕ(R+ η)

R
+

R∫

rE

ϕ(x+ η)

x2
dx


+Aη(R, f).

] ¾�¿ Ò�Ï Ø Æ	Û�Ù À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð6ÉÄÐ,Ï × Ç2ÏAÑ2Ã�Ì2Ã�Ê À ÆwË¹Ñ	Ì2Ã�Å�Ã�Ò ¾ Ñ	Ì	Æ η → 0+ Ü ½ Ï�Ò ¾ È	Æ2Ð1ÿ
∑

rE6ρn6R

(
1

ρn
− ρn
R2

)
sin θn 6 Cf


ϕ(R)

R
+

R∫

rE

ϕ(x)

x2
dx


+A(R, f), (11)

Í Å�Ã A(R, f) = 1
2π

π∫
0

Im
{(

e−iθ

rE
− rEeiθ

R2

)
lnF

(
rEe

iθ
)}
dθ = O(1) Ñ	Ì	Æ R→ +∞ Ü

½ Ï�Ò�Ï × Æ2Ð À Ã�Ñ2Ã�Ì Á R′ = R
2 Ü ] É Ý Æ	Ì�Î�ÛþÇ ¾ Ò2Æ À Ï�Ò Á Ë�Ï4Æ Þ Ë�Ï�Ò Á Õ�Î rE 6 ρn 6 R′ ÔWÆ Þ ò ì�ì�ô

Ñ2Ï�Ò ¾ È	Æ2Ð1ÿ
∑

rE6ρn6R′

sin θn
ρn

6 Cf


ϕ(2R

′)

2R′
+

2R′∫

rE

ϕ(x)

x2
dx


 . (12)

½ Ï ¿ Ë�Ï�Ò Á Ë ¾ 2R′∫
rE

ϕ(x)
x2 dx =

R′∫
rE

. . . +
2R′∫
R′

. . . 6

R′∫
rE

ϕ(x)
x2 dx + ϕ(2R′)

2R′ Ô Ø�Ø Æ'Å ¾ Ø Ï Þ Ì�Î ¿�À Î�Ç	Æ	Û Ú ¾ Ç	Ë'Ö
Õ	Æ	Æ ϕ(x) Ô À ÏAÏ;Õ2Ã�Ç	Ë'Îwò ì�ñ�ô ü Ë Ø Æ Ø Î�Ò�Ã�Ç À Ç�ÎÓÏ;Õ2Ã�Ç	Ë�Ã

∑

rE6ρn6R′

sin θn
ρn

6 Cf


ϕ(2R

′)

R′
+

R′∫

rE

ϕ(x)

x2
dx


 . (13)

T Ã�Ñ2Ã�Ì Á Þ Î;Ð,Ã À Æ2Ð1Ô;È À Ï1Å	Ò2ÛUÑ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ï�Ò Á Ç2Ï Í ÏRÑ2Ï�Ò�Ï × Æ À Ã�Ò Á Ç2Ï Í Ï ε > 0 Ñ	Ì	ÆZÅ�Ï ¿�À Î À Ï;È	Ç2Ï Ý Ï�Ò Á æ!Æ'Ù x¿ Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ Ø Ï
ϕ(cx) 6 cαϕ+εϕ(x), (14)

Í Å�Ã c > 0 Ü



, ÷ � ��� - �'$�� 7��ç7 *��W- ���	� - 
��$/ 7��E7
h Ã�Ê ¿�À�Ø Æ À Ã�Ò Á Ç2Ï	Ô�Æ Þ òøñ�ô ¿ Ò�Ã�Å ¾ Ã À Ô�È À ÏdÅ	Ò2Û Ø�¿ Ã�Ù t > t0(ε)

Ø É1Ñ2Ï�Ò2Ç	Û	Ã À�¿ Û!Ç2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Ï tϕ′(t)
ϕ(t) <

αϕ + ε Ô'Ñ2Ï ü À Ï�Ð ¾
cx∫

x

ϕ′(t)

ϕ(t)
dt 6 (αϕ + ε)

cx∫

x

dt

t
,

Î Þ Ç�Î�È	Æ À Ô ln ϕ(cx)
ϕ(x) 6 (αϕ + ε) ln c Ô	Ï À Ë ¾ Å�Î ¿ Ò�Ã�Å ¾ Ã À ò ì�ù�ô�Ü½ Ì	Æ	Ç	Æ2ÐWÎ�Û Ø Ï Ø Ç	Æ2ÐWÎ�Ç	Æ2ÃZÏ;Õ2Ã�Ç	Ë ¾ ò ì�ù�ô�Ô	Æ Þ ò ì�ó�ô�Ñ2Ï�Ò ¾ È	Æ2Ð1ÿ

∑

rE6ρn6R

sin θn
ρn

6 Cf


2αϕ+εϕ(R)

R
+

R∫

rE

ϕ(x)

x2
dx


 . (15)

] Ø Æ'Å ¾ Ï;Õ2Ã�Ç2Ï;Ëuò ,�ô�Ô�ò ö ô�Ô	Ç2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Ï�ò ì�
�ô ü Ë Ø Æ Ø Î�Ò�Ã�Ç À Ç2ÏAÇ2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø�¾

∑

1
R
6|eiτ0−zn|62

(1− |zn|2) 6 Cf


ϕ(R)

R
+

R∫

rE

ϕ(x)

x2
dx


 . (16)

] ¿ Æ'Ò ¾ Ñ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ï�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ Ø É Ý Ï;Ì�Î À Ï;È	Ë	Æ eiτ0 Æ Þ Ð6Ç2Ï × Ã ¿�À�Ø Î E ⊂ T Æ ¾ È	Æ À É Ø Î�Û Ò�Ã�Ð,Ð ¾ ñ'Ô
Å�Ã�Ò�Î;Ã�Ð Ø É Ø Ï�Å�Ï ¿ Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ Ø Ï ¿�À Æ·Ï;Õ2Ã�Ç	Ë	Æuòøó�ô�Ü \ Ã�Ï Ý Ù#Ï�Å2Æ2Ð,Ï ¿�À�Á Å�Ï;Ë'Î Þ Î�Ç�Î'Ü½ Ã�Ì2Ã�Ê'Å�Ã�Ð Ë¹Å�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø�¾ Ï Ý Ì�Î À Ç2Ï Í Ï ¾�À�Ø Ã�Ì × Å�Ã�Ç	Æ	Û9Ü½P¾�¿�À�Á {zn}+∞

n=1 Â Ñ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ï�Ò Á Ç�Î�ÛoÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À�ÁàÀ Ï;È2Ã�ËoÆ Þ D Ô ¾ Å�Ï Ø Ò�Ã À�Ø Ï;Ì#Û'âRãäÎ�Û¾�¿ Ò�Ï Ø Æ	â òøó�ô�Ô αϕ /∈ Z+ Ô αϕ > 1 Ü h Ï;Ë'Î × Ã�Ð1Ô,È À Ï�Ð,Ï × Ç2Ï�Ñ2Ï ¿�À Ì2Ï;Æ À�Á Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	â g ∈ Hϕ(E) Ô
Ç ¾ Ò2ÆwË�Ï À Ï;Ì2Ï;Ê ¿ Ï Ø Ñ�Î�Å�Î�â ÀÓ¿UÀ Ï;È	Ë'Î;Ð6Æ¼Ñ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ {zn}+∞

n=1 ÜS Î�Ë ÆþÑ	Ì	ÆþÅ�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø Ã¼Ç2Ã�Ï Ý Ù#Ï�Å2Æ2Ð,Ï ¿�À Æ�ÔdÏ À Ï Ý Ì�Î Þ Æ2ÐðÃ�Å2Æ	Ç	Æ	È	Ç	É1ÊàË	Ì ¾�Í Ç�Î Ø Ã�Ì�Ù'Ç	âRâ
Ñ2Ï�Ò ¾ Ñ'Ò�Ï ¿ Ë�Ï ¿�À�Á_¿ Ñ2Ï�Ð,Ï;ã Á â Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ w = i e

iτ0+z
eiτ0−z

Ü T Ï;È	Ë	ÆþÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ {zn} ∈ D

Ï À Ï Ý Ì�Î Þ Û À�¿ Û ¿ Ï�Ï À�Ø Ã À�¿�Ø Ã�Ç	Ç2ÏäÇ�Î À Ï;È	Ë	Æ¹Ñ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ {ρneiθn} ∈ C+ Ô ρneiθn = i e
iτ0+zn
eiτ0−zn¾ Å�Ï Ø Ò�Ã À�Ø Ï;Ì#Û'âRã!Æ2Ã�Ô Ø�Ø Æ'Å ¾ Ò�Ã�Ð,Ð6Éðì�Ô2Ï;Õ2Ã�Ç	Ë�Ã»ò ì�
�ô�Ü½ Ì	Æ2Ð,Ã�Ç	Û'ÛwÑ	Ì�Î Ø Æ'Ò�Ï l Ï;Ñ	Æ À Î�Ò2Û9Ô2Ò�Ã Í Ë�Ï ¾ Ý Ã�Å2Æ À�Á�¿ Û ØA¿ Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ Ø Ï ¿�À Æ·Ï;Õ2Ã�Ç	Ë	Æ�ÿ

R∫

rE

ϕ(x)

x2
dx 6 C

ϕ(R)

R
.

½ Ï ü À Ï�Ð ¾ Ç2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Ï·òøó�ôWÅ	Ò2Û E = {eiτ0} Ð,Ï × Ç2ÏAÑ2Ã�Ì2Ã�Ñ	Æ ¿ Î À�ÁÓØäØ Æ'Å�Ã�ÿ
∑

1
R
6|eiτ0−zn|62

(1− |zn|2) 6 C
ϕ(R)

R
. (17)

] ¿ Æ'Ò ¾ Ò�Ã�Ð,Ð6ÉðìPÇ2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Ï·ò ì&,�ô ü Ë Ø Æ Ø Î�Ò�Ã�Ç À Ç2Ï�ò ��ô�Ü½ Ï À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð,Ã h Ô;Ã ¿ Ò2ÆäÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À�Á!À Ï;È2Ã�ËçÆ Þ Ø Ã�Ì�Ù'Ç2Ã�ÊäÑ2Ï�Ò ¾ Ñ'Ò�Ï ¿ Ë�Ï ¿�À Æ {ρneiθn}
¾ Å�Ï�ÖØ Ò�Ã À�Ø Ï;Ì#Û	Ã Àä¾�¿ Ò�Ï Ø Æ	âßò ��ô,Ñ	Ì	Æ αϕ > 1 Ô À Ï!Ð,Ï × Ç2ÏçÑ2Ï ¿�À Ì2Ï;Æ À�Á Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	â g(w) ∈ H(C+)

À Î�Ë ¾ âçÔ
È À Ï ln |g(w)| 6 ϕ(|w|) Ô8Ç ¾ Ò2ÆþË�Ï À Ï;Ì2Ï;Ê ¿ Ï Ø Ñ�Î�Å�Î�â Àu¿ Ñ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À�Á â {ρneiθn} Ü Q Î ¿ Ö¿ Ð,Ï À Ì	Æ2Ð Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	â G(z) = g

(
i e

iτ0+z
eiτ0−z

) Ü L È2Ã Ø Æ'Å2Ç2Ï	Ô G(z) ∈ H(D) Ü 18Ï�Ò�Ã�Ã À Ï Í Ï	Ô G ∈ Hϕ(E) Ü\ ¾ Ò2Æ�Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ G ¿ Ï Ø Ñ�Î�Å�Î�â À¹¿ Ñ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À�Á â {zn} Ô zn = iρneiθn+1
iρneiθn−1

Æ Ø É1Ñ2Ï�Ò2Ç	Û	Ã À�¿ Û
Ï;Õ2Ã�Ç	Ë'Î¼ò ì&,�ô�Üf Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ Ø Ï ¿�À�Á Ñ ¾ Ç	Ë À Î Ý ô ¾�¿�À Î�Ç�Î Ø Ò2Æ Ø Î;Ã À�¿ ÛÄÎ�Ç�Î�Ò�Ï Í Æ	È	Ç	ÉdÐáÏ Ý Ì�Î Þ Ï�Ð1Ü h Ï ¿�À Î À Ï;È	Ç2Ï ¿�À�Á
Å�Ï;Ë'Î Þ Î�Ç�Î'Ü B
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h Ò2Û ¾ Å�Ï Ý ¿�À�Ø Î¼Æ Þ Ò�Ï × Ã�Ç	Æ	Û Å�Ï;Ë'Î × Ã�Ð À Ã�Ñ2Ã�Ì Á·À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð ¾ ó'Ü ] Ø Ã�Å�Ã�ÐNÅ�Ï;Ñ2Ï�Ò2Ç	Æ À Ã�Ò Á Ç	ÉdÃ¼Ï Ý Ï�ÖÞ Ç�Î�È2Ã�Ç	Æ	Û9Ü h Ò2ÛwÒ2â Ý Ï Í Ï β > −1

¿ Æ2Ð Ø Ï�Ò�Ï�Ð πβ(z, zk) Ý ¾ Å�Ã�Ð Ï Ý Ï Þ Ç�Î�È�Î À�Á Ý Ã ¿ Ë�Ï;Ç2Ã�È	Ç2Ï�ÃçÑ	Ì2Ï;Æ Þ ÖØ Ã�Å�Ã�Ç	Æ2Ã ` Ü ` Ü h × Ì Ý Î�æ!Û'Ç�Î ¿ Ç ¾ Ò2Û	Ð6Æ ØäÀ Ï;È	Ë'Î�ÙwÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ {zk}+∞
k=1 ò ¿ Ð1Ü�ëíì�îõô�ÿ

πβ(z, zk) =

+∞∏

k=1

(
1− z

zk

)
exp(−Uβ(z, zk)),

Í Å�Ã
Uβ(z, zk) =

2(β + 1)

π

1∫

0

π∫

−π

(1− ρ2)β ln |1− ρeiθ

zk
|

(1− zρe−iθ)β+2
dθρ dρ.

S Î�Ë ¾�¿�À Î�Ç2Ï Ø Ò�Ã�Ç2Ï Ø ëíì�îºÔ;Ñ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ã�Å�Ã�Ç	Æ2Ã πβ(z, zk) ¿ Ù#Ï�Å2Æ À�¿ ÛÓÎ Ý ¿ Ï�Ò2â À Ç2ÏPÆ!Ì�Î Ø Ç2Ï�Ð,Ã�Ì	Ç2Ï Ø D À Ï Í Å�ÎÆ À Ï�Ò Á Ë�Ï À Ï Í Å�Î'Ô2Ë�Ï Í Å�Î ¿ Ù#Ï�Å2Æ À�¿ Û¼Ì#Û�Å
+∞∑

k=1

(1− |zk|)β+2 < +∞.

C ����� ��� ��� �
	���
���� � � � ��� ����� � ��q Æ	Ë ¿ Æ	Ì ¾ Ã�Ð τ0 ∈ R Ü ½ Ì2Ï Ø Ã�Å�Ã�ÐuÅ�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø ÏäÅ	Ò2Û¿ Ò ¾ È�Î�Û E = {eiτ0} ÜL À Ï Ý Ì�Î Þ Æ2Ð1Ô�Ë'Î�ËçÆ Ø É1æçÃ�Ô�Ã�Å2Æ	Ç	Æ	È	Ç	É1ÊçË	Ì ¾�Í D Ç�Î Ø Ã�Ì�Ù'Ç	âRâ Ñ2Ï�Ò ¾ Ñ'Ò�Ï ¿ Ë�Ï ¿�À�Á C+
¿ Ñ2Ï�Ð,Ï;ã Á â

Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ w = i e
iτ0+z
eiτ0−z

Ü T Ï;È	Ë	ÆoÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ {zn} ∈ D Ô {zn} = Zf ÔdÏ À Ï Ý Ì�Î Þ Û À�¿ Û¿ Ï�Ï À�Ø Ã À�¿�À�Ø Ã�Ç	Ç2ÏÓÇ�Î À Ï;È	Ë	ÆwÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ {ρneiθn} ∈ C+ Ô ρneiθn = i e
iτ0+zn
eiτ0−zn

Ü½P¾�¿�À�Á
s(ρ) =

∑
rE<ρn6ρ

sin θn
ρn

Ü T Ï Í Å�ÎÓÅ	Ò2Û¼Ò2â Ý Ï;Ê�Ú ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	Æ ψ ∈ C(1)(0,+∞)
¿ Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ Ø Ï

Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Ï	ÿ
∑

rE<ρn6R

ψ

(
1

ρn

)
sin θn
ρn

=

R∫

rE

ψ

(
1

x

)
ds(x) = I(R).

f Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï	Ô
I(R) = s(R)ψ

(
1

R

)
+

R∫

rE

ψ′

(
1

x

)
1

x2
s(x) dx.

\ Ï ψ′
(
1
x

)
> 0 Ô'Ñ2Ï ü À Ï�Ð ¾ Ô ¾ È	Æ À É Ø Î�Û9Ô	È À Ï s(x) 6 ϕ(x)

x Ñ2Ï À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð,Ã h Ô	Ñ2Ï�Ò ¾ È�Î;Ã�Ð1ÿ

I(R) 6
ϕ(R)

R
ψ

(
1

R

)
+

R∫

rE

ψ′

(
1

x

)
ϕ(x)

x3
dx.

] ¾�¿ Ò�Ï Ø Æ	Û�Ù À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð6É I(R) Ï Í Ì�Î�Ç	Æ	È2Ã�Ç2Ï	Ô Þ Ç�Î�È	Æ À Ô ¿ Ù#Ï�Å2Æ À�¿ Û¼Ì#Û�Å
∑

rE<ρn6R

ψ

(
1

ρn

)
sin θn
ρn

< +∞. (18)

\ Ïwò ì ö ô Ø�Ø Æ'Å ¾ Ò�Ã�Ð,Ð6Éðì ü Ë Ø Æ Ø Î�Ò�Ã�Ç À Ç2Ï�ò 
�ô�Ü½ Ã�Ì2Ã�Ê'Å�Ã�Ð Ë·Å�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø�¾ Ï Ý Ì�Î À Ç2Ï Í Ï ¾�À�Ø Ã�Ì × Å�Ã�Ç	Æ	Û ü À Ï;Ê À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð6ÉZÜ \ ÃäÏ Í Ì�Î�Ç	Æ	È	Æ Ø Î�Û
Ï Ý ã!Ç2Ï ¿�À Æ�Ô�Ð,Ï × Ç2ÏÓÑ2Ï�Ò�Î Í Î À�Á Ô�È À Ï τ0 = 0 Ü Q Î Þ Ï Ý Á Ã�Ð Ñ2Ï�Ò ¾ Æ	Ç À Ã�Ì Ø Î�Ò [0, 1) Ç�ÎäÑ2Ï�Ò ¾ Þ Î;Ð6Ë	Ç ¾�À ÉdÃ
Æ	Ç À Ã�Ì Ø Î�Ò2É ∆k =

[
1− 1

2k
, 1− 1

2k+1

) Ô k = 0, 1, 2, . . .
½ Ï ¿�À Ì2Ï;Æ2Ð_Ñ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À�Á {rk} ¿ Ò�Ã�Ö

Å ¾ âRã!Æ2Ð·Ï Ý Ì�Î Þ Ï�Ð1ÿ rk ∈ ∆k Ô À Ü�Ã�Ü 1− 1
2k

6 rk < 1− 1
2k+1 Ô k = 0, 1, 2, . . . Ô;Ñ	Ì	Æ	È2Ã�Ð�Ë	Ì�Î À Ç2Ï ¿�À�Á rk
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Ì�Î Ø Ç�Î [ϕ(2k)] Ô Í Å�Ã [a] ÂßÕ2Ã�Ò�Î�ÛwÈ�Î ¿�À�Á a ∈ R Ü h Ï;Ë'Î × Ã�Ð1Ô�È À ÏAÃ ¿ Ò2Æ ∫ +∞

rE
ψ′
(
1
x

) ϕ(x)
x3 dx = +∞ ÔÀ ÏwÌ#Û�Åoò 
�ôPÌ�Î ¿ Ù#Ï�Å2Æ À�¿ Û9Ü LRÝ Ï Þ Ç�Î�È	Æ2Ð Ωk Ñ2Ï�Ò ¾ Þ Î;Ð6Ç ¾�À É1ÊuÆ	Ç À Ã�Ì Ø Î�Ò [2k, 2k+1) Ô k = 0, 1, 2, . . .T Ï Í Å�Î [1,+∞) =

⋃+∞
k=0Ωk Üh Ò2ÛåÒ2â Ý Ï Í Ï p > 1

¿ Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ Ø Ï	ÿ
2p∫

1

ϕ(t)

t3
ψ′

(
1

t

)
dt =

p−1∑

k=0

∫

Ωk

ϕ(t)

t3
ψ′

(
1

t

)
dt =

p−1∑

k=0

2k+1∫

2k

ϕ(t)

t
ψ′

(
1

t

)
1

t2
dt

6

p−1∑

k=0

ϕ(2k+1)

2k

2k+1∫

2k

ψ′

(
1

t

)
1

t2
dt = 2

p−1∑

k=0

ϕ(2k+1)

2k+1

(
ψ

(
1

2k

)
− ψ

(
1

2k+1

))

6 2

p−1∑

k=0

ϕ(2k+1)

2k+1
ψ

(
1

2k

)
,

Ø�Ø Æ'Å ¾åÀ Ï Í Ï	Ô	È À Ï ψ ( 1
2k+1

)
> 0 Ô k = 0, 1, 2, . . . , p− 1 Ü½ Ì	Æ2Ð,Ã�Ç	Û'Û¼Ï;Õ2Ã�Ç	Ë ¾ ò ì�ù�ô�Ô2Ï;Ë�Ï;Ç	È�Î À Ã�Ò Á Ç2ÏÓÑ2Ï�Ò ¾ È	Æ2Ð1ÿ
2p∫

1

ϕ(t)

t3
ψ′

(
1

t

)
dt 6 cϕ

p−1∑

k=0

ϕ(2k)

2k
ψ

(
1

2k

)
.

T Î�Ë_Ë'Î�Ë4Æ	Ç À Ã Í Ì�Î�Ò Ø Ò�Ã Ø Ï;Ê4È�Î ¿�À Æ4Ç2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Î ¿�À Ì2Ã�Ð6Æ À�¿ Û4Ë Ý Ã ¿ Ë�Ï;Ç2Ã�È	Ç2Ï ¿�À ÆuÑ	Ì	Æ p → +∞ ÔÀ ÏäÌ�Î ¿ Ù#Ï�Å2Æ À�¿ Û¼Ì#Û�Å
+∞∑

k=0

ϕ(2k)

2k
ψ

(
1

2k

)
= +∞. (19)

\ ÏdÌ#Û�Å2Éoò 
�ô�Æ»ò ì ��ô�ÂrÌ�Î Ø Ç2Ï;Ì�Î ¿ Ù#Ï�Å2Û'ã!Æ2Ã ¿ ÛçÑ	Ì	Æ ¾ Ë'Î Þ Î�Ç	Ç2Ï�Ð Ø É Ý Ï;Ì2ÃWÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ {zk} Ô¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï	Ô�Ì#Û�Å ò 
�ô�Ì�Î ¿ Ù#Ï�Å2Æ À�¿ Û9Üq ¾ Ç	Ë	Õ	Æ	â g(z)
Ý ¾ Å�Ã�Ð ¿�À Ì2Ï;Æ À�Á¼ØwØ Æ'Å�Ã Ý Ã ¿ Ë�Ï;Ç2Ã�È	Ç2Ï Í Ï¼Ñ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ã�Å�Ã�Ç	Æ	Û ` Ü ` Ü h × Ì Ý Î�æ!Û'Ç�Î

πβ(z, zk)
¿ Ç ¾ Ò2Û	Ð6Æ zk = rk Ô k = 1, 2, . . . Ô Í Å�Ã {rk} ÂCÑ2Ï ¿�À Ì2Ï�Ã�Ç	Ç�Î�Û Ø É1æçÃ ¾ Ë'Î Þ Î�Ç	Ç	ÉdÐàÏ Ý Ì�Î Þ Ï�ÐÑ2Ï ¿ Ò�Ã�Å�Ï Ø Î À Ã�Ò Á Ç2Ï ¿�À�Á Ü½ Ï;Ë'Î × Ã�Ð1Ô;È À Ï Ød¾�¿ Ò�Ï Ø Æ	Û�Ù À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð6É_Ñ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ã�Å�Ã�Ç	Æ2Ã πβ(z, rk) ¿ Ù#Ï�Å2Æ À�¿ Û!Ñ	Ì	Æ Ø�¿ Ã�Ù β > αϕ−2 ÜQ Î ¿�¿ Ð,Ï À Ì	Æ2ÐàÌ#Û�Å

+∞∑

k=1

(1− |zk|)β+2 =
∑

k>1

∑

rm∈∆k

(1− rm)β+2nm 6

+∞∑

k=1

ϕ(2k)

2k(β+2)
.

+∞∑

k=1

(1− |zk|)β+2
6

+∞∑

k=1

2−k((β+2)−(αϕ+ε)).

L È2Ã Ø Æ'Å2Ç2Ï	Ô�Ì#Û�Å ¿ Ù#Ï�Å2Æ À�¿ Û4Ñ	Ì	Æ Ø�¿ Ã�Ù β > αϕ − 2 Ô 0 < ε < β + 2 − αϕ Ü X Þ ¿ Ù#Ï�Å2Æ2Ð,Ï ¿�À ÆuÌ#Û�Å�Î∑+∞
k=1(1− |zk|)β+2 ¿ Ò�Ã�Å ¾ Ã À Î Ý ¿ Ï�Ò2â À Ç�Î�Û¹Æ¹Ì�Î Ø Ç2Ï�Ð,Ã�Ì	Ç�Î�Û ¿ Ù#Ï�Å2Æ2Ð,Ï ¿�À�Á Ý Ã ¿ Ë�Ï;Ç2Ã�È	Ç2Ï Í ÏAÑ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ã�Ö

Å�Ã�Ç	Æ	Û πβ(z, zk) ÜT Ã�Ñ2Ã�Ì Á Å�Ï;Ë'Î × Ã�Ð1Ô'È À Ï πβ(z, rk) ∈ Hϕ(E) Ü X ¿ Ñ2Ï�Ò Á Þ ¾ Ã�Ð Æ Þ Ø Ã ¿�À Ç ¾ âNÏ;Õ2Ã�Ç	Ë ¾ Ñ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ã�Å�Ã�Ç	Æ	Û` Ü h × Ì Ý Î�æ!Û'Ç�Î¼ò ¿ Ð1Ü�ë ù;îõô�ÿ

ln |πβ(z, zk)| 6 c(β)

+∞∑

k=1

(
1− |zk|
|1− zkz|

)β+2

.
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ln |πβ(z, rk)| 6 c(β)

+∞∑

k=1

(
1− rk

|1− rkz|

)β+2

= c(β)
∑

k>1

∑

rm∈∆k

nm ·
(

1− rm
|1− rmz|

)β+2

,

ln |πβ(z, rk)| 6 c(β)
∑

k>1

ϕ(2k)

2k(β+2)

1

|1− rkz|β+2
. (20)

½P¾�¿�À�Á 1
2n+1 6 |1− z| < 1

2n Ô Í Å�Ã n Â ÚUÆ	Ë ¿ Æ	Ì2Ï Ø Î�Ç	Ç2Ï�ÃbÇ�Î À�¾ Ì�Î�Ò Á Ç2Ï�Ã!È	Æ ¿ Ò�Ï	Ü Q Î Þ Ï Ý Á Ã�Ð Ì#Û�Å�Ç�Î
È�Î ¿�À Æ�ÿ

I =
∑

k>1

ϕ(2k)

2k(β+2)

1

|1− rkz|β+2

=

n−1∑

k=1

(. . .) +
ϕ(2n)

2n(β+2)

1

|1− rnz|β+2
+

ϕ(2n+1)

2(n+1)(β+2)

1

|1− rn+1z|β+2
+

+∞∑

k=n+2

(. . .)

= I1 + (In + In+1) + I2.Q Î ¿�¿ Ð,Ï À Ì	Æ2Ð ¿�¾ Ð,Ð ¾ I1 Ü L Õ2Ã�Ç	Æ2Ð ¿ Ç	Æ Þ ¾ |1− rkz| Ñ	Ì	Æ 1 6 k 6 n− 1 ÿ
|1− rkz| = |(1 − rk) + rk(1− z)| > (1− rk)− |1− z| > (1− rk)−

1− rk
2

>
1

2k+2
.

f ¾ È2Ã À Ï�Ð ü À Ï;Ê¼Ï;Õ2Ã�Ç	Ë	ÆwÑ2Ï�Ò ¾ È�Î;Ã�Ð1ÿ
I1 =

n−1∑

k=1

ϕ(2k)

2k(β+2)

1

|1− rkz|β+2
6 22(β+2)

n−1∑

k=1

ϕ(2k).

\ Ï n−1∑
k=1

ϕ(2k) 6 2
n−1∑
k=1

2k+1∫
2k

ϕ(t)
t dt Ô'Ñ2Ï ü À Ï�Ð ¾¹¿ Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ Ø ÎÓÏ;Õ2Ã�Ç	Ë'Î

n−1∑

k=1

ϕ(2k) 6 2

2n∫

1

ϕ(t)

t
dt.

½ Ï;Ë'Î × Ã�Ð1Ô9È À Ï y∫
1

ϕ(t)
t dt ∼ 1

αϕ
ϕ(y) Ñ	Ì	Æ y → +∞ Ô 0 < αϕ < +∞ Ü ] Ï ¿ Ñ2Ï�Ò Á Þ ¾ Ã�Ð ¿ Û�Ñ	Ì�Î Ø Æ'Ò�Ï�Ðl Ï;Ñ	Æ À Î�Ò2Û

lim
y→+∞

y∫
1

ϕ(t)
t dt

ϕ(y)
= lim

y→+∞

ϕ(y)

yϕ′(y)
=

1

αϕ
,

Ñ2Ï ü À Ï�Ð ¾ Þ Î�Ë'Ò2âRÈ�Î;Ã�Ð1Ô2È À Ï I1 6 cϕ,βϕ(2
n).Q Î ¿�¿ Ð,Ï À Ì	Æ2Ð I2 Ü L Õ2Ã�Ç	Æ2Ð ¿ Ç	Æ Þ ¾ |1− rkz| Ñ	Ì	Æ k > n+ 2 ÿ

|1− rkz| = |(1 − z) + z(1 − rk)| > |1− z| − (1− rk) > |1− z| − 1

2n+2
>

|1− z|
2

>
1

2n+2
.

f ¾ È2Ã À Ï�Ð ü À Ï;Ê¼Ï;Õ2Ã�Ç	Ë	ÆwÑ2Ï�Ò ¾ È�Î;Ã�Ð

I2 6
∑

k>n+2

ϕ(2k)

2k(β+2)
2(n+2)(β+2)

6 2(n+2)(β+2)
∑

k>n+2

2k+1∫

2k

ϕ(t)

tβ+3
dt 6 2(n+2)(β+2)

+∞∫

2n+2

ϕ(t)

tβ+3
dt.



,�ù � ��� - �'$�� 7��ç7 *��W- ���	� - 
��$/ 7��E7
½ Ï;Ë'Î × Ã�Ð1Ô�È À Ï +∞∫

x

ϕ(t)
tβ+3dt ∼ 1

(β+2)−αϕ
· ϕ(x)
xβ+2 Ô'Ñ	Ì	Æ x→ +∞ Ü f Ç2Ï Ø Î Ø Ï ¿ Ñ2Ï�Ò Á Þ ¾ Ã�Ð ¿ ÛwÑ	Ì�Î Ø Æ'Ò�Ï�Ðl Ï;Ñ	Æ À Î�Ò2Û¹Å	Ò2Û Ø É1È	Æ ¿ Ò�Ã�Ç	Æ	ÛwÑ	Ì2Ã�Å�Ã�Ò�Î

lim
x→+∞

+∞∫
x

ϕ(t)
tβ+3 dt

ϕ(x)
xβ+2

= − lim
x→+∞

ϕ(x)
xβ+3

(xϕ′(x)−(β+2)ϕ(x))xβ+1

x2(β+2)

= − lim
x→+∞

1
xϕ′(x)
ϕ(x) − (β + 2)

=
1

(β + 2)− αϕ
> 0,

Ñ2Ï ¿ Ë�Ï�Ò Á Ë ¾ β + 2 > αϕ Ü ½ Ï ü À Ï�Ð ¾ Þ Î�Ë'Ò2âRÈ�Î;Ã�Ð1ÔWÈ À Ï I2 6 cϕϕ(2
n+2) 6 c̃ϕϕ(2

n).
L ¿�À Î�Ò�Ï ¿�Á

Ï;Õ2Ã�Ç	Æ À�Á»¿�¾ Ð,Ð ¾

In + In+1 =
ϕ(2n)

2n(β+2)

1

|1− rnz|β+2
+

ϕ(2n+1)

2(n+1)(β+2)

1

|1− rn+1z|β+2
.

½ Ï ¿ Ë�Ï�Ò Á Ë ¾ (1 − rn) 6 |1 − rnz| Ñ	Ì	Æ Ø�¿ Ã�Ù z ∈ D Ô rn ∈ (0, 1) Ô n = 1, 2, . . . Ô1Æ ¿¼¾ È2Ã À Ï�Ð
Ç2Ã�Ì�Î Ø Ã�Ç ¿�À�Ø Îåò ì�ù�ô�Ô#Ñ2Ï�Ò ¾ È	Æ2Ð In+ In+1 6 ϕ(2n)+ϕ(2n+1) = cϕϕ(2

n).
LRÝ�� Ã�Å2Æ	Ç	Û'Û»Ï;Õ2Ã�Ç	Ë	ÆAÅ	Ò2Û

I1 Ô I2 Ô In + In+1 Ô'Æ Þ òøñ ÷ ô�Ñ2Ï�Ò ¾ È�Î;Ã�Ð1ÿ
ln |πβ(z, rk)| 6 C(ϕ)ϕ(2n),

À Ü2Ã�Ü
ln |πβ(z, rk)| 6 C(ϕ)ϕ

(
1

|1− z|

)
.

T Î�Ë	Æ2ÐàÏ Ý Ì�Î Þ Ï�Ð1Ô πβ(z, rk) ∈ Hϕ(E) Ü] ¿ Æ'Ò ¾ Ñ	Ì2Ï;Æ Þ Ø Ï�Ò Á Ç2Ï ¿�À Æ Ø É Ý Ï;Ì�Î τ0 Æ ¿A¾ È2Ã À Ï�Ð Ò�Ã�Ð,Ð6Éáñ'Ô�Å�Ã�Ò�Î;Ã�Ð Ø É Ø Ï�Å Ï ¿ Ñ	Ì�Î Ø Ã�Å	Ò2Æ'ÖØ Ï ¿�À Æ À Ã�Ï;Ì2Ã�Ð6ÉßÅ	Ò2ÛuÏ Ý ãçÃ Í Ï ¿ Ò ¾ È�Î�Û9Ô À Ü6Ã�Ü·Å	Ò2Û E = {eiτk}m−1
k=0 ∈ T Ü T Ã�Ï;Ì2Ã�ÐWÎ4ówÅ�Ï;Ë'Î Þ Î�Ç�Î

Ñ2Ï�Ò2Ç2Ï ¿�À�Á âçÜ B½ Ì	Æ ¿�À�¾ Ñ	Æ2Ð ËåÅ�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø�¾wÀ Ã�Ï;Ì2Ã�Ð6Égñ'Ü
C ����� ��� ��� �
	���
���� � � � ��� ����� �!��f Ç�Î�È�Î�Ò�Î Þ Î;Ð,Ã À Æ2Ð1Ô�È À Ï!Ã ¿ Ò2Æ ∫ +∞

1
ϕ(x)
x2 dx < +∞ Ô À Ï

ϕ(R)

R
→ 0, R→ +∞. (21)

X Ð6Ñ'Ò2Æ	Ë'Î�Õ	Æ	Û 2) ⇒ 1)
¿ Ì�Î Þ ¾¹¿ Ò�Ã�Å ¾ Ã À Æ Þ Ï;Õ2Ã�Ç2Ï;Ëuòøó�ô�Æ_òøñ'ì�ô�ÜX Ð6Ñ'Ò2Æ	Ë'Î�Õ	Æ	Û 1) ⇒ 2) Ç2Ã�Ñ2Ï ¿ Ì2Ã�Å ¿�À�Ø Ã�Ç	Ç2Ï ¿ Ò�Ã�Å ¾ Ã À Æ Þ Å�Ï;Ë'Î Þ Î À Ã�Ò Á�¿�À�Ø Î Ø�À Ï;Ì2Ï;ÊåÈ�Î ¿�À Æ À Ã�Ï;Ì2Ã�Ö
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� «GF&H�I'J�K�L�M�NPO3QRO3Q $ �;�������;� �2�U�;���º¦�� �������;�2��� ���¹���������;�����;� � �����Ó¢����;��£���¤TSUSWV������ © «YX6�;� ���;�������������� �������;���R�P�2���������;���"�[Z �����9«\V]V �'« ^ � � ��� « ^#� � « ^6_�« �7` ��� «
� «6a�b2ced2f gih0jkQ'a�Q lma�b�fonqpor�s9tkQ'u\Q'vCwyxqz�{*|e{~}q���������o��w � xq� ��w��G�R� xqz���w�� xq{*�G� }q� � z�� {~x9� w�xq{e��}i������w��y�����6{k}q{e� ��xq{7�
�o��w � xq� ��w$����� � {e�GSUS&�$��xqz#«��'« ^ � ��� � « ^#� ��� « ^6_�« � � � ` ��� ��«

� «6a�nqf d��&Q2��w�xq{~}q�2��� ��xq� w��0��w����q���6��� � w���� wy����� � {e�G������w���� ��xq� � �o��w � xq� ��w�� « ^&�D}q����� ��{ew � {��U�W«��º« �i�[ [�6{~}�«9�$��xqz#«
¡ � � « ¥ ������� « ^ ����� �#«

� «&¢D£qg�¤>c�s�b�f c�¥;tkQ'¦RQ l�a�b2c�§0hq¨�c�¥�©�Q�tkQ'ª������ � �k� w�xqz�{6ª�z�{e��}������ Ap
α

¡ ��� � {e� « ^&«'{e� ��|e� ���*ª�{e��¬�w�{~}ø§�ª�{~­�xq{*|e��}
�$��xqz#« ¥ � � ��� « ^ ��� �8�#«



� � - "�$E��
�/��¼�6$ - �A������
���� - ��$ -��;- �	���������A��$����	�E�����������	���w
A�#"2 � ���1 	$	�	�	�	� ,�

��«��YK����eM�N��*Q	�kQ�
������������;ª���£��;��������¸���� ����� ���  b«� b«�
����������W¸����6�������;������� ���;ª���£��;¸,�����;��¤8���������;�����;��§� �����P¢����;��£���¤U�W�����W���;���;����¤!�����;�����;��¡��1����� ����SUS&X,ª���« �[Z �����9«CV]V �'«'V�� �#«  P����� �������;����« ^ � ��� � « ^

�« ��� ¥�� � ` ��« ^6_�« ��� � ` � ��� «

��«��YK����eM�N��*Q��kQ��_�����;¸��Z���������;�����;� � �����R�P������¡��8¢����;��£���¤�¥#�;��� ��� © ���U�������;ª��ç��¡��m¡��;������£�� SUS0X,ª���«
�[Z �����9«�V]V �'«�V�� �#«� P����� �������;����^ � � ��� « ^�
�« ��� ¥ � � « ^6_�« � � � ` ����� «

��«��]h�g�f ��b�n���tkQ l��Rh�p f ¥�s���f f�u\Q lD����d2f ¥3a�Q' ���� ��� � z��>{�§ x����2{ � ��w���� xq� ��w���w��y� xq��������� � � ��xq� ��w�xq� � ���6��� {~­ �>� � ��¬��
����x�}q� � {e�CSUS!����� � {~xq� w�����xqz�{9«'��w�����wy�$��xqz�{e����xq� � ��� ¡ � � � {~x���« ^ ����� ��« ^!"\���í« � � « ^&�'« ��� � `
� ��� «

� «#�Rh�p f ¥�s���f f�u\Q l2����d2f ¥�a�Q� $��� ��� � z��>{�§ x����2{ � ��w���� xq� ��w��o��}C��w���� ��xq� � �o��w � xq� ��w��R��w0��w�� xq{e� � � ��w�w�{ � xq{7����������� w�� «
 [����� � � ��xq� ��w��Rxq� � ���6��� {~­��2{~}�xq��}q¬���xq� ��w��[���\�&��w�� xq{�§ ¬���w��0��{e� �U����%A��� w�xG���2{~}i��xq��}�SUS&��«��$��xqz#«R [w����í«R [�����í« ^
����� � « ^!"\���í« ��� ��¥�� � « ^&�'« � � � ` � � � «

��«&©2c'��h�gih'��a�Q l(�Rh�p f ¥�s���f fGu\Q���� ��� � z��>{�§�ªm���2{�_���w���� xq� ��w��6�o��}� [w���� ��xq� � ��w�� ¡ ��¬�z���}q�6��w�� �#) ��w � xq� ��w��6� w xqz�{
*Cw�� x��G� ���2� «'� � ���� [w���� �����$��w�� ��w��>{~}q��{��D}q��¬�� {e�6�$SUS _����6����xi��xq� ��w�������{~xqz������$��w�� ) ��w � « ª�z�{e��}���« ^
����� � « ^!"\���í« � � « ^&�'« � � �i`
� ����«

��� «&©2c'��h�gih'��a�Q l+�Rh�p f ¥�s���f f[u\Q,��� ��� � z��>{�§ x����2{ � ��w���� xq� ��w��&� wW��w�¬2����w���{7����������� w�� ¥\��{ew�{~}i��� � |e{7� � ��w��>{~­�� x��;��w��
������� � � ��xq� ��w��[� w$�2{~}�xq��}q¬���xq� ��w0xqz�{e��}���« ^&��}.-C� �2� � ����� « � ����� «

��� «&©2c'��h�gih'�&a�Q l0/Cc>r1��b�nq¥���h�u\Q�vCw$ [w���� ��xq� � ��w�� ¡ ��¬�z���}q�6��w�� �+) ��w � xq� ��w��]� w#*Cw�� xR�G� � �(2 }q�7�R� w���3C{7��}C�&�D��}�x
���Dxqz�{4������w�����}��$SUS6�2z#«��$��x�« ) � |�«� [w����í« 2 {e���P« ^ ������� « ^!"\���í« ��¥ � � « ^&�'« ������`���� ��«

� � «6a�b2c�§0hq¨�c�¥�©�Q2tkQ�vCw������6{���}q���2{~}�xq� {e�C����|e{~}q����{~xq�C������w���� ��xq� � �o��w � xq� ��w��[�R� xqzy��� �>{ewy����%A��}i��w�x9SUS�ª�z�{e��}��
�o��w � xq� ��w�����w�� ������� � � ��xq� ��w�� «
_���� � { � xq� ��w��$���9����}.���$��{7��� � ��xq{e��xq��xqz�{y�6{e�6��}�� ���&�b«R�b«]��%�}q¬�����z�� ��w#« ^
5�{~}q{e����w'�m«'�����R�m��¬�� � ��z�� w��&6C������{�¥ � ������« ^&�'« � ��� `
� � � «

��� «��YK����eM�N7�*Q��kQ0�������;¸��m���������;�����;� � �����1�1������¡��W¢����;��£���¤R�Wª���¦������;��¤U�����W���;���;����¤U�������;ª��Z��¡��8¡��;��§����£�� SUS  P����� �9«�ª����2� ������« ^ ����� ��« ^!"\���í« � ��¥�� � « ^6_�« �����7`���� � «
��� «&jGcq¨�§0c�¥98WQ��&Q l��Gh�g~nq¥'¤�p:��§;�CQ�  � }q� xq� � ���'��}q�7�]xqz�}i��xq{C�o��}]�o��w � xq� ��w���}q{e����� ��}R� w��*��� ���0SUS*��� � z�� �>��w��$��xqz#«
��« ^ � � ��� « ^!"\���í« � ��« ^&�'« � �i`���� «

� ��«�<�=?>���@BA�Q�CCQ 
������������;ª���£��;�����������;���º¦�� �������;�����;¸P�ç������¤;� �����m�������;�����9�b�	�;���W� � ���P��� � �����9�ç������� � ������������;�����;� � �����d¢����;��£���¤���
W�;� ��« « « «ø������¦'«�¢��;ª�« §H������«	��� ���#« ^�D���¸��;� �'�ED ��F�¥ ������� « ^ ����� ��«
� ��«HG�I�JLK	��KeI2LNMRQ�
9� �����;¸R¢����;��£���¤�« ^  b« �DZW� ������¥ � � ��� « ^ ����� ��«

O,P�Q�P!R�SHTVU�WXP!Y	T�Z\[VQ^]&_VUXSV`�a1S�b1c	d�e^fhg
ikj�lnm0oqpsrtj�u�v'm7w!x	y�z0m�{Vy�|
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