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ОБ ОДНОЙ ФОРМЕ ТЕОРЕМЫ ХАНА — БАНАХА1

Е. К. Басаева

Показано, что концепция S-выпуклости, введенная С. Саймонсом, покрывается понятием выпук-
лого оператора со значениями в предупорядоченном векторном пространстве, а теорема Хана —
Банаха — Лагранжа из [5] является частным случаем известных правил замены переменной в пре-
образовании Юнга — Фенхеля.

В настоящей заметке показано, что концепция S-выпуклости, введенная в работе
С. Саймонса [5], покрывается хорошо известным (см., например, [1, 2]) понятием выпук-
лого оператора со значением в предупорядоченном векторном пространстве. Показано
также, что теорема Хана — Банаха — Лагранжа из [5, Theorem 2.9] (или что тоже самое
«новая теорема Хана — Банаха», приведенная в [3]) на самом деле новой не является, а
является весьма частным случаем известных правил замены переменной в преобразова-
нии Юнга — Фенхеля [2, 4.1.8].

1. Выпуклость и S-выпуклость

Пусть E — действительное векторное пространство, F — K-пространство. Напомним,
что пространством Канторовича или K-пространством называют порядково полную век-
торную решетку. Придерживаемся терминологии и обозначений из [1, 2].

1.1. Пусть S : E → F — произвольный (всюду определенный) сублинейный оператор.
Тогда для любых e1, e2 ∈ E равносильны следующие условия:

(1) S(e1 − e2) 6 0;
(2) S(u+ e1) 6 S(u+ e2) для всех u ∈ E;
(3) Te1 6 Te2 для любого T ∈ ∂S.

C (1)→ (2): Для любого u ∈ E из (1) следует

S(u+ e1) = S(u+ e1 + e2 − e2) 6 S(u+ e2) + S(e1 − e2) 6 S(u+ e2).

(2)→ (1): Положим в (2) u = −e2. Тогда S(e1 − e2) 6 S(0) = 0.
(1) → (3): Для произвольного линейного оператора T ∈ ∂S применяя (1), выводим

T (e1)− T (e2) = T (e1 − e2) 6 S(e1 − e2) 6 0, т. е. T (e1) 6 T (e2).
(3) → (1): Пусть выполнено (3), тогда T (e1 − e2) 6 0 для любого T ∈ ∂S. Отсюда

следует, что
sup
T∈∂S

T (e1 − e2) = S(e1 − e2) 6 0. B
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1.2. Рассмотрим теперь понятие S-выпуклости введенное в работе С. Саймонса [5,
Definition 2.7]. Возьмем произвольный сублинейный оператор S : E → F . Определим
в E порядок 6S , положив e1 6S e2, если e1, e2 ∈ E удовлетворяют одному (а тогда
и любому) их условий 1.1 (1–3). Назовем оператор f : X → E

•

S-выпуклым, если для
любых x1, x2 ∈ X и α1, α1 > 0, α1 + α2 = 1 выполняется

f(α1x1 + α2x2) 6S α1f(x1) + α2f(x2).

Из предложения 1.1 следует, что S и T возрастающие операторы относительно введенно-
го порядка 6S . Легко проверить, что 6S — предпорядок, согласованный со структурой
векторного пространства E (= векторный предпорядок).

1.3. Заметим, что задание произвольного векторного предпорядка 6 в векторном
пространстве E равносильно заданию положительного конуса E+:

e1 6 e2 ⇐⇒ e2 − e1 ∈ E+.

Во множестве всех векторных предпорядков (упорядоченном по включению), при
которых S возрастает, предпорядок 6S является наибольшим.

C Действительно, S возрастает тогда и только тогда, когда его субдифференциал
∂S состоит из возрастающих (= положительных) линейных операторов. Для линейного
положительного оператора T ∈ ∂S справедливо включение T (E+) ⊂ F+. Таким образом

(∀ T ∈ ∂S) E+ ⊂ T−1(F+) ⇐⇒ E+ ⊂
⋂

T∈∂S

T−1(F+).

Из последнего включения видно, что конус K :=
⋂

T∈∂S T
−1(F+), соответствующий вве-

денному в [5] предпорядку 6S (см. 1.1 (3)) является наибольшим. B

Таким образом, мы показали, что понятие S-выпуклого оператора — есть частный
случай выпуклого оператора и эти понятия совпадают, если в качестве предпорядка
взять S-предпорядок 6S , определенный в 1.2.

2. Свертка Рокафеллара

Пусть X,X1 и X2 — векторные пространства, а E — предупорядоченное векторное
пространство. Обозначим E

•

:= E∪{+∞} и E := E∪{−∞,+∞}; Orth(E) — ортоморфиз-
мы (операторы умножения) действующие из E в E, а IE ∈ Orth(E) — тождественный
оператор из E в E.

2.1. Будем говорить, что конусы K1 и K2 в векторном пространстве X находятся в

алгебраическом общем положении, если K1 и K2 воспроизводят (алгебраически) неко-
торое подпространство X0 ⊂ X, т. е. X0 = K1 − K2 = K2 − K1. Непустые выпуклые
множества C1, . . . , Cn находятся в алгебраическом общем положении, если в алгебраи-
ческом общем положении находятся их преобразования Хёрмандера H(C1), . . . , H(Cn).
(Для выпуклого множества C по определению H(C) := {(x, t) ∈ X × R

+ : x ∈ tC},
подробнее см., например, [1, 1.2.6].)

Принято говорить, что выпуклые операторы f1, . . . , fn : X → E
•

находятся в ал-

гебраическом общем положении, если в общем положении находятся их преобразова-
ния Хёрмандера H(f1), . . . , H(fn). Напомним, что преобразование Хёрмандера H(f) :
X × R → E

•

выпуклого оператора f : X → E
•

вводится формулой

H(f) : (x, t) 7→

{
tf(x/t), если t > 0,

+∞, если t 6 0.
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2.2. Рассмотрим выпуклые операторы f1 : X1×X → E
•

и f2 : X×X2 → E
•

. Cверткой

Рокафеллара операторов f2 и f1 называют оператор f2 M f1 : X1×X2 → E, вычисляемый
по формуле

f2 M f1(x1, x2) := inf
x∈X

{f1(x1, x) + f2(x, x2)}.

2.3. Преобразование Юнга — Фенхеля f ∗ : L(X,E) → E отображения f : X → E
•

определяем равенством (см. [2, 4.1.1]:

f∗(T ) = sup {Tx− f(x) : x ∈ X} (T ∈ L (X,E)).

Заметим, что супремум вычисляется в E.

2.4. (1) Если выпуклые операторы f1, . . . , fn : X → E
•

находятся в алгебраическом
общем положении, то справедлива точная формула

(f1 + . . .+ fn)
∗ = f∗1 ⊕ . . .⊕ f

∗
n.

Точность этой формулы означает, что для любого T ∈ dom((f1 + . . .+ fn)
∗) существуют

линейные операторы Ti ∈ L(X,E) (i := 1, . . . , n) такие, что

T = T1 + . . .+ Tn,

(f1 + . . .+ fn)
∗(T ) = f∗1 (T1) + . . .+ f∗n(Tn).

(2) Если выпуклые операторы f1, . . . , fn : X → E
•

находятся в алгебраиче-
ском общем положении, то справедлива точная формула

(f1 ∨ . . . ∨ fn)
∗ = inf

{
n⊕

l=1

(αl ◦ fl)
∗ : αl ∈ Orth(E)+,

n∑

l=1

αl = IE

}
.

Точность формулы означает, что для любого T ∈ dom((f1 ∨ . . . ∨ fn)
∗) существуют

линейные операторы Tl ∈ L(X,E) и положительные ортоморфизмы αl ∈ Orth(E)+

(l := 1, . . . , n) такие, что

α1 + . . .+ αn = IE , T = T1 + . . .+ Tn,

(f1 ∨ . . . ∨ fn)
∗(T ) = (α1f1)

∗(T1) + . . .+ (αnfn)
∗(Tn).

2.5. Теорема (см. [2, 4.1.8]). Пусть X,X1 и X2 — векторные пространства, F —
K-пространство. Пусть, далее, f1 : X1×X → F

•

и f2 : X ×X2 → F
•

— выпуклые опера-
торы, не равные тождественно +∞. Если множества epi(f1, X2) и epi(X1, f2) находятся
в алгебраическом общем положении, то справедлива точная формула

(f2 4 f1)
∗ = f∗2 4 f∗1 ,

т. е. для любой пары (T1, T2) ∈ dom((f14f2)
∗), существует линейный оператор T : X → F

такой, что

(f2 4 f1)
∗ (T1, T2) = f∗1 (T1, T ) + f∗2 (T, T2).
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3. Некоторые следствия

В этом параграфе приведены некоторые следствия теоремы 2.5 для вычисления пре-
образования Юнга — Фенхеля композиции отображений (см. [2, 4.1.9]).

3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.5 и (0, 0) ∈ dom((f14f2)
∗)). Тогда суще-

ствует линейный оператор T : X → F такой, что

inf
(x1,x,x2)∈X1×X×X2

{
f1(x1, x) + f2(x, x2)

}

= inf
(x1,x)∈X1×X

{f1(x1, x)− Tx}+ inf
(x,x2)∈X×X2

{f2(x, x2)− Tx}.

3.2. Теорема. Пусть E — предупорядоченное векторное пространство, F — K-
пространство, f : X → E

•

— выпуклый оператор и g : E → F
•

— возрастающий вы-
пуклый оператор. Если множества epi(f) × F и X × epi(g) находятся в алгебраическом
общем положении, то для любого T ∈ L (X,F ) имеет место точная формула

(g ◦ f)∗ (T ) = inf { (A ◦ f)∗ (T ) + g∗ (A) : A ∈ L+(E,F ) }.

Положив в теореме 3.2 T = 0, получим, что существует линейный положительный
оператор A0 ∈ L

+(E,F ) такой, что

inf
x∈X

{(g ◦ f)x} = inf
x∈X

{(A0 ◦ f)x} − inf
x∈X

{g(x)−A0x}.

3.3. Если выполнены все условия теоремы 3.2 и, кроме того, g := S — сублинейный
оператор, то для каждого T ∈ L(X,F ) верна точная формула

(S ◦ f)∗(T ) = inf { (A ◦ f)∗(T ) : A ∈ ∂S}.

3.4. Пусть f : X → E
•

— выпуклый оператор, S : E → F
•

— возрастающий субли-
нейный оператор и множества epi(f)×F , X × epi(S) находятся в алгебраическом общем
положении. Тогда существует линейный положительный оператор A0 ∈ ∂S такой, что

inf
x∈dom(f)

(S ◦ f)x = inf
x∈dom(f)

(A0 ◦ f)x.

C По определению преобразования Юнга — Фенхеля для собственного выпуклого
оператора g : X → F

•

имеем

g∗(T ) := sup{Tx− g(x) : x ∈ X} (T ∈ L(X,F )).

Тогда

g∗(0) := sup{−g(x) : x ∈ X} = − inf{g(x) : x ∈ X} = − inf{g(x) : x ∈ dom(g)},

т. е.
inf{g(x) : x ∈ dom(g)} = −g∗(0).

Далее, положим g := S ◦ f . Согласно теореме 2.9 существует A0 ∈ ∂S такой, что (S ◦
f)∗(T ) = (A0 ◦ f)

∗(T ) для каждого T ∈ L(X,F ). Тем самым

inf
x∈dom(f)

(S ◦ f)x = −(S ◦ f)∗(0) = −(A0 ◦ f)
∗(0) = inf

x∈dom(f)
(A0 ◦ f)x. B
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3.5. Покажем теперь, что теорема С. Саймонса [3, Theorem 1.5] (см. также [5, Theorem
2.9]) есть простое следствие теоремы 2.5.

Теорема. Пусть j : X → E
•

и k : X → F
•

— выпуклые операторы, C := dom(j) ∩
dom(k) и S : E → F всюду определенный возрастающий сублинейный оператор. Тогда
существует линейный положительный оператор L ∈ ∂S такой, что

inf
x∈C

(S ◦ j + k)x = inf
x∈C

(L ◦ j + k)x.

C Пусть F = R и C := dom(j) ∩ dom(k). Применив предложение 3.4 к

f : X → E × F, f : x 7→ (j(x), k(x));

S′ : E × F → F, (u, v) 7→ Su+ v,

получаем требуемое. B
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