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ПРОЕКЦИОННЫЙ МЕТОД ДЛЯ МАТРИЧНЫХ МНОГОМЕРНЫХ
ПАРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ С ОДНОРОДНЫМИ ЯДРАМИ1

О. Г. Авсянкин

Изучаются условия применимости проекционного метода к многомерным парным интегральным
операторам, ядра которых однородны степени (−n) и инвариантны относительно группы вращений
SO(n), в матричном случае.

Введение

Исследования, посвященные применимости проекционных методов к интегральным
операторам, играют важную роль в математике и в приложениях (см. [1–4]). В настоя-
щее время для многих классов интегральных операторов теория проекционных методов
полностью построена. Для интегральных операторов с однородными ядрами эта теория
продолжает развиваться (см. [5–7]).

В данной работе изучается применимость проекционного метода к многомерным пар-
ным интегральным операторам с однородными ядрами в матричном случае. Подчеркнем,
что матричный случай принципиально отличается от скалярного, рассмотренного в [7].
Это отличие заключается не только в содержании основного результата, но и в методе
доказательства. Дело в том, что прием, использованный при доказательстве достаточ-
ности в основной теореме статьи [7], в матричном случае не проходит. Поэтому в данной
работе используется другой подход, основанный на полной редукции многомерного слу-
чая к одномерному.

Работа состоит из двух параграфов. В первом параграфе собраны необходимые пред-
варительные сведения и вспомогательные результаты, относящиеся к одномерному слу-
чаю. Второй параграф посвящен доказательству основного результата — критерия при-
менимости проекционного метода к матричным многомерным парным интегральным
операторам с однородными ядрами.

В статье используются обозначения: R
n — n-мерное евклидово пространство; x =

(x1, . . . , xn) ∈ R
n; |x| =

√
x21 + · · ·+ x2n; x′ = x/|x|; x·y = x1y1+· · ·+xnyn; e1 = (1, 0, . . . , 0);

Sn−1 = {x ∈ R
n : |x| = 1}; Ṙ — компактификация R одной бесконечно удаленной

точкой; Z+ — множество всех целых неотрицательных чисел; Z+×̇R — компактификация
множества Z+×R одной бесконечно удаленной точкой; Ymµ(σ) — сферические гармоники
порядка m; dn(m) — размерность пространства сферических гармоник порядка m:

dn(m) = (n+ 2m− 2)
(n+m− 3)!

m!(n− 2)!
;
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Ls
p(X) — пространство s-мерных вектор-функций с компонентами из Lp(X); Pm(t) —

многочлены Лежандра, определяемые равенством:

Pm(t) =

{
cos(m arccos t), n = 2,

(Cm
m+n−3)

−1C
(n−2)/2
m (t), n > 3,

где C(n−2)/2
m (t) — многочлены Гегенбауэра.

§ 1. Предварительные сведения и вспомогательные результаты

1.1. Определение проекционного метода. Пусть X — банахово пространство,
A ∈ L(X), {Pτ1,τ2} (0 < τ1 < 1, 1 < τ2 < ∞) — семейство проекторов, действующих в
X. Будем предполагать, что при τ1 → 0, τ2 → ∞ проекторы Pτ1,τ2 сходятся в сильной
операторной топологии к единичному оператору. Рассмотрим уравнение

Pτ1,τ2APτ1,τ2x = Pτ1,τ2y. (1)

Определение 1. Будем говорить, что к оператору A применим проекционный метод
по системе проекторов {Pτ1,τ2} при τ1 → 0 и τ2 →∞, если

1) существуют такие числа δ1 ∈ (0, 1) и δ2 ∈ (1,∞), что при всех τ1 < δ1 и τ2 > δ2 для
любого y ∈ X уравнение (1) имеет единственное решение xτ1,τ2 ∈ Pτ1,τ2X;

2) при τ1 → 0 и τ2 →∞ решение xτ1,τ2 стремится по норме пространстваX к решению
x ∈ X уравнения Ax = y.

Класс операторов, к которым применим проекционный метод по системе проекторов
{Pτ1,τ2} обозначим через Π{Pτ1,τ2}.

Определение 1 эквивалентно тому, что оператор A обратим, при 0 < τ1 < δ1 и δ2 <
τ2 < ∞ операторы Pτ1,τ2APτ1,τ2 как операторы, действующие в Pτ1,τ2X, обратимы, и
операторы (Pτ1,τ2APτ1,τ2)

−1Pτ1,τ2 при τ1 → 0 и τ2 →∞ сильно сходятся к A−1.
Очевидно, что все основные теоремы о проекционных методах, доказанные в [1] для

случая однопараметрического семейства проекторов, сохраняют справедливость и в на-
шем случае. В дальнейшем мы будем ссылаться на результаты [1], предполагая, что они
переформулированы в соответствии с определением 1.

1.2. Матричные парные операторы Винера — Хопфа. В пространстве Ls
p(R),

1 6 p <∞, рассмотрим интегральный оператор

(Cψ)(t) = λψ(t)−

∞∫

0

c1(t− u)ψ(u) du−

0∫

−∞

c2(t− u)ψ(u) du, t ∈ R, (2)

где cj(t) (j = 1, 2) — матрица-функция s-го порядка с элементами из L1(R). Определим
в пространстве Ls

p(R) проектор P ′
τ1,τ2 (τ1 < 0, τ2 > 0) формулой

(P ′
τ1,τ2ψ)(t) =

{
ψ(t), τ1 < t < τ2,

0, t < τ1 или t > τ2.

Сформулируем критерий применимости к оператору C проекционного метода по си-
стеме проекторов {P ′

τ1,τ2} при τ1 → −∞, τ2 →∞ (при этом мы предполагаем, что опреде-
ление 1 переформулировано соответствующим образом). Следующее утверждение непо-
средственно вытекает из теоремы 4 работы [8].
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Предложение 1. Для того чтобы оператор C ∈ Π{P ′
τ1,τ2}, необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись условия:

1) det(λE− ĉ1(ξ)) 6= 0, det(λE− ĉ2(ξ)) 6= 0, ∀ ξ ∈ Ṙ, где ĉj(ξ) — преобразование Фурье
матрицы-функции cj(t);

2) все правые индексы матрицы-функции λE − ĉ2(ξ) и все левые индексы матрицы-
функции λE − ĉ1(ξ) равны нулю;

3) все правые индексы матрицы-функции (λE − ĉ2(ξ))
−1(λE − ĉ1(ξ)) равны нулю.

1.3. Матричные одномерные интегральные операторы с однородными сте-
пени (−1) ядрами. В пространстве Ls

p(0,∞), 1 6 p <∞, рассмотрим оператор

(Hg)(r) = λg(r)−

1∫

0

h1(r, ρ)g(ρ) dρ−

∞∫

1

h2(r, ρ)g(ρ) dρ, r ∈ (0,∞). (3)

Здесь hN (r, ρ) =
(
h
(N)
`j (r, ρ)

)s
`,j=1

, где N = 1, 2, — матрица-функция s-го порядка, элемен-
ты которой удовлетворяют условиям:

а) однородности степени (−1), т. е.

h`j(αr, αρ) = α−1h`j(r, ρ) (∀α > 0);

б) суммируемости
∞∫

0

|h`j(r, ρ)|ρ
−1/p dρ <∞.

Символом оператора H назовем пару матриц-функций (S1(ξ),S2(ξ)), заданных ра-
венствами

SN (ξ) = λE −

( ∞∫

0

h
(N)
`j (1, ρ)ρ−1/p+iξ dρ

)s

`,j=1

, ξ ∈ R, N = 1, 2. (4)

Далее, определим в пространстве Ls
p(0,∞), 1 6 p < ∞, проектор P̃τ1,τ2 (0 < τ1 < 1,

1 < τ2 <∞) по формуле

(P̃τ1,τ2)(r) =

{
g(r), τ1 < r < τ2,

0, 0 < r < τ1 или r > τ2.

Предложение 2. Для того чтобы оператор H ∈ Π{P̃τ1,τ2}, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись условия:

1) detS1(ξ) 6= 0, detS2(ξ) 6= 0 для любого ξ ∈ Ṙ;

2) все правые индексы матрицы-функции S2(ξ) равны нулю и все левые индексы
матрицы-функции S1(ξ) равны нулю;

3) все правые индексы матрицы-функции S−1
2 (ξ)S1(ξ) равны нулю.

C Определим оператор Wp: Ls
p(0,∞)→ Ls

p(R) равенством:

(Wpf)(t) = e−t/pf(e−t).
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Как известно (см. [9]), оператор C = WpHW
−1
p является оператором вида (2) с ядра-

ми cN (t) = hN (1, et)et/p
′

, N = 1, 2. Кроме того, непосредственно устанавливается, что
проектор P ′

τ1,τ2 =WpP̃τ1,τ2W
−1
p имеет вид

(P ′
τ1,τ2ψ)(t) =

{
ψ(t), − ln τ2 < t < − ln τ1,

0, t < − ln τ2 или t > − ln τ1.

Из вышесказанного следует, что H ∈ Π{P̃τ1,τ2} тогда и только тогда, когда C ∈ Π{P ′
τ1,τ2}.

Учитывая, что символом оператора C является пара матриц-функций (S1(ξ), S2(ξ)),
заданных равенствами (4), и применяя предложение 1, получаем требуемый результат. B

§ 2. Основные результаты

В пространстве Ls
p(R

n), 1 6 p <∞, рассмотрим интегральный оператор

(Kϕ)(x) =

∫

Rn

k(x, y)ϕ(y) dy, x ∈ R
n, (5)

предполагая, что элементы матрицы функции k(x, y) = (k`j(x, y))
s
`,j=1 удовлетворяют

условиям:

1◦ однородности степени (−n), т. е.

k`j(αx, αy) = α−nk`j(x, y) (∀α > 0);

2◦ инвариантности относительно группы SO(n) вращений пространства R
n, т. е.

k`j(ω(x), ω(y)) = k`j(x, y) (∀ω ∈ SO(n));

3◦ суммируемости, т. е.

k`j =

∫

Rn

|k`j(e1, y)||y|
−n/p dy <∞.

Как известно ([9, с. 70]) оператор K ограничен в пространстве Ls
p(R

n). Определим про-
ектор

(Pϕ)(x) =

{
ϕ(x), |x| 6 1,

0, |x| > 1,

и положим Q = I − P . Рассмотрим оператор

A = λI −K1P −K2Q, (6)

где λ ∈ C, а K1 и K2 — операторы вида (5). Следуя [10], назовем символом оператора A
пару матриц-функций (S1(m, ξ), S2(m, ξ)), заданных на компакте Z+×̇R равенствами

SN (m, ξ) = λE −

(∫

Rn

k
(N)
`j (e1, y)Pm(e1 · y

′)|y|−n/p+iξ dy

)s

j,`=1

, (7)

где N = 1, 2.
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Определим теперь в пространстве Ls
p(R

n), 1 6 p < ∞, проектор Pτ1,τ2 (0 < τ1 < 1,
1 < τ2 <∞) формулой

(Pτ1,τ2ϕ)(x) =

{
ϕ(x), τ1 < |x| < τ2,

0, |x| < τ1 или |x| > τ2.

Для того чтобы получить условия применимости к оператору A проекционного ме-
тода по системе проекторов {Pτ1,τ2}, рассмотрим в Ls

p(R
n) интегральное уравнение, по-

рождаемое оператором A:

λϕ(x) =

∫

|y|61

k1(x, y)ϕ(y) dy +

∫

|y|>1

k2(x, y)ϕ(y) dy + f(x). (8)

Известно ([11, с. 36]), что если функция a(x, y) удовлетворяет условию 2◦, то найдется
такая функция a0(r, ρ, t), что a(x, y) = a0(|x|

2, |y|2, x′ · y′). Поскольку элементы матриц-
функций kN (x, y), где N = 1, 2, удовлетворяют условию 2◦, то, учитывая вышесказанное,
найдутся такие матрицы-функции bN (r, ρ, t), что kN (x, y) = bN (|x|2, |y|2, x′ ·y′). Принимая
во внимание этот факт и переходя в уравнении (8) к сферическим координатам x = rσ,
y = ρθ, получим

λΦ(rσ) =

1∫

0

∫

Sn−1

1

r
D1

(ρ
r
, σ · θ

)
Φ(ρθ) dρ dθ

+

∞∫

1

∫

Sn−1

1

r
D2

(ρ
r
, σ · θ

)
Φ(ρθ) dρ dθ + F (rσ), (9)

где
Φ(rσ) = ϕ(rσ)r(n−1)/p, F (rσ) = f(rσ)r(n−1)/p,

DN (ρ, t) = bN (1, ρ2, t)ρ(n−1)/p′ , N = 1, 2.

Легко проверить, что элементы матриц-функций DN (ρ, t) удовлетворяют условиям:

∞∫

0

1∫

−1

∣∣∣D(N)
`j (ρ, t)

∣∣∣ ρ−1/p(1− t2)(n−3)/2 dρ dt <∞. (10)

Умножая уравнение (9) на Ymµ(σ), интегрируя по единичной сфере и применяя формулу
Функа — Гекке ([11, с. 43]), получим бесконечную диагональную систему одномерных
интегральных уравнений

λΦmµ(r) =

1∫

0

1

r
D1m

(ρ
r

)
Φmµ(ρ) dρ+

∞∫

1

1

r
D2m

(ρ
r

)
Φmµ(ρ) dρ+ Fmµ(r), r ∈ (0;∞),

(11)
где m ∈ Z+, µ = 1, 2, . . . , dn(m),

Φmµ(r) =

∫

Sn−1

Φ(rσ)Ymµ(σ) dσ, Fmµ(r) =

∫

Sn−1

F (rσ)Ymµ(σ) dσ,
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DNm(r) =
2π(n−1)/2

Γ
(
n−1
2

)
1∫

−1

DN (ρ, t)Pm(t)(1− t2)(n−3)/2 dt, N = 1, 2. (12)

Далее, рассмотрим в пространстве Ls
p(0,∞), 1 6 p <∞, оператор

(Amg)(r) = λg(r)−

1∫

0

1

r
D1m

(ρ
r

)
g(ρ) dρ−

∞∫

1

1

r
D2m

(ρ
r

)
g(ρ) dρ.

С помощью условия (10) легко проверить, что элементы матриц-функций DNm(ρ) удо-
влетворяют условию б) п. 1.3. Следовательно, оператор Am есть оператор вида (3). Со-
гласно п. 1.3 символом оператора Am является пара матриц-функций (S1m(ξ), S2m(ξ)),
заданных равенствами

SNm(ξ) = λE −

( ∞∫

0

D
(Nm)
`j (ρ)ρ−1/p+iξ dρ

)s

`,j=1

, ξ ∈ R,

где N = 1, 2; m ∈ Z+. Учитывая формулу (12), получаем

SNm(ξ) = λE −

(∫

Rn

k
(N)
`j (e1, y)Pm(e1 · y

′)|y|−n/p+iξ dy

)
, ξ ∈ R.

Таким образом при фиксированном значении m имеет место равенство

SNm(ξ) = SN (m, ξ), ξ ∈ R, N = 1, 2. (13)

Лемма 1. 1) Если оператор A обратим в Ls
p(R

n), то оператор Am обратим в Ls
p(0,∞)

для любого m ∈ Z+.
2) Если оператор Pτ1,τ2APτ1,τ2 обратим в Pτ1,τ2(L

s
p(R

n)), то оператор P̃τ1,τ2AmP̃τ1,τ2

обратим P̃τ1,τ2(L
s
p(0,∞)) для любого m ∈ Z+.

C 1) Если оператор A обратим в Ls
p(R

n), то для любой функции f(x) ∈ Lp(R
n) урав-

нение (8) имеет единственное решение. Тогда, принимая во внимание связь между урав-
нением (8) и системой одномерных уравнений (11), получаем, что каждое из уравнений
системы (11) имеет единственное решение при любом свободном члене. Следовательно,
оператор Am обратим в пространстве Ls

p(0,∞) при любом m ∈ Z+.
2) Вторая часть леммы доказывается аналогично. B

Лемма 2. Если A ∈ Π{Pτ1,τ2}, то Am ∈ Π{P̃τ1,τ2} для всех m ∈ Z+.

C Если A ∈ Π{Pτ1,τ2}, то (см. п. 1.1) оператор A обратим, операторы Pτ1,τ2APτ1,τ2 ,
действующие в Pτ1,τ2(L

s
p(R

n)), обратимы при 0 < τ1 < δ1 и δ2 < τ2 <∞, и

s-lim
τ1→0
τ2→∞

(Pτ1,τ2APτ1,τ2)
−1Pτ1,τ2 = A−1. (14)

Тогда по лемме 1 для любого фиксированного значения m ∈ Z+ оператор Am обратим
в Ls

p(0,∞), а операторы P̃τ1,τ2AmP̃τ1,τ2 обратимы в P̃τ1,τ2(L
s
p(0,∞)) при указанных выше

значениях τ1 и τ2. Далее, из условия (14) легко следует, что

s-lim
τ1→0
τ2→∞

(P̃τ1,τ2AmP̃τ1,τ2)
−1P̃τ1,τ2 = A−1

m .

Следовательно, Am ∈ Π{P̃τ1,τ2}. B
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Теорема 1. Для того чтобы оператор A ∈ Π{Pτ1,τ2}, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись условия:

1) detS1(m, ξ) 6= 0, detS2(m, ξ) 6= 0 для любой (m, ξ) ∈ Z+×̇R;
2) для любого фиксированного значения m ∈ Z+ все правые индексы матрицы-

функции S2(m, ξ) и все левые индексы матрицы-функции S1(m, ξ) равны нулю;
3) для любого фиксированного значения m ∈ Z+ все правые индексы матрицы-

функции S−1
2 (m, ξ)S1(m, ξ) равны нулю.

C Необходимость. Пусть A ∈ Π{Pτ1,τ2}. Тогда по лемме 2 оператор Am ∈ Π{P̃τ1,τ2}
для любого m ∈ Z+. Учитывая, что символом оператора Am является пара матриц-
функций (S1(m, ξ), S2(m, ξ)) (см. равенство (13)), и используя предложение 2, убежда-
емся в выполнении условий 1)–3) данной теоремы.

Достаточность. Пусть выполнены условия 1)–3). В пространстве Ls
p(R

n) опреде-
лим проектор PM равенством

(PMϕ)(x) =
M∑

m=0

dn(m)∑

µ=1

ϕmµ(|x|)Ymµ(x
′),

и положим RM = I − PM . Легко проверить, что проекторы PM и Pτ1,τ2 коммутируют и
подпространства ImPM и ImRM инвариантны относительно оператора A. Положим

AP = A
∣∣
ImPM

; AR = A
∣∣
ImRM

;

PP
τ1,τ2 = Pτ1,τ2

∣∣
ImPM

; PR
τ1,τ2 = Pτ1,τ2

∣∣
ImRM

.

В силу теоремы о поблочной применимости проекционного метода ([1, с. 93]), для
того чтобы оператор A ∈ Π{Pτ1,τ2}, необходимо и достаточно, чтобы AP ∈ Π{PP

τ1,τ2} и
AR ∈ Π{PR

τ1,τ2}.
Докажем, что AR ∈ Π{PR

τ1,τ2}. Так как IR ∈ Π{PR
τ1,τ2}, то найдется такое число

γ > 0, что если B ∈ L(ImRM ) и ‖B‖ < γ, то λIR − B ∈ Π{PR
τ1,τ2} ([1, с. 94]). Как

известно ([9, с. 81–82]), число M можно подобрать так, что норма оператора (K1P +
K2Q)R будет меньше любого наперед заданного числа. Выберем числоM столь большим,
чтобы выполнялось условие ‖(K1P +K2Q)R‖ < γ, и зафиксируем число M . Тогда λIR−
(K1P +K2Q)R ∈ Π{PR

τ1,τ2}, т. е. AR ∈ Π{PR
τ1,τ2}.

Покажем, что AP ∈ Π{PP
τ1,τ2}. Так как выполнены условия 1)–3), то в силу предложе-

ния 2 оператор Am ∈ Π{P̃τ1,τ2} для любого фиксированного m ∈ Z+. Это значит, что для
каждого m ∈ Z+ найдутся такие числа δ1m ∈ (0, 1) и δ2m ∈ (1,∞), что при 0 < τ1 < δ1m
и δ2m < τ2 <∞ операторы P̃τ1,τ2AmP̃τ1,τ2 , действующие в P̃τ1,τ2(L

s
p(0,∞)), обратимы и

s-lim
τ1→0
τ2→∞

(P̃τ1,τ2AmP̃τ1,τ2)
−1P̃τ1,τ2 = A−1

m . (15)

Положим δ1 = min
06m6M

{δ1m} и δ2 = max
06m6M

{δ2m}. Поскольку для всех 0 < τ1 < δ1

и δ2 < τ2 < ∞ операторы P̃τ1,τ2AmP̃τ1,τ2 (m = 0, 1, . . . ,M) обратимы, то оператор
PP
τ1,τ2APP

P
τ1,τ2 , действующий в PP

τ1,τ2(ImPM ), обратим для всех 0 < τ1 < δ1 и δ2 < τ2 <∞.
Далее, с помощью (15) легко проверяется, что

s-lim
τ1→0
τ2→∞

(PP
τ1,τ2APP

P
τ1,τ2)

−1PP
τ1,τ2 = A−1

P .

Следовательно, AP ∈ Π{PP
τ1,τ2}. Теорема доказана. B
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Непосредственным следствием данной теоремы является критерий применимости
проекционного метода к оператору λI − K, ранее установленный в [6]. Символом опе-
ратора λI −K является матрица-функция S(m, ξ) = S1(m, ξ) = S2(m, ξ), где SN (m, ξ)
определяется равенством (7).

Следствие 1. Для того чтобы оператор λI−K ∈ Π{Pτ1,τ2}, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись условия:

1) detS(m, ξ) 6= 0, ∀ (m, ξ) ∈ Z+×̇R;
2) при любом фиксированном значенииm ∈ Z+ все левые и правые индексы матрицы-

функции S(m, ξ) равны нулю.

Другим следствием теоремы 1 является критерий применимости проекционного ме-
тода к оператору A в скалярном случае, ранее полученный в [7]. Пусть s = 1. Тогда
символ оператора A есть пара функций (σ1(m, ξ), σ2(m, ξ)), заданных на компакте Z+×̇R

соответствующими скалярными аналогами формул (7).

Следствие 2. Для того чтобы оператор A ∈ Π{Pτ1,τ2}, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись условия:

1) σ1(m, ξ) 6= 0, σ2(m, ξ) 6= 0, ∀ (m, ξ) ∈ Z+×̇R;
2) при любом фиксированном значении m ∈ Z+

indσ1(m, ξ) = indσ2(m, ξ) = 0.
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