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UN THEOREME A DE QUILLEN POUR LES 2-FONCTEURS LAX

JONATHAN CHICHE

RESUME. On généralise le Théoréme A de Quillen aux triangles de 2-foncteurs lax
commutatifs & transformation prés. Un cas particulier de ce résultat permet d’établir
que les 2-catégories modélisent les types d’homotopie.

ABSTRACT. We generalize Quillen’s Theorem A to triangles of lax 2-functors which
commute up to transformation. It follows from a special case of this result that 2-categ-
ories are models for homotopy types.

1. Introduction

Dans Pursuing Stacks [22] et Les dérivateurs 23], Grothendieck considére Cat, la ca-
tégorie des petites catégories, comme le « “paradis originel” pour ’algébre topologique »
(voir aussi [24]). Il montre que toutes les constructions homotopiques usuelles peuvent
s’effectuer dans Cat de fagon trés naturelle, et souvent plus simplement que dans la ca-
tégorie des espaces topologiques Top ou celle des ensembles simpliciaux A. Dans cette
théorie de I'homotopie de Cat, un role crucial est assuré par le Théoréme A de Quillen,
provenant du travail fondateur de la K-théorie algébrique supérieure de ce dernier [31].

D’importants efforts ont été consacrés ces derniéres années a ’étude de la théorie de
I’homotopie des catégories supérieures. Dans la catégorie 2-Cat, dont les objets sont les
2-catégories strictes et les morphismes les 2-foncteurs stricts, se distinguent trois défini-
tions intéressantes d’équivalence faible. La plus forte est celle d’équivalence de 2-catégories.
Une notion moins restrictive est celle d’équivalence « de Dwyer-Kan », 2-foncteur induisant
des équivalences faibles entre les nerfs des catégories de morphismes et une équivalence
des catégories obtenues des 2-catégories en remplacant les catégories de morphismes par
leur my. La catégorie homotopique obtenue en inversant ces équivalences faibles est, au
moins conjecturalement, celle des (0o, 1)-catégories. On peut enfin s’intéresser, et c’est
ce que nous ferons dans le présent article, aux équivalences faibles « de Thomason »,
2-foncteurs induisant une équivalence faible des espaces classifiants. Aucune démonstra-
tion ne se trouve a notre connaissance publiée du fait que la catégorie localisée de 2-Cat
relativement & ces équivalences faibles est équivalente a la catégorie homotopique classique.
Dans I'introduction de [34], Worytkiewicz, Hess, Parent et Tonks affirment construire une
structure de catégorie de modéles sur 2-Cat Quillen-équivalente a la structure de catégorie
de modéles classique sur les ensembles simpliciaux. Comme 'ont remarqué Ara et Maltsi-
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niotis [2], plusieurs passages cruciaux de la démonstration de P'existence de cette structure
de catégorie de modéles sur 2-Cat sont faux dans [34] (les mémes remarques s’appliquent
a l'article [26]). De plus, aucun argument, méme incorrect, ne s’y trouve énoncé quant au
fait que I'adjonction de Quillen prétendument construite est en fait une équivalence de
Quillen. Dans [2], Ara et Maltsiniotis démontrent notamment ’existence d’une adjonction
de Quillen entre 2-Cat et la catégorie des ensembles simpliciaux munie de sa structure de
catégorie de modéles classique. Les équivalences faibles de 2-Cat pour cette structure de
catégorie de modéles sont précisément celles que nous considérons ici. Pour montrer que
I’adjonction de Quillen construite est en fait une équivalence de Quillen, Ara et Maltsi-
niotis s’appuient sur le résultat principal que nous démontrons dans la derniére section
du présent article.

Des pas essentiels dans cette direction ont été franchis par Bullejos, Cegarra et del
Hoyo. Le présent article repose sur leurs résultats. Dans [8], Bullejos et Cegarra établissent
une version 2-catégorique du Théoréme A de Quillen (voir aussi [12]), généralisant I’énoncé
classique au cas des 2-foncteurs stricts. Dans [17] (voir aussi [19]), del Hoyo, s’appuyant
sur ce dernier résultat, étend I’énoncé classique au cas des 2-foncteurs lax normalisés de
source une l-catégorie. Ces deux généralisations se restreignent au cas « absolu », c’est-
a-dire sans base. Il en va de méme d’une nouvelle généralisation, pour les 2-foncteurs lax,
annoncée par del Hoyo dans [18], dont nous avons par la suite dégagé une variante relative
par un argument différent. Suivant une suggestion de Maltsiniotis, nous présentons ici un
formalisme permettant de dégager une version encore plus générale — et, peut-étre, aussi
générale qu’il est permis de 'espérer pour les 2-catégories —, mais en méme temps tres
naturelle, du Théoréme A de Quillen.

Le résultat original de Quillen affirme qu’étant donné un foncteur u : A — B, si la
catégorie (« comma » ou « tranche ») A/b est faiblement contractile pour tout objet b de
B, alors u est une équivalence faible, c’est-a-dire que son nerf est une équivalence faible
simpliciale. Le cas relatif, qui peut se démontrer de facon tout a fait analogue, s’énonce
comme suit.

1.1. THEOREME. (Théoréme A de Quillen pour les 1-foncteurs) Soit

A———B

N A

un diagramme commutatif dans Cat. Supposons que, pour tout objet ¢ de C, le foncteur
induit Alc — B/c soit une équivalence faible. Alors u est une équivalence faible.

On peut d’ores et déja remarquer que, les transformations naturelles — 2-cellules de la
2-catégorie Cat — pouvant s’interpréter comme des homotopies dans Cat, ’on obtiendrait
une version plus naturelle du théoréme 1.1 en remplacant le triangle commutatif de son
énoncé par un triangle commutatif ¢ transformation naturelle pres seulement. Ce résultat,
qui semble absent de la littérature, mais démontré par Maltsiniotis dans [30], est un cas
particulier de celui que nous présentons.
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La formulation de la généralisation souhaitée de I’énoncé du théoréme 1.1 ne présente
guére de difficulté sérieuse. La notion de « 2-catégorie comma » pour un 2-foncteur lax
est dégagée depuis longtemps, de méme que les généralisations plus ou moins strictes de
celle de transformation naturelle. Nous appellerons « transformation stricte » la variante
stricte, et « transformation » et « optransformation » les deux variantes faibles, duales
I'une de 'autre. Le résultat s’énonce alors comme suit.

1.2. THEOREME. Soit
A——

- B
DA
C
un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et o est une optransformation.

Supposons que, pour tout objet ¢ de C, le 2-foncteur laz induit A/c — B/c soit une
équivalence faible. Alors u est une équivalence faible.

La stratégie de démonstration que nous adoptons consiste a se ramener au cas d’un
diagramme de 2-foncteurs stricts commutatif & transformation stricte prés. Dans ce cas
particulier, que l'on traite dans la section 4, on peut associer & de telles données un
diagramme commutatif

J1°

JTY——o [T

l |

dont les fléches verticales sont des préfibrations a fibres faiblement contractiles, et donc
des équivalences faibles, dans 2-Cat. 11 s’agit des projections associées a I’« intégration » de
2-foncteurs stricts T et TV induits par les données, ce procédé d’intégration étant tout a
fait analogue a celui bien connu dans le cadre 1-catégorique sous le nom de « construction
de Grothendieck ». La fléche horizontale supérieure du diagramme ci-dessus, elle, est une
équivalence faible en vertu des hypothéses et de résultats généraux sur I'intégration. On
en déduit que u est une équivalence faible.

La notion de préfibration dans 2-Cat (définition 2.41) que nous présentons dans la sec-
tion 2 s’appuie sur celle de « préadjoint » (définition 2.36), généralisation des classiques
foncteurs adjoints de Cat. Dans la mesure ol ces notions nous servent avant tout a I’étude
des propriétés homotopiques de I'intégration (section 3), nous n’étudions pas ici les rela-
tions qu’elles entretiennent avec les fibrations au sens de Hermida |25, définition 2.3| et
de Buckley |7, définition 2.1.6] ou les adjonctions dans 2-Cat respectivement. Remarquons
toutefois que la notion d’intégration que nous utilisons constitue un cas trés particulier
de celle étudiée par Bakovi¢ dans [3].

L’argument permettant de se ramener du cas « lax » au cas « strict » utilise de
facon essentielle la construction par Bénabou d’un adjoint & gauche de l'inclusion de
2-Cat dans 2-Caty,, (catégorie dont les morphismes sont les 2-foncteurs lax), adjonction
jouissant de propriétés homotopiques remarquables (section 5). On montre que sa coiinité
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est une équivalence faible terme a terme (résultat dont une démonstration par un argument
différent se trouve déja dans [18]). Nous introduisons de plus une notion d’équivalence
faible laz qui nous permet d’affirmer que 'unité de cette adjonction est également une
équivalence faible terme a terme. Nous vérifions ensuite que cette propriété reste vraie
dans le cas relatif (lemmes 5.18 et 5.19), ce qui permet de se ramener au cas « strict »
déja traité et achéve la démonstration de la généralisation annoncée du Théoréme A de
Quillen (théoréme 6.6).

Pour finir, la section 7 est consacrée a la démonstration du fait que les 2-catégories
modélisent les types d’homotopie. Bien qu’il s’agisse d’un résultat intuitif, il ne semble
avoir jamais fait I’objet d’une démonstration. Il est possible qu’un argument « a la Fritsch
et Latch » permette de ’établir, mais aucun résultat publié ne va dans cette direction.
Les types d’homotopie sont les objets de la « catégorie homotopique » Hot, équivalente
a la localisation de la catégorie des ensembles simpliciaux par les équivalences faibles
entre iceux, ou encore la localisation de T'op par les équivalences faibles topologiques (ap-
plications continues induisant des bijections entre les 7y et des isomorphismes entre les
groupes d’homotopie supérieurs pour tout choix de point base), ou encore la localisation
de Cat par les équivalences faibles de la structure de catégorie de modéles de Thomason
[33] (voir aussi [15] pour une caractérisation purement catégorique de ces équivalences
faibles). Une stratégie naturelle pour établir le résultat souhaité consiste & comparer les
2-catégories aux modéles des types d’homotopie déja connus, et c’est bien entendu une
comparaison entre Cat et 2-Cat qui parait la plus prometteuse. On voudrait donc relier
fonctoriellement toute 2-catégorie a une catégorie par une équivalence faible. Malheureu-
sement, cet espoir est illusoire, puisqu’il existe des 2-catégories qui ne peuvent étre reliées
a aucune catégorie par une équivalence faible. En effet, par exemple, si G désigne un
groupe abélien non trivial quelconque et G la 2-catégorie n’admettant qu’un seul objet
dont la catégorie des endomorphismes est donnée par le groupoide (a un seul élément)
associé au groupe G, toute équivalence faible entre G et une catégorie se factoriserait par
la catégorie ponctuelle, ce qui contredit la non-trivialité de I’homotopie de G. En revanche,
cette obstruction s’évanouit dés que I'on autorise les équivalences faibles laz, indice de la
nécessité de considérer des morphismes non stricts dans 1’étude homotopique des caté-
gories supérieures. On présente dans [13] une démonstration s’appuyant sur l’existence
d'un tel remplacement 1-catégorique. Une autre facon de faire disparaitre ’obstruction
consiste & autoriser les chaines de longueur supérieure d’équivalences faibles. C’est un tel
argument que nous présentons ici, reposant sur 'existence d’une chaine de longueur 2. On
pourrait croire que cela nous dispense de considérer les morphismes non stricts. En fait,
I’étude des relations entre le « monde strict » et le « monde lax » permet de dégager le
résultat de fagon beaucoup plus naturelle, et nous utilisons pour cela un cas particulier
de la généralisation du Théoréme A aux 2-foncteurs lax. Notons que, pour démontrer ce
résultat précis, ceux dégagés par del Hoyo suffisent (voir la remarque 7.10).

La généralisation du Théoréme A de Quillen que nous présentons concerne le cas des
2-foncteurs lax entre 2-catégories. Si nous avons affaibli les fléches, nous n’avons donc
pas affaibli les objets. Autrement dit, nous ne nous sommes pas intéressés au cas des
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2-foncteurs lax entre bicatégories. Plusieurs textes récents envisagent cependant les bica-
tégories du point de vue homotopique, par exemple [11]|. Nous n’avons pas ressenti le besoin
de généraliser jusque-la, essentiellement pour deux raisons. Tout d’abord, en vertu dun ré-
sultat classique de Bénabou, toute bicatégorie est biéquivalente a une 2-catégorie. D’autre
part, la catégorie dont les objets sont les bicatégories et les morphismes les 2-foncteurs
lax ne saurait étre munie d’une structure de catégorie de modéles de Quillen. Il importe
donc de restreindre la classe des objets ou celle des morphismes considérés. Toutefois, si
I’étude homotopique des bicatégories n’entre pas dans notre propos, elle a bien entendu
son intérét propre. On en trouvera quelques motivations dans la littérature sur le sujet.
La mise a jour du présent article nous permet de plus de mentionner le récent travail de
Calvo, Cegarra et Heredia [10] généralisant le Théoréme B de Quillen aux 2-foncteurs lax
entre bicatégories.

Le présent travail s’inscrit dans un programme d’étude homotopique systématique des
2-catégories dont la notion de localisateur fondamental de 2-Cat constitue 'un des pivots.
Il s’agit de I'analogue, pour la catégorie 2-Cat, de la notion de localisateur fondamental
définie pour Cat par Grothendieck dans Pursuing Stacks |22, 29|. Les résultats présentés
ici restent valables dans le cas d’un localisateur fondamental de 2-Cat arbitraire. Le travail
de Cisinski [16] fournit de trés nombreux exemples utiles de localisateurs fondamentaux de
Cat, et donc de localisateurs fondamentaux de 2-Cat. Cela permet par exemple d’étendre
les résultats du présent texte au cas des types d’homotopie tronqués. Pour des raisons de
commodité, nous avons toutefois choisi de nous limiter ici au cas des équivalences faibles
« classiques » et de présenter la notion générale dans notre thése [13] et larticle [14],
auquel fera suite Particle [1| dans lequel Dimitri Ara construit des structures de catégorie
de modéles sur 2-Cat pour essentiellement tout localisateur fondamental et dans lequel il
étudie les relations remarquables entre ces structures et leurs analogues sur Cat et sur la
catégorie des ensembles simpliciaux.

C’est la démonstration par Georges Maltsiniotis [30] du Théoréme A relatif « non-
commutatif » en dimension 1 qui nous a convaincu de la correction de ’énoncé 2-dimen-
sionnel analogue et suggéré la stratégie de démonstration & partir du cas « commutatif ».
Antonio Cegarra, répondant a nos questions relatives aux articles [8| et [12], nous a signalé
la thése [17] et Pauteur de cette derniére, Matias del Hoyo, nous a communiqué ses notes
[18], qui restent inédites mais contiennent la premiére démonstration dont nous ayons
connaissance d’un analogue du Théoréme A de Quillen pour les 2-foncteurs lax généraux.
Nos résultats s’appuient sur ceux de Bullejos, Cegarra et del Hoyo. La version révisée
du présent texte refléte des suggestions faites par Steve Lack aprés sa lecture de [13] :
c’est grace a lui que nous avons découvert que certaines notions que nous utilisons se
trouvaient déja traitées dans la littérature, notamment dans [5]. Nous sommes redevable
a Jean Bénabou de plusieurs explications éclairantes et d’encouragements chaleureux que
nous espérons n’avoir pas trop décus. Enfin, pour de nombreuses discussions qui nous ont
été trés utiles et son soutien, nous exprimons notre reconnaissance a Dimitri Ara.

1. On pourra noter la similitude avec I’approche adoptée dans [10].
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2. Conventions, rappels et préliminaires

2.1. On suppose connue la notion de 2-catégorie, et ’on ne rappelle pas non plus celle
de 2-foncteur strict. A I’exception des catégories (ou 2-catégories) dont les objets sont
les petites catégories (ou les petites 2-catégories), toutes les catégories et 2-catégories
considérées seront petites, et nous ferons I’économie de ’adjectif, qui sera souvent sous-
entendu. La composée des 1-cellules sera notée par la juxtaposition (par exemple f’f),
de méme que la composition verticale des 2-cellules (par exemple fa). On notera la
composition horizontale des 2-cellules par « o » (par exemple o/ o &). On commettra
I’abus sans conséquence facheuse consistant & confondre une 1-cellule avec son identité.
Ainsi, par exemple, pour toute 1-cellule f et toute 2-cellule o telles que la composée 10
fasse sens, on notera souvent cette composée f o a. En symboles, on notera les 1-cellules
par des fleches simples « — » et les 2-cellules par des fléches doubles « = ». Pour deux
objets a et o' d’une 2-catégorie A, on notera Hom 4(a,a’) la catégorie dont les objets
sont les 1-cellules de a vers @’ et dont les morphismes sont les 2-cellules entre icelles dans
A. Pour toute 2-catégorie A, on notera A% la 2-catégorie obtenue & partir de A « en
inversant le sens des 1-cellules », A® la 2-catégorie obtenue & partir de A « en inversant
le sens des 2-cellules » et A“ la 2-catégorie obtenue a partir de A « en inversant le sens
des 1-cellules et des 2-cellules ».

2.2. Un 2-foncteur lax u d’une 2-catégorie A vers une 2-catégorie B correspond a la
donnée d’un objet u(a) de B pour tout objet a de A, d’une 1-cellule u(f) de u(a) vers
u(a’) dans B pour toute 1-cellule f de a vers a’ dans A, d’'une 2-cellule u(«) de u(f) vers
u(g) dans B pour toute 2-cellule o de f vers g dans A, d’une 2-cellule u, de 1,4, vers
u(1,) dans B pour tout objet a de A et, pour tout couple (f’, f) de 1-cellules de A telles
que la composée f'f fasse sens, d’une 2-cellule up r de u(f)u(f) vers u(f'f) dans B,
ces données vérifiant les conditions de cohérence bien connues. On appellera les 2-cellules
Uq et up g les 2-cellules structurales de w associées a a et au couple (f, f') (ou (f’, f))
respectivement. Un 2-foncteur lax est donc un 2-foncteur strict si et seulement si toutes
ses 2-cellules structurales sont des identités. On appellera 2-foncteur colax de A vers B
un 2-foncteur lax de A“ vers B°. Nous attirons I'attention sur le fait que la terminologie
actuellement dominante utilise « oplax » pour ce que nous appelons « colax ». Le choix
que nous avons fait procéde du désir de se conformer & la convention suivant laquelle les
préfixes « op- » et « co- » indiquent un changement de sens des 1-cellules et des 2-cellules
respectivement. Tout 2-foncteur lax u : A — B induit un 2-foncteur lax u® : A®? — B°P
ainsi que des 2-foncteurs colax u® : A — B® et u®©%P : AP — BCP et réciproquement.

2.3. DEFINITION. Soit u un 2-foncteur lax de source A, n > 3 un entier et (f1,..., fn)
un n-uplet de 1-cellules de A telles que la composée f,, ... f1 fasse sens. On définit induc-
tivement une 2-cellule uy, ¢ de u(f,)...u(f1) vers u(f, ... f1) par

Utp,nfr = Ufp, o1 f1 (U(fn) CUL,_q,.., fl)

On appellera cette 2-cellule la 2-cellule structurale de u associée au n-uplet (fi,..., fn)
(ou (fn,..., f1)). On la notera parfois u(y si le contexte rend clair cette notation. Si cela
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n’entraine pas d’ambiguité, cette 2-cellule pourra aussi se trouver notée wu,, ..., , étant
entendu que z; est le but de f;.

2.4. REMARQUE. Ces 2-cellules structurales vérifient une « condition de cocycle générali-
sée » que nous n’explicitons pas mais que, suivant I’'usage, nous utiliserons sans le signaler.
On renvoie le lecteur intéressé a [4, proposition 5.1.4 (p. [-47) et théoréme 5.2.4 (p. 1-49)]
pour un résultat beaucoup plus général.

2.5. Etant donné deux 2-foncteurs lax (ou deux 2-foncteurs colax) u et v de A vers B,
une transformation o de u vers v correspond a la donnée d’une 1-cellule o, : u(a) — v(a)
dans B pour tout objet a de A et d’une 2-cellule o : o u(f) = v(f)o, dans B pour toute
1-cellule f : a — o’ dans A, ces données vérifiant les conditions de cohérence bien connues.
Avec les mémes données, une optransformation de u vers v est une transformation de v
vers u’?. De facon plus explicite, cela revient a se donner une 1-cellule o, : u(a) — v(a)
dans B pour tout objet a de A et une 2-cellule oy : v(f)o, = ogu(f) dans B pour
toute 1-cellule f : a — o dans A, ces données vérifiant les conditions de cohérence aussi
bien connues que les précédentes. Nous attirons 'attention sur le fait que la terminologie
présente dans la littérature récente privilégie les termes « transformation lax » et « trans-
formation oplax », sans qu’il y ait d’accord quant a la convention relative au choix de ce
qui est « lax » et ce qui est « oplax ». En revanche, nous nous trouverons en accord avec
la terminologie ambiante en ce que nous appellerons transformation stricte de u vers v
une transformation (ou, ce qui revient au méme dans ce cas précis, une optransformation)
o de u vers v telle que la 2-cellule o soit une identité pour toute 1-cellule f de A.

2.6. On notera 2-Cat la catégorie dont les objets sont les 2-catégories et dont les mor-
phismes sont les 2-foncteurs stricts. C’est une sous-catégorie (non pleine) de la catégorie
2-Caty,,, dont les objets sont les 2-catégories et dont les morphismes sont les 2-foncteurs
lax. On notera 2Cat la 2-catégorie dont la catégorie sous-jacente est 2-Cat et dont les
2-cellules sont les transformations strictes (c’est en fait la 2-catégorie sous-jacente a une
3-catégorie dont les 3-cellules sont les modifications).

2.7. Soient u : A — B un 2-foncteur lax et b un objet de B. On note A/"b la 2-catégorie
définie comme suit. Ses objets sont les couples (a, p) avec a un objet de A et p une 1-cellule
de u(a) vers b dans B. Les 1-cellules de (a,p) vers (a’,p’) sont les couples (f,a) avec f
une 1-cellule de a vers a’ dans A et « une 2-cellule de p vers p'u(f) dans B. Les 2-cellules
de (f,a) vers (g,3) sont les 2-cellules v : f = ¢ dans A telles que (p' o u(y))a = B.
Les diverses unités et compositions sont héritées de celles de A (autrement dit, elles sont
« évidentes »).

2.8. REMARQUE. Comme nous I’a fait remarquer Steve Lack, cette définition n’est qu’un
cas particulier de celle de 2-catégorie comma. Il en va de méme des variantes duales qui
suivent. Les propriétés de fonctorialité que nous utilisons plus loin peuvent également
s’énoncer dans un cadre plus général. Nous traitons avec davantage de détails cette ques-
tion dans [13, sections 1.4, 1.5 et 1.9].
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2.9. Sous les mémes hypothéses, on définit une 2-catégorie b\i.A par la formule
b\ul.A — ((Aop)/luopb)op

En particulier, les objets, 1-cellules et 2-cellules de b\}.A se décrivent comme suit. Les
objets sont les couples (a,p : b — u(a)), ol a est un objet de A et p une 1-cellule de B.
Les 1-cellules de (a,p) vers (a’,p’) sont les couples (f : a — o', : p' = u(f)p), ou f est
une 1-cellule de A et « est une 2-cellule de B. Les 2-cellules de (f, ) vers (f’, ) sont les
2-cellules B : f = f’ dans A telles que (u(f) op)a = .

2.10. Dualement, si u : A — B est un 2-foncteur colax et b un objet de B, on définit une
2-catégorie A/"b par la formule

A/t = ((A)fb)”

En particulier, les objets, 1-cellules et 2-cellules de A/*b se décrivent comme suit. Les
objets sont les couples (a,p : u(a) — b), ol a est un objet de A et p une 1-cellule de B.
Les 1-cellules de (a,p) vers (a’,p’) sont les couples (f : a — o', : p'u(f) = p), ou f est
une 1-cellule de A et « est une 2-cellule de B. Les 2-cellules de (f, ) vers (f’, o) sont les
2-cellules B : f = f' dans A telles que o/(p’ o u(f)) = «a

2.11. Sous les mémes hypothéses, on définit une 2-catégorie b\“.A par la formule
DNA = ((A7)/"b)™

En particulier, les objets, 1-cellules et 2-cellules de b\L.A se décrivent comme suit. Les
objets sont les couples (a,p : b — u(a)), ol a est un objet de A et p une 1-cellule de B.
Les 1-cellules de (a,p) vers (a’,p’) sont les couples (f : a — o', : u(f)p = p'), ou f est
une 1-cellule de A et « est une 2-cellule de B. Les 2-cellules de (f, «) vers (f’, o) sont les
2-cellules B : f = f’ dans A telles que o/(u(f) op) = a.

Si u est une identité, on ne le fera pas figurer dans ces notations.

2.12. Soit
A———

o B
N

C
un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et o est une optransformation.
Pour tout objet ¢ de C, ces données induisent un 2-foncteur lax u/’c de A/“c vers B/’c
défini par (u/7c)(a,p) = (u(a),poa) et (u/7¢c)wp) = uq pour tout objet (a,p) de A/“c,
(w/7c)(f,a) = (u(f), (poos)(aoca,)) pour toute 1-cellule (f, o) de A/ ¢, (u/7c)(B) = u(B)
pour toute 2-cellule 3 de A/“c et (u/7c) (s o) (f,0) = g, pour tout couple ((f', ), (f,a))
de 1-cellules de A/“c telles que la composée (f',/)(f, ) fasse sens. Si o est une identité,

on notera uj,c le 2-foncteur lax induit par les données ci-dessus. Notons que, dans le cas
général, u/c est un 2-foncteur strict dés qu’il en est de méme de u.

L’objet principal de cet article est de montrer que si, partant des données ci-dessus,
u/’c est une équivalence faible pour tout objet ¢ de C, alors u est une équivalence faible.
Pour donner un sens a cet énoncé, il nous faut introduire la notion d’équivalence faible.
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2.13. Pour tout entier m > 0, on note [m] la catégorie associée a 'ensemble {0, ..., m}
ordonné par 'ordre naturel sur 'ensemble des entiers. (C’est donc, assez malheureusement,
la catégorie associée a I'ordinal m + 1, ce qui résulte des conventions simpliciales.) Pour
tout 2-foncteur lax x : [m| — A, on notera z; I'image par x de l'objet i de [m], z;;
'image par x de 'unique morphisme de i vers j dans [m], pour tout couple (i, j) vérifiant
0 <@ <j < m,etxp;; la 2-cellule structurale de z associée au couple de 1-cellules
composables (i — j,j — k) de [m], pour tout triplet (¢, 7, k) vérifiant 0 <i < j < k < m.
Pour éviter les confusions, on pourra noter (z); la 2-cellule structurale 1,, = z(1;).

2.14. Pour toute 2-catégorie A, on note N; A I'ensemble simplicial défini par
(NeA)m = Homa-cay,,,, (Im]; A)

(I'ensemble des 2-foncteurs lax de [m] vers A) pour tout entier m > 0 et dont les faces
et dégénérescences sont définies de facon « évidente ». On vérifie la fonctorialité de cette
construction, et I'on associe, a tout 2-foncteur lax v : A — B, un morphisme d’ensembles
simpliciaux N;(u) : NjA — N;B. L’ensemble simplicial N; A s’appelle le nerf (ou nerf
laz, §'il convient de distinguer) de A et le morphisme simplicial N;(u) le nerf (ou nerf
laz, $’il convient de distinguer) de w. En vertu des résultats de [11], cette définition du
nerf est équivalente, du point de vue homotopique, a celle fournie par le nerf défini par
Street dans [32], dont le lecteur est peut-étre plus familier mais qui n’est pas fonctoriel
sur les 2-foncteurs lax en général. On dira donc en particulier qu'un 2-foncteur lax est
une équivalence faible si son nerf est une équivalence faible simpliciale. Notons qu’il est
possible de caractériser la classe des équivalences faibles de facon purement 2-catégorique,
sans nullement faire appel aux ensembles simpliciaux ou aux espaces topologiques (voir
[13] ou [14] pour un traitement de cette question).

2.15. Une propriété essentielle de la classe des équivalences faibles est qu’elle est faible-
ment saturée?, c’est-a-dire qu’elle vérifie les points suivants.

FS1 Les identités sont des équivalences faibles.

FS2 Si deux des trois fléches d’un triangle commutatif sont des équivalences faibles,

alors la troisiéme en est une.

FS3 Sii: A— Betr:B— A vérifient 7t = 14 et si ir est une équivalence faible,

alors il en est de méme de r (et donc aussi de ¢ en vertu de ce qui précéde).

En particulier, tout isomorphisme est une équivalence faible. Suivant 1'usage, on ap-
pellera la propriété FS2 propriété « de 2 sur 3 ». On notera W la classe des équivalences
faibles qui sont des 2-foncteurs stricts (les « équivalences faibles strictes ») et Wi, la classe
des équivalences faibles qui sont des 2-foncteurs lax (les « équivalences faibles lax »).

2.16. On notera e la 2-catégorie ponctuelle, qui ne posséde qu'un seul objet, qu'une
seule 1-cellule et qu’une seule 2-cellule. On se permettra de la confondre avec la catégorie
ponctuelle (bien que cette derniére n’ait, a proprement parler, aucune 2-cellule).

2. Elle est méme fortement saturée, mais nous n’utiliserons pas cette propriété.
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2.17. DEFINITION. On dira qu'une 2-catégorie A est asphérique” si le 2-foncteur strict

canonique A — e est une équivalence faible.

2.18. On utilisera le fait élémentaire qu'une 2-catégorie A est asphérique si et seulement
si A lest, ou encore si et seulement si A l'est, la réalisation géométrique « ne tenant
pas compte des orientations ».

2.19. DEFINITION. Etant donné des 2-foncteurs lax u et v de A vers B, une homotopie
élémentaire de u vers v est un 2-foncteur lax h : [1] x A — B tel que le diagramme*

1] x A

({OV WA)
A A

h

RN

B

soit commutatif.

2.20. REMARQUE. Dans ce cas, on pourra dire que u est élémentairement homotope a v,
mais I'on prendra garde au fait que la relation « étre élémentairement homotope a » n’est
en régle générale ni symétrique, ni transitive.

2.21. LEMME. Sl existe une homotopie élémentaire d’un 2-foncteur lax u vers un 2-fonc-
teur lax v, alors u est une équivalence faible si et seulement si v en est une.

DEMONSTRATION. Notons A la source de u et v. Comme les deux inclusions canoniques
({0},14) et ({1},14) de A vers [1] x A sont des équivalences faibles, le résultat découle
de deux applications consécutives de la propriété « de 2 sur 3 ». [

2.22. LEMME. Soient u,v : A — B deuz 2-foncteurs lax paralléles. S’il existe une trans-
formation ou une optransformation de u vers v, alors il existe une homotopie élémentaire
de u vers v.

DEMONSTRATION. Une fois ’énoncé dégagé, la démonstration ne présente aucune diffi-
culté. Voir [11, démonstration de la proposition 7.1.(ii)]. Les calculs de cohérence sont
détaillés dans [13]. .

2.23. La réalisation géométrique du nerf d’une catégorie admettant un objet initial ou
un objet final est un espace faiblement contractile [31, corollaire 2, page 8|. La définition
2.24 introduit une notion analogue, du point de vue homotopique, a celle d’objet initial
ou final, dans le contexte 2-catégorique.

3. Plutdt que « faiblement contractile », utilisé dans I'introduction. Nous adoptons donc la terminologie
de Grothendieck.
4. Dans lequel on commet abus d’identifier A & e x A.
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2.24. DEFINITION. On dira qu'un objet z d’'une 2-catégorie A admet un objet final si,
pour tout objet a de A, la catégorie Hom 4(a, z) admet un objet final. On dira qu’il admet
un objet initial s’il admet un objet final dans A, autrement dit si, pour tout objet a de
A, la catégorie Hom 4(a, z) admet un objet initial.

2.25. EXEMPLE. Un objet de la 2-catégorie Cat admet un objet final (resp. initial) en ce
sens si et seulement si ¢’est une catégorie admettant un objet final (resp. initial) au sens
usuel ; c’est la raison de 'adoption de cette terminologie.

2.26. REMARQUE. Nous devons a la consultation de [5] d’avoir appris que la notion
d’objet admettant un objet final se trouvait déja mise en valeur par Jay, dans [28|, sous
le nom d’objet final local, dans un contexte bicatégorique.

2.27. EXEMPLE. Si A est une 2-catégorie et a un objet de A, alors A/.a (resp. Aja)
admet un objet admettant un objet final (resp. initial).

2.28. LEMME. Une 2-catégorie admettant un objet admettant un objet final (resp. initial)
est asphérique.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier la premiére assertion (voir la remarque 2.18). Soit
donc z un objet d’'une 2-catégorie A tel que, pour tout objet a de A, la catégorie
Hom 4(a, z) admette un objet final, que I’on notera p,. Pour toute 1-cellule f : a — z de
A, T'on notera ¢ I'unique 2-cellule de f vers p,. On définit un 2-endofoncteur constant
(c’est-a-dire se factorisant par la 2-catégorie ponctuelle e) Z de A par les formules

Z: A=A
ar—z
f=1
a— 1y,

On pose alors 0, = p, pour tout objet a et oy = ¢, ,; pour toute l-cellule f :a — a' de
A. Cela définit une transformation de 14 vers Z. En vertu du lemme 2.22, il existe une
homotopie élémentaire de 14 vers Z. Le lemme 2.21 permet donc d’affirmer que Z est une
équivalence faible.Le 2-foncteur strict canonique A — e est donc une équivalence faible. m

2.29. COROLLAIRE. Soit a un objet d’une 2-catégorie A. Les 2-catégories Aja, Al.a,
a\}A et a\.A sont asphériques.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immeédiate de 'exemple 2.27 et du lemme 2.28.
]
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Dans un souci de cohérence interne, nous voulons maintenant exposer une démonstra-
tion du cas relatif du Théoréme A de Quillen pour les 2-foncteurs stricts (théoréme 2.34),
résultat dont le cas absolu se trouve montré par Bullejos et Cegarra dans [8] et généralisé
par Cegarra dans [12]. Nous utilisons les résultats de ce dernier texte, sans nullement
prétendre faire ceuvre originale : exercice consiste & traduire les arguments de [8] dans le
langage de [12], en passant au cas relatif. La manceuvre est suffisamment non triviale pour
que nous considérions utile d’en exposer les détails. A I'instar des auteurs des articles [8]
et |12], nous utiliserons la notion de 2-foncteur lax normalisé ainsi que celle du nerf qui
lui est associé. Du point de vue homotopique, cela ne change rien, comme on va le voir,
mais les calculs s’en trouvent simplifiés. Le lecteur qui souhaiterait travailler avec le seul
nerf lax saura modifier les démonstrations de la facon qui s’impose.

On dira qu’un 2-foncteur lax u : A — B est normalisé si, pour tout objet a de A, on a
u(1l,) = Ly et si, pour toute 1-cellule f : a — o’ dans A, on a uy, y = usp1, = lyp). On
vérifie sans difficulté que cela permet de définir une catégorie 2-Catjqy nor dont les objets
sont les 2-catégories et les morphismes les 2-foncteurs lax normalisés.

Pour toute 2-catégorie A, on note N;,.A I'ensemble simplicial défini par

(Nl,nA)m = HomQ—Catlawﬂnm,([mL A)

(I'ensemble des 2-foncteurs lax normalisés de [m] vers A) pour tout entier m > 0 et dont
les faces et dégénérescences sont définies de facon « évidente ». On vérifie la fonctorialité
de cette construction, et 'on associe, a tout 2-foncteur lax normalisé¢ v : A — B, un
morphisme d’ensembles simpliciaux N;,u : N, A — N;,,B. On désignera le morphisme
simplicial N;,,u comme le nerf laz normalisé de u.

[’avantage du nerf lax normalisé sur le nerf lax précédemment défini tient a ce que les
calculs le faisant intervenir comportent moins de conditions de cohérence. De plus, comme
on s’y attend, ces deux nerfs sont homotopiquement équivalents. Plus précisément, pour
toute 2-catégorie A, I'inclusion canonique N; , A — N; A est une équivalene faible. Comme,
pour tout 2-foncteur lax normalisé u : A — B, le diagramme

Nl,nu
Nl,nA — Nl,nB

L

NZAN—>NIB
u

est commutatif (les fleches verticales désignant les inclusions canoniques), on en déduit
que NV;u est une équivalence faible simpliciale si et seulement si c’est le cas de N; ,u. Pour
ces affirmations non démontrées dans le présent texte, nous renvoyons a [11].

Nous définissons maintenant la notion de 2-catégorie comma au-dessus (ou au-dessous)
d’un simplexe, généralisant celle de 2-catégorie au-dessus (ou au-dessous) d’un objet,
correspondant au cas des O-simplexes. Nous n’en présentons pas la version la version la
plus générale, seul le cas des 2-foncteurs stricts nous intéressant ici. Soit donc v : A — B
un 2-foncteur strict et b un m-simplexe de N;,,8. On définit une 2-catégorie A/*b comme
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suit. Ses objets sont les couples (a,x), avec a un objet de A et z un m + 1-simplexe de
N B tel que zg = u(a) et dox = b. (L’expression doz désigne la zéroiéme face de z.) Une
1-cellule de (a,z) vers (a’,z") est un couple (f,y) avec f : a — o’ une l-cellule de A et y
un m + 2-simplexe de B tel que y; o = u(f), doy = 2’ et dyy = . Etant donné les mémes
objets (a,x) et (a’,2’) ainsi que deux 1-cellules (f,y) et (f’,y’) du premier vers le second,
une 2-cellule de la premiére vers la seconde est une 2-cellule o : f = f’ dans A telle que,
pour tout 0 < i < m, on ait 1’égalité

?/§+2,1,0 (Yir21 0 u(@)) = Yiy2,10

Les diverses unités et compositions sont définies de la facon « évidente ».

Construisons maintenant un couple de 2-foncteurs stricts qui sont des équivalences
faibles entre A/Mb et A/"by, suivant toujours en cela [12]. Notons R le 2-foncteur strict
défini par

A/Lb — A/tbg
(a,z) — (a,z1,)

(f7 y) = (fa y2,1,0)

Y=y
1l admet une section I : A/"by — A/"b définie comme suit. A tout objet (a,p) de A/%by,
I associe le couple (a,z) défini par dox = b, xy = u(a), T10 = P, Tit10 = biop et
/

Tiy1it10 = bjiop- A toute 1-cellule (f, ) de (a,p) vers (a',p'), I associe le couple (f,y)
défini par ;1010 = bip © . Enfin, pour toute 2-cellule v de A/*by, on pose I(y) = 7.
L’égalité RI = 1 4/up, est alors évidente. De plus, on construit une transformation stricte
o : 1 = IR en posant 0,4 = (1a, ) avec Ziy21,0 = Tit1,1,0- En vertu des lemmes 2.21
et 2.22, I R est donc une équivalence faible. On en déduit que I et R sont des équivalences
faibles. On a dualement des définitions et résultats analogues pour les 2-catégories A /"D,

b\L A et bVUA.

2.30. COROLLAIRE. Soient A une 2-catégorie et a un simplexe de N;,A. Les 2-catégories
Al.a, Aja, a\.A et a\|A sont asphériques.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate des considérations précédentes et
du corollaire 2.29. n

A—2 B
C
un triangle commutatif de 2-foncteurs stricts et ¢ un simplexe de N;,C. Ces données
permettent de définir un 2-foncteur strict

Soient maintenant

ujec: Affe — B/ c
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de la fagon « évidente ». On vérifie alors la commutativité du diagramme

A/le L B/Ye

I

Al co = Beo

dans lequel les fléches verticales désignent les 2-foncteurs stricts canoniques précédemment
notés R. On en déduit :

2.31. LEMME. En conservant les notations ci-dessus, uj.c est une équivalence faible si et
seulement si u/cco en est une.

Sous ces mémes hypothéses, on définit un ensemble bisimplicial S, par la formule

(Sw)m,n = {(a € (Nlm-A)mv cE (Nl7nc)m+n+1)a drrij-_f—ll (C) = (Nl,nw) (a)}

Autrement dit, on considére les couples (a, c) tels que « I'image de a par w soit le début
de ¢ ». On définit de méme un ensemble bisimplicial S, par la formule

(Sv)m,n = {(b € (Nl,nB)m> cE (Nl,nc)m+n+1) adnmt-ll(@ = (Nl,nv)<b>}

De plus, on considére N; ,, A et N;,,3 comme des ensembles bisimpliciaux constants sur les
colonnes. Autrement dit, pour tout couple (m,n) € N2 on pose (N A)mn = (NiwA)m
et (NnB)mmn = (NiyowB)m. On note de méme Ny ,u : N, A — N, le morphisme d’en-
sembles bisimpliciaux induit par N;,u. On construit alors un diagramme commutatif
bisimplicial

Nin A2 N, B

wa Twu

S’wT>SU

comme suit. Pour tout objet (a,c)de(Sy)m.n,

(SOw)m,n(av C) =a

et
Unn(a, c) = (Niau)(a), )

La définition de ¢, est analogue a celle de ,,.

On note A la catégorie des simplexes. On rappelle que le foncteur diagonal A —
A x A, [n] — ([n],[n]) induit un foncteur diag : Ax A — A. Par construction, on a
diag(Ninu) = Niu. Pour démontrer le résultat souhaité, il suffit donc de vérifier que
diag(U), diag(p.,) et diag(yp,) sont des équivalences faibles simpliciales. Pour cela, nous
utiliserons le lemme classique suivant.
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2.32. LEMME. Soit ¥ un morphisme d’ensembles bisimpliciauz. Supposons que, pour tout
entier m > 0 (resp. n > 0), le morphisme simplicial induit 1., o (TeSp. Ven) soit une
équivalence faible. Alors, diag(1) est une équivalence faible.

2.33. REMARQUE. Autrement dit, un morphisme bisimplicial qui est une équivalence
faible « sur chaque ligne » ou « sur chaque colonne » est une équivalence faible « sur la
diagonale ». Pour une démonstration de ce résultat folklorique mais non-trivial, le lecteur
pourra consulter [31, p. 94-95], [6, chapitre XII, paragraphe 4.3] ou [20, proposition 1.7].
On pourra également se reporter a |27, lemme 3.5, correspondant au cas particulier que
nous utiliserons du lemme 2.32.

En vertu du lemme 2.32, pour montrer que diag(U) est une équivalence faible sim-
pliciale, il suffit de montrer que, pour tout entier n > 0, le morphisme simplicial U, ,, :
(Sw)em — (Sy)en en est une. On remarque que la source et le but de ce morphisme

s’identifient a
[T N (AL2o) 1)

CE(Nl,nC)n
et

[T NaBlo) 2)

CG(Nl’nC)n

respectivement, et U, ,, s’identifie &

H U/feC (3)

Ce(Nl,nc)n

En vertu des hypothéses et du lemme 2.31, chaque terme de cette somme est une équi-
valence faible. Il s’ensuit que U, , est une équivalence faible. Il en est donc de méme de
diag(U).

Les raisonnements permettant de montrer que diag(p,) et diag(y,) sont des équi-
valences faibles sont analogues. Considérons le cas de diag(p,). Pour montrer que c¢’est
une équivalence faible, il suffit, en vertu du lemme 2.32, de montrer que, pour tout entier
m > 0, le morphisme simplicial (¢ )m.e : (Sw)m.e = (NinA)m.e est une équivalence faible.
On remarque que la source et le but de ce morphisme s’identifient a

[T Nal(Nw)(@)\0) (4)

aE(Nl,n-A)m

IT  MNune (5)

ae(Nl,nA)’m

et

respectivement. Le morphisme simplicial (¢, ). s'identifie ainsi &

[T NalNpw) @\ £ = ¢) (6)

ae(Nl,nA)m
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Comme (N;,w)(a)\,C est asphérique en vertu du corollaire 2.30, 'expression ci-dessus
est une somme d’équivalences faibles, donc une équivalence faible. Ainsi, (¢y)m.e €st une
équivalence faible, donc il en est de méme de diag(p,). Comme annoncé, il s’ensuit que
N;nu est une équivalence faible. On a donc démontré le théoreme 2.34, cas relatif du
théoréme 2 de [8].

2.34. THEOREME. Soit
A———— B
C
un triangle commutatif de 2-foncteurs stricts. Supposons que, pour tout objet ¢ de C, le

2-foncteur strict uj.c (resp. c\cu, resp. u/ic, resp. c\ju) soit une équivalence faible. Alors
u est une équivalence faible.

2.35. COROLLAIRE. Soit u : A — B un 2-foncteur strict tel que, pour tout objet b de B,
la 2-catégorie A/'b (resp. A/"b, resp. b\LA, resp. b\l.A) soit asphérique. Alors u est une
équivalence faible.

DEMONSTRATION. En vertu des hypotheéses et du corollaire 2.29, les fléches orientées vers
le bas dans le diagramme commutatif

u/ch

A/MD

NS

(&

B/Lb

C

sont des équivalences faibles. La conclusion découle d'un argument de « 2 sur 3 » et du
théoréme 2.34. m

On rappelle que, bien que cela ne soit pas la définition la plus répandue, un foncteur
u: A — B est un adjoint a gauche (autrement dit, il posséde un adjoint & droite) si et
seulement si, pour tout objet b de B, la catégorie A/b admet un objet final. Les notions
définies plus haut rendent alors la définition 2.36 naturelle.

2.36. DEFINITION. On dira qu’un 2-foncteur strict v : A — B est un 2-préadjoint a
gauche colax si, pour tout objet b de B, la 2-catégorie A/“b admet un objet admettant
un objet final.

On dira qu'un 2-foncteur strict u : A — B est un 2-précoadjoint o gauche lax si u®
est un préadjoint & gauche colax. Cette condition équivaut & la suivante : pour tout objet
b de B, la 2-catégorie A/"b admet un objet admettant un objet initial.

On dira qu’un 2-foncteur strict v : A — B est un préadjoint & droite colaz si u°’ est
un préadjoint a gauche colax. Cette condition équivaut a la suivante : pour tout objet b
de B, la 2-catégorie (b\“.A)” admet un objet admettant un objet final.

On dira qu’un 2-foncteur strict u : A — B est un précoadjoint a droite lax si u®P est
un préadjoint a gauche colax. Cette condition équivaut & la suivante : pour tout objet b
de B, la 2-catégorie (b\4.A)” admet un objet admettant un objet initial.
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2.37. REMARQUE. On trouve, a la page 941 de [5], 'exacte définition de ce que nous
appelons « préadjoint & droite lax », sous le nom de 2-foncteur lax induisant un adjoint
a gauche local. Comme, suivant les auteurs eux-mémes, la définition que nous donnons
équivaut a [5, définition 4.1], cette derniére définition fournit une caractérisation des
morphismes vérifiant la propriété universelle que nous privilégions. Toujours a la lecture
de [5], nous avons appris que cette propriété universelle avait été dégagée par Bunge comme
une généralisation de la notion d’extension de Kan [9, p. 357|. Soulignons toutefois que
[5, définition 4.1] n’est pas la définition de ce que les auteurs de [5] appellent adjoint local,
notion dont la définition est [5, définition 3.1| et qui présente 'avantage d’étre stable par
composition.

2.38. LEMME. Tout préadjoint a gauche lax (resp. préadjoint & gauche colax, resp. pré-
adjoint & droite laz, resp. préadjoint o droite colax) est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Cela résulte des corollaires 2.29 et 2.35. n

2.39. DEFINITION. Soient u : A — B un 2-foncteur strict et b un objet de B. On appelle
fibre de u au-dessus de b la 2-catégorie, que I'on notera u~'(b), dont les objets sont les
objets a de A tels que u(a) = b, dont les 1-cellules de a vers a’ sont les 1-cellules f de a
vers a' dans A telles que u(f) = 1,, et dont les 2-cellules de f vers f’ sont les 2-cellules
a de f vers f’ telles que u(a) = 1y,, les diverses compositions et unités étant héritées de
celles de A de fagon évidente.

Le lemme 2.40 se vérifie immédiatement.

2.40. LEMME. Pour tout 2-foncteur strict u : A — B et tout objet b de B, la 2-catégorie
(u?) (D) (resp. (u®) ' (b), resp. (uP) " (b)) s’identifie canoniquement & (u=' (b)) (resp.
(u™ (b)), resp. (u='())"").

On rappelle qu'un foncteur u : A — B est une préfibration si et seulement si, pour
tout objet b de B, le foncteur canonique A, — b\ A est un adjoint & gauche (autrement
dit, il admet un adjoint & droite). Nous sommes donc naturellement amenés, par analogie,
a poser la définition 2.41.

2.41. DEFINITION. On dira qu’'un 2-foncteur strict u : A — B est une 2-préfibration si,
pour tout objet b de B, le 2-foncteur strict canonique

Jp uil(b) — b\uCA
a— (a,l1p)

f'_> (f?llb)

a—

est un préadjoint a gauche lax.

On dira qu’un 2-foncteur strict v : A — B est une 2-préopfibration si u’” est une
préfibration, autrement dit si, pour tout objet b de B, le morphisme canonique u~'(b) —
A/¥b est un préadjoint & droite lax.
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On dira qu’un 2-foncteur strict v : A — B est une 2-précofibration si u est une
préfibration, autrement dit si, pour tout objet b de B, le morphisme canonique u~*(b) —
b\ A est un préadjoint a gauche colax.

On dira qu’un 2-foncteur strict u : A — B est une 2-précoopfibration si u®° est une
préfibration, autrement dit si, pour tout objet b de B, le morphisme canonique u~!(b) —
A/"b est un préadjoint & droite colax.

2.42. EXEMPLE. Des calculs quelque peu pénibles mais sans difficulté permettent de
vérifier que toute projection est une préfibration (et donc également une préopfibration,
une précofibration et une précoopfibration).

2.43. LEMME. Toute préfibration (vresp. préopfibration, resp. précofibration, resp. précoop-
fibration) a fibres asphériques est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Cela résulte du lemme 2.38 et du corollaire 2.35. n

3. Intégration des 2-foncteurs

3.1. A tout 2-foncteur strict F : A — 2Cat, on associe une 2-catégorie f F' comme suit.
Les objets de [ F sont les couples (a, ), avec a objet de A et = objet de la 2-catégorie
F(a).
Les 1-cellules de (a, ) vers (a’,2) dans [ F' sont les couples

(f:a—d,r:F(f)(z) =)

dans lesquels f est une 1-cellule de A et r une 1-cellule de F'(a’).
Les 2-cellules de (f : a — d/,r : F(f)(x) — ') vers (g : a — d',s : F(g)(z) — )
dans [ F' sont les couples

(v:if=g9:r=5F")e)

dans lesquels ~ est une 2-cellule dans A et ¢ une 2-cellule dans F'(a').
L’identité d’un objet est donnée par la formule

1(a,z) = (1a7 193)

La composée des 1-cellules est donnée par la formule

() (o) = (F P E()(r)

L’identité d’une 1-cellule est donnée par la formule

L = (15,1,)

La composée verticale des 2-cellules est donnée par la formule

(6, 9) (v, ) = (07, (W o (F(7))z) )
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La composée horizontale des 2-cellules est donnée par la formule

(Y @) o (7,0) = (Y o, o F(f') ()

On vérifie sans difficulté que cela définit bien une 2-catégorie.

Sous les mémes hypothéses, ’application évidente

/F—>A

(a,x) — a
(fir) = f
(V) =

définit un 2-foncteur strict Pr: [ F — A.

3.2. PROPOSITION. Pour toute 2-catégorie A et tout 2-foncteur strict F': A — 2Cat, la
projection associée a l'intégrale de F

Ppi/F—>A

est une précoopfibration.

DEMONSTRATION. Soit a un objet de A. Décrivons les objets, 1-cellules et 2-cellules de
la 2-catégorie [ F/"Fa. (On laisse au lecteur le soin d’expliciter les détails si besoin est.)

Les objets en sont les ((a/,2'),p : d’ — a).

Les 1-cellules de ((a/,2'),p : ' — a) vers ((a”,2"),p" : a” — a) sont les ((f : d’ —
a’sr o F(f)(a) = 2"),0 :p=pf).

Les 2-cellules de ((f : ' — a",r : F(f)(2') — 2"),0 : p = p'f) vers ((¢g : d —
a’ys : F(g)(z') — a"),0" : p = pg)sont les (v : f = g, : 7 = s(F(y))w) tels que
(W oo = 0.

Considérons le 2-foncteur strict

Ju: Pl (a) — (/ F) Wra
(a,2) = ((a, ), 1a)
(1a’r> = ((1avr)’ 11a)
(1111790) = (11(1730)

Soit ((a’,2'),p : @’ — a) un objet de ([ F)/"a. Ainsi, a, a’, 2’ et p sont désormais
fixés. Décrivons les objets, 1-cellules et 2-cellules de la 2-catégorie ((a’,'),p)VePr~"(a).
(Comme ci-dessus, on laisse au lecteur le soin d’expliciter les détails si besoin est.)

Les objets en sont les ((a,z),((q:d — a,r: F(q)(z') = x),0 : p = q)).
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Les 1-cellules de ((a,z),((q¢ : a’ — a,7: F(q)(2') = x),0 : p = q)) vers ((a,2"), ((¢" :
a — a7 F(¢)(2') = 2"),0' :p=¢))sontles (s:x — 2" (v:qg=d,¢p:sr =
' (F(7))a)) tels que yo = o.

Les 2-cellules de (s : x — 2", (v : ¢ = ¢, ¢ : st = 1 (F(7))w)) (vérifiant yo = o)
vers (t :x — 2", (u:q = ¢, : tr = r'(F(u))w)) (vérifiant uo = o') correspondent
aux 2-cellules 7 : s = t telles que u = v et Y(7 or) = ¢. (L’égalité v = p est donc une
condition nécessaire a 'existence d’une telle 2-cellule.)

Dans la 2-catégorie ((a/,2'), p)Ve Pr~*(a), on distingue I'objet

((a, F) (@) (0, Lr@p)@n), 1p)

Soit ((a,2"),((¢" : ' — a,r" : F(¢)(2') — 2"),0' : p = ¢')) un objet quelconque de la
2-catégorie ((a/,2'), p)\le Pr~"'(a). On distingue la 1-cellule (r'(F(0"))s, (07, 1 (r(ory),,)) de
((a, F(p)(x"), (2 Lrp)@n); 1p)) vers ((a,z"),((¢',7"),0")). En effet, la condltlon a verlﬁer
n’est autre que o'l, = o', qui est trivialement vérifiée.

Soit (s : F(p)(z') = 2", (v :p = ¢,¢:s = r'(F(0')))) une l-cellule quelconque
de ((a, F(p)(2"), (0, Lrp)y@)), 1p)) vers ((a,z”),((¢',7"),0")). On a donc en particulier
v = o'. Les 2-cellules de (s, (v,p)) vers (r'(F(0'))a, (0', 1(r(y),,)) sont les 2-cellules
7:5=1'(F(0'))y telles que v = ¢’ (égalité déja vérifiée par hypothese) et 1(p(ry), (7 0
L)) = @, cest-a-dire 7 = . Il est clair que ces conditions impliquent I'existence et
I'unicité d’'une telle 2-cellule, a savoir ¢.

Ainsi, la 2-catégorie ((a’,2'), p)\e Pr~"(a)” admet un objet admettant un objet final.
Par définition, le résultat sult. [

3.3. Etant donné deux 2-foncteurs stricts u et v d’une 2-catégorie A vers 2Cat et une
transformation stricte o de u vers v, on obtient un 2-foncteur strict fa : fu — fv en

" /H/

a,z) — (a,0,(x))

(f7 ) (fvaa’( ))
(77 @) = (77 Ua’((p))

3.4. REMARQUE. Soient A une 2-catégorie, u et v des 2-foncteurs stricts de A vers 2Cat,
et o une transformation stricte de u vers v. Alors, le diagramme de 2-foncteurs stricts

fu—>fv

AN

dans lequel les fléches diagonales orientées vers le bas désignent les projections canoniques,
est commutatif. On a donc notamment, pour tout objet a de A, un 2-foncteur strict

(oo (f )= ()
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Les lemmes 3.5 et 3.6 sont immédiats.

3.5. LEMME. Sotent A une 2-catégorie, u et v des 2-foncteurs stricts de A vers 2Cat, o
une transformation stricte de u vers v et a un objet de A. Il existe alors un diagramme
commutatif de 2-foncteurs stricts

u(a) —2—v(a)

L

Pu_1<a) (f_a)g Pv_l(a>

dont les fleches verticales sont des isomorphismes.

3.6. LEMME. Soient A une 2-catégorie, u et v des 2-foncteurs stricts de A vers 2Cat et
o une transformation stricte de u vers v. Alors, pour tout objet a de A, le diagramme®
de 2-foncteurs stricts

PN a)—L7 P 1)

.| |-

(Ju)pa ETETT (fv)ia

est commutatif.

3.7. LEMME. Soient A une 2-catégorie, u et v des 2-foncteurs stricts de A vers 2Cat,
et o une transformation stricte de u vers v. Supposons que, pour tout objet a de A, le
2-foncteur strict o, : u(a) — v(a) soit une équivalence faible. Alors, le 2-foncteur strict
Jo: [u— [v est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Comme P, et P, sont des précoopfibrations (proposition 3.2), les
fleches verticales du diagramme ci-dessus sont des préadjoints a droite colax (par défi-
nition), donc des équivalences faibles (lemme 2.38). En vertu des lemmes 3.5 et 3.6 et de
la saturation faible de W, les hypothéses impliquent donc que le 2-foncteur strict ([ o) /a
est une équivalence faible pour tout objet a de A, d’ou le résultat en vertu du théoréme
2.34. m

3.8. Soit v : A — B un 2-foncteur lax. On lui associe un 2-foncteur strict 7% : B — 2Cat

comme suit.
Pour tout objet b de B, on pose T%(b) = A/“b.
Soit f : b — ' une l-cellule de B. On définit le 2-foncteur strict 7%(f) par

TU(f) : Afb — AJY
(a,p:u(a) =) — (a, fp:ula) = b—=1)
(9:a—d,a:p=pulg)—(g:a—d, foa: fp= fpulg))
B p

5. Dans lequel on a commis I’abus de noter de la méme fagon les deux fléches verticales et dans lequel
([ 0)q désigne le 2-foncteur strict induit entre les fibres.
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Soient f et f’ deux 1-cellules de b vers b’ et v : f = f’ une 2-cellule dans . On définit
une transformation stricte 7%() : T*(f) = T"(f’) en posant

(Tu<’y))(a,p) = (1aa Yyopo Ua)
Les diverses conditions de cohérence se vérifient sans difficulté.

3.9. Soit
A———

- B
x? /
C
un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs stricts et ¢ est une optrans-
formation. Ces données nous fournissent notamment, par le procédé décrit ci-dessus,
des 2-foncteurs stricts T% et 17" de C vers 2Cat. On définit une transformation stricte
T° : T = T" en posant
(T7)e = ufc
pour tout objet ¢ de C. Ici encore, la vérification des conditions de cohérence, bien que
fastidieuse, ne présente guére de difficulté. ©

3.10. Soit w : A — C un 2-foncteur strict. En vertu des résultats généraux déja dégagés
sur l'intégration, la projection canonique " Pp : f T — C est une précoopfibration. On se
propose d’expliciter la structure de f T" et de vérifier qu’il existe également une projection
canonique sur A, que Pon notera Q4 : [T% — A, qui est une préfibration. Autrement
dit, [T est non seulement une 2-catégorie précoopfibrée sur C, mais ¢’est également une
2-catégorie préfibrée sur A. Au cours des descriptions suivantes, on omet quelques détails
que le lecteur rétablira de lui-méme s’il le souhaite.

Les objets de [ T sont de la forme (c, (a,p : w(a) — ¢)).

Les 1-cellules de (¢, (a,p)) vers (¢, (a',p")) sont de la forme (k:c— ¢, (f:a—d,7v:
kp = p'w(f))).

Les 2-cellules de (k : ¢ — ¢, (f :a — d,v : kp = pw(f))) vers (l: ¢ — ,(g:a—
a6 :lp=p'w(g)))sontdelaforme (e: k=1¢: f=g)ettels que (p'ow(p))y = I(eop).

L’identité de l'objet (c, (a,p)) est donnée par (1., (14, 1,)).

La composée de 1-cellules (K, (f',~"))(k, (f,7)), quand elle fait sens, est donnée par la
formule

(K, (f AN s (7)) = Kk, fF, (Y o w(f) (K 0 7))
L’identité de la 1-cellule (k, (f,v)) est donnée par 1( (s = (1x, 1y).

Etant donné deux 2-cellules (\,v) et (¢, ¢) telles que la composée verticale (\,v)(e, ©)
fasse sens, cette derniére est donnée par la formule

(A )(€, @) = (Ae, Pp)

6. Il s’agit toujours d’un cas particulier d’une construction relative aux « 2-catégories commas » ; voir
[13, section 1.9.5].
7. Que nous n’appelons pas Prw par commodité.
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Etant donné deux 2-cellules (e, ) et (€, ¢') telles que la composée horizontale (¢, ') o
(€,¢) fasse sens, cette derniére est donnée par la formule

(€,¢) o (e.p) = (€ 0e, g 0p)
Cela termine la description de la 2-catégorie [T%. On définit un 2-foncteur strict
QA : fTw — A par
QA : /Tw - A
(c.(a,p)) = a
(k, (f;7) = f
(€)= ¢
3.11. LEMME. Le 2-foncteur strict Q4 : [ TY — A défini ci-dessus est une préfibration.

DEMONSTRATION. Le résultat se vérifie directement par des calculs analogues a ceux
figurant dans la démonstration de la proposition 3.2 (voir aussi la remarque 3.12). Les
détails sont laissés au lecteur. [

3.12. REMARQUE. Dans [13], on montre le lemme 3.11 par un argument de dualité. Cela
nécessite toutefois le développement quelque peu fastidieux de notions duales a celle de
I'intégration, ce que nous avons estimé préférable d’épargner au lecteur.

3.13. LEMME. Pour tout objet a de A, la fibre Q4 *(a) est canoniquement isomorphe
w(a)\.C.

DEMONSTRATION. C’est immédiat. ]
3.14. COROLLAIRE. Le 2-foncteur strict () 4 est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 3.13, de 'exemple 2.27 et du lemme 2.28, les fibres
de Q4 sont asphériques. Le 2-foncteur strict Q)4 est donc une préfibration (proposition
3.11) a fibres asphériques, donc une équivalence faible (lemme 2.43). [

4. Le cas strict

4.1. THEOREME. Soit
A—m—m—

- B
x? /
C
un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs stricts et o est une transformation

stricte. Si, pour tout objet ¢ de C, le 2-foncteur strict u/’c : A)"c — Bj’c est une
équivalence faible, alors u est une équivalence faible.
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DEMONSTRATION. On vérifie sans difficulté la commutativité du diagramme de 2-foncteurs
stricts

J1°

[TY——— [T"

QAl lQB

A B

En vertu des hypothéses et du lemme 3.7, le 2-foncteur strict [ 77 est une équivalence
faible. Comme ) 4 et (O sont des équivalences faibles en vertu du lemme 3.14, la saturation
faible de W permet de conclure. [

5. L’adjonction de Bénabou

Cette section a pour objet I’étude des premiéres propriétés homotopiques d’un adjoint
a gauche de l'inclusion 2-Cat — 2-Cat,,. La découverte de cette adjonction, dans le cadre
plus général des bicatégories, revient & Bénabou, qui semble malheureusement n’avoir rien
publié a ce sujet. Le cas particulier de cette construction appliquée aux 2-catégories est
abordé par Gray dans [21, I, 4. 23, p. 9|. Bien qu'il s’agisse d’une notion « folklorique »,
sa description concréte semble assez méconnue. Un traitement algébrique détaillé de cette
construction se trouve dans [13, section 1.12|. Nous la présentons briévement — et quelque
peu « grossiérement » — ici pour les besoins du présent travail.

5.1. DEFINITION. Etant donné une 2-catégorie A, on note Ala 2-catégorie définie comme
suit. Ses objets sont les objets de A. Etant donné deux objets a et o/, les 1-cellules de
a vers a' sont les (m],x : [m] — A), avec m > 0 un entier et x un 2-foncteur strict
tel que zyp = a et x, = a/. On pourra noter une telle 1-cellule par ([m],z10 : ©o —
Tiye s Tonme | Tl — Tp). Btant donné ([m], z) et ([n],y) deux 1-cellules paralléles de
a vers a’, les 2-cellules de la premiére vers la seconde sont de la forme (¢, aq, ..., a,) avec
¢ une application croissante de [n] vers [m] telle que ¢(0) = 0, p(n) = m et x,, = y; pour
tout objet i de [n], et o; une 2-cellule de @y (i) oi)—1 - - - Tp(i—1)+1,p(i—1) Vers Y1 dans A,
pour tout objet i de [n]. On pourra noter (¢, @) une telle 2-cellule ; il s’agit d’une notation
plus satisfaisante conceptuellement si ’on considére o comme une transformation relative
auz objets de xp vers y (Steve Lack a souligné 'importance d’un tel renforcement de la
notion de transformation sous le nom d’icone ; nous adoptons ce point de vue dans |13,
section 1.12] pour décrire I'adjonction de Bénabou). Les diverses unités et compositions se
définissent & laide de celles de A. L’identité de I'objet a dans A est définie par ([0],a) (on
a noté a I'unique 2-foncteur strict de [0] vers A envoyant 'objet 0 de [0] sur a). La compo-
sition des 1-cellules est définie par concaténation, de méme que la composition horizontale
des 2-cellules. La composition verticale des 2-cellules est définie comme suit. Etant donné
([m], x), ([n],y) et ([p], z) trois 1-cellules paralléles de A, (¢, ) une 2-cellule de ([m], )
vers ([n],y) et (¢, B) une 2-cellule de ([n],y) vers ([p], z), la composée (¢, 5)(p, ) est dé-
finie par (By(an 0 oayp-1)41)) 0 -0 (Bi(ayayo---oaq)). En vertu de la loi d’échange,
cette composée est égale & (B,0---0f1)(a,0---0aq).
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Pour tout 2-foncteur lax u : A — B, on définit un 2-foncteur strict u : A = Bdela
facon suivante. Pour tout objet a de A,

Pour toute 1-cellule ([m],z) de A,

u([m], x) = (Im], u(z10), - s ulTmm1))

Pour toute 2-cellule (p, ) de ([m], x) vers ([n],y) comme ci-dessus,

ﬂ(gp, a) = (u(an) 00 u(a1>>(uw'm,'mfl:-~~7$Lp(m—1)+1,<p(m—l) ©--0 u$¢(1),¢(1)_1,~-,x1,0)

5.2. REMARQUE. En vertu de la loi d’échange, en conservant les mémes notations, la
2-cellule u(y, ) est égale a

() Uy 1oty 41,0 my) © 7 0 (WO Uy )

En utilisant la « condition de cocycle généralisée », on vérifie la fonctorialité de la
construction ci-dessus. Autrement dit :

5.3. PROPOSITION. L’assignation A — le, u +— u définit un foncteur de 2-Caty,, vers
2-Cat.

Du fait du caractére quelque peu disgracieux de la notation « ? », on notera B :
2-Catyq, — 2-Cat le foncteur défini par la proposition 5.3. On se propose maintenant de
vérifier qu’il s’agit d’un adjoint & gauche de I'inclusion canonique 2-Cat — 2-Cat ;.

5.4. DEFINITION. Pour toute 2-catégorie A, on note 74 : A — A le 2-foncteur lax défini
comme suit. Pour tout objet a de A, on pose

nala) = a
Pour toute 1-cellule f de A, on pose

Pour toute 2-cellule o de A, on pose

Pour tout objet a de A, on pose

(na)a = (1] = [0], 11,)

Pour tout couple (f, f') de 1-cellules de A telles que la composée f’f fasse sens, on pose

(ma)p s = (1] = [2], 1)

(La fléche [1] — [2] est définie de fagon unique par la condition qu’il s’agit d’une applica-
tion croissante respectant les extrémités.)

On laisse au lecteur le soin de vérifier que cela définit bien un 2-foncteur lax.
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5.5. DEFINITION. Pour toute 2-catégorie A, on note €4 : A = A le 2-foncteur strict
défini comme suit. Pour tout objet a de A,

eala) =a
Pour toute 1-cellule ([m],z) de A,
eallm], x) = Tm-1... 7190
Pour toute 2-cellule (¢, a) de A comme ci-dessus, on pose
ealpra) = anooa

On laisse au lecteur le soin de vérifier que cela définit bien un 2-foncteur strict. Les
lemmes 5.6 et 5.7 se vérifient sans difficulté.

5.6. LEMME. Pour tout 2-foncteur lax u : A — B, le diagramme dans 2-Catyq,

)

§>

h>

est commutatif.

5.7. LEMME. Pour tout 2-foncteur strict v : A — B, le diagramme dans 2-Cat

L
w—m

L

est commutatif.

Si 'on note I : 2-Cat — 2-Cat;,, 'inclusion canonique, les considérations précédentes
nous permettent donc de définir des transformations naturelles 7 : lo-ca,,, = IB et
€: Bl = 15¢q dont les composantes en A sont 774 et €4 respectivement.

5.8. PROPOSITION. Le foncteur B : 2-Catj,,. — 2-Cat est un adjoint & gauche de l’inclu-
ston I : 2-Cat — 2-Caty,,, les transformations naturelles n et € constituant respectivement
Punité et la cotinité de l'adjonction (B, I).

DEMONSTRATION. Les identités triangulaires se vérifient sans difficulté. ]

5.9. LEMME. Pour toute 2-catégorie A, pour tout objet a de A, la 2-catégorie /T/j*‘a
admet un objet admettant un objet final.

DEMONSTRATION. Cela résulte de calculs ne présentant aucune difficulté. On présentera
plus loin (lemme 5.17) les détails de calcul du « cas relatif » plus général. ]
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5.10. PROPOSITION. Pour toute 2-catégorie A, le 2-foncteur strict €4 : A = A est une
équivalence faible.

DEMONSTRATION. Pour tout objet a de A, la 2-catégorie AV/CE‘AQ admet un objet admettant
un objet final (lemme 5.9), donc est asphérique (lemme 2.28). Le résultat s’en déduit en
vertu du corollaire 2.35. ]

5.11. PROPOSITION. Pour toute 2-catégorie A, le 2-foncteur lax ny : A — A est une
équivalence faible.

DEMONSTRATION. C’est une section de €4, qui est une équivalence faible en vertu de la
proposition 5.10. n

5.12. DEFINITION. Pour tout 2-foncteur lax u : A — B, on pose u = egu.

5.13. REMARQUE. En vertu de la théorie classique des adjonctions, étant donné un
2-foncteur lax u : A — B, u est 'unique 2-foncteur strict de A vers B rendant le dia-
gramme

A B

commutatif.

5.14. PROPOSITION. Un 2-foncteur laz u : A — B est une équivalence faible si et seule-
ment si u en est une, ce qui est le cas si et seulement si u en est une.

DEMONSTRATION. Il suffit de considérer le diagramme commutatif

A8
J T
et d’invoquer la proposition 5.10 pour conclure a la premiére équivalence. La seconde
résulte de 'égalité w = egu (définition 5.12) et de la proposition 5.10. "

Le théoréme 5.15 ne sera pas utilisé avant la section 7.

5.15. THEOREME. L’inclusion 2-Cat — 2-Caty,, induit une équivalence de catégories
entre les catégories localisées W™2-Cat et Wias '2-Catygs.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du fait que les composantes des transformations
naturelles 7 et € sont dans W, et W respectivement. =
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5.16. LEMME. Pour tout 2-foncteur lax u : A — B, le diagramme

A

est commutatif & une transformation w = ue pres.

DEMONSTRATION. On pose

Oq = 1u(a)
pour tout objet a de A et
O—([m]:xl,o,mymm,m—l) = U-Tm,m—la---,xl,o
pour tout morphisme ([m], z1, ..., Tmm—1) dans A. Tl résulte des axiomes des 2-foncteurs
lax que cela définit bien une transformation o : u = uey4. [

5.17. LEMME. Soient u : A — B un 2-foncteur lax, b un objet de B et €4/7b : /T/lﬂb —
AJb le 2-foncteur strict induit par le diagramme

A

(voir la démonstration du lemme 5.16 pour la définition de o). Alors, pour tout objet (a,p)
de A, la 2-catégorie

e €eA/°b
(A7) 41" (a, p)
admet un objet admettant un objet final.

DEMONSTRATION. Décrivons partiellement la 2-catégorie (ﬂ/lﬂb)/f““/lcb(a,p).

— Les objets en sont les quadruplets (a’,p/, f, &), ot @’ est un objet de A, p’ : u(a’) — b
une 1-cellule de B, f : a’ — a une l-cellule de A et o : p' = pu(f) une 2-cellule de
B.

— Les 1-cellules de (d',p/, f,a) vers (a”,p", f',a’) sont données par les (|m],z, 5,7),
avec ([m],z) une 1-cellule de @’ vers a” dans A, 8 : p' = p"u(Zmm-1) ... u(z1,)
une 2-cellule de B et v : f'zpm_1...210 = f une 2-cellule dans A, quadruplets
satisfaisant 1’égalité

(po (u()upa))(@ ou(Tmm-i .. 710)) (" 0 ua) =

(On a noté uy , la 2-cellule structurale de composition u de u, de source

u(f)u(@mm—1 .- x10) et de but u(f'Tpmm-1-..210)-)

»7Im,m—1---L1,0
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— Si ([m], z, B,7) et ([n],y,0,7) sont deux 1-cellules de (¢, p/, f, «) vers (a”,p", f', &),
les 2-cellules de ([m],z, 5,7) vers ([n],y,0,7) sont données par les 2-cellules (¢, p)
de ([m],z) vers ([n],y) dans A satisfaisant

(" © ((wlpnn-1) © -+ 0 w(p1,0)) (Uay 1y mswm ©+ 7 © Uagsomsa ) )))B = 0

et
T(ffopno---op) =7

Dans cette 2-catégorie (.Z/lﬂb)/cu/lab(a,p) se distingue 'objet (a,p, 1a,p o u,).

Soit (a”,p" : u(a") — b, f" : d" — a,a : p" = pu(f’')) un objet quelconque de la
2-catégorie (j/lﬂb) Ce““/lab(a,p). Le quadruplet ([1], f’, «, 1) définit alors une 1-cellule de
(a",p", f', @) vers (a,p,1q,p o u,). En effet, la condition de commutativité a vérifier se
simplifie ici en 1’égalité

(P o (u1,, (a0 u(f))))a = o,
qui est vérifiée en vertu de 'égalité

uy,,p(uq 0 u(f) = Ly

Supposons donné une 1-cellule
([m], z, & : p" = pu(Tmm-1) .. - u(T10),7 : Tnm-1 ... 210 = f)

de (a”,p", f', &) vers (a,p, 14, p o u,) dans (Jﬁﬂb)/fAAob(a,p). La définition des 1-cellules
de cette catégorie assure 1’égalité

(pou(y))(pour,s)(pou,ou@mmoi...210))(pou,)a =«

qui se récrit
(po (u(y)ur, 2 (tg © U(Tpme1 ... T10))Uz))d =
La composée
U, 2 (Ug 0 U( Ty m—1 - .- T10))

est une identité. Ainsi, 1’égalité

(po (u(y)uz))a' = o
fait partie des hypothéses.
Une 2-cellule de ([m],z, o/, ) vers ([1], f',a, 1) dans (.A/lﬂb)/f*‘/1 b(a,p) correspond a
un couple (¢, p), ot ¢ : [1] — [m] est un morphisme d’intervalles et p une 2-cellule de
Tmm—1---21p0 vers f' dans A, telles que

(po (u(p)us))e’ =
et
1p(Lao p) =7

La seconde égalité force p = v et, par hypothése, la premiére égalité est vérifiée si 'on
fait p = 7. Cela termine la démonstration. ]
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5.18. LEMME. Soient u : A — B un 2-foncteur laz et b un objet de B. Alors, le 2-foncteur
strict €470 : AJFb — ALUD (voir Uénoncé du lemme 5.17) est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du lemme 5.17. [

5.19. LEMME. Soient u : A — B un 2-foncteur laz et b un objet de B. Alors, le 2-foncteur
lax napb: A — A induit par le diagramme commutatif

A
I

A——B
est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. C’est une section du 2-foncteur strict €4/7b, qui est une équivalence
faible (lemme 5.18). n

5.20. REMARQUE. Les lemmes 5.18 et 5.19 généralisent les lemmes 5.10 et 5.11, sans que
leur démonstration en dépende. On aurait donc pu s’abstenir d’énoncer ces cas particuliers.
Les calculs s’avérant toutefois sensiblement plus pénibles dans le cas général, il nous
paraissait plus naturel, et surtout plus pédagogique, de procéder ainsi.

6. Le cas général

6.1. LEMME. Sotent u: A — B et v: B — C deux 2-foncteurs laz. Alors, vu = vu.

DEMONSTRATION. En vertu de la remarque 5.13, comme Tu est un 2-foncteur strict, cela
résulte de la suite d’égalités vuny = vngu = vu. m

6.2. Soient u et v deux 2-foncteurs lax de A vers B, et o une transformation (resp.
une optransformation) de u vers v. Ces données permettent de définir une transformation
(resp. une optransformation) & de u vers v, comme suit.

Pour tout objet a de A, on pose 7, = 7, et T(jg),0) = Lo,

Pour toute 1-cellule ([m],z) de a vers @’ dans A avec m > 1, I'on définit une 2-cellule
O(m),w) cOmme suit. Sim =1, T(pm)2) = O([1)010) = Oz1o- S1 M > 2,

(o) = (V(@mm—1) - .- 0(@2,1)) © Oy 0) (T (fm—1],@mym—1,r2,1)) © W(Z1,0))
si o est une transformation, et
(@) = (Ozmmr © (W(Em-1m-2) - w(710))) © (V(Tmm-1) © T(m-1),(@m-1,m—2,71,0)))
si 0 est une optransformation.

6.3. LEMME. Etant donné deuzx 2-foncteurs lax paralléles u et v et une transformation
(resp. optransformation) o : u = v, le procédé décrit ci-dessus définit une transformation
(resp. optransformation) @ : u = 7.

DEMONSTRATION. Les vérifications sont laissées au lecteur. n
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6.4. LEMME. Soient
A—m

= B
N
C
un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et o est une optransformation,

c un objet de C, uf’c: Aj"c — B/'c le 2-foncteur laz induit par ces données, et u/c le
2-foncteur strict induit par le diagramme

RN
N4
C

(voir les lemmes 6.1 et 6.3). Alors, le diagramme

ufe

JZ(/FC B N /e

UA/ICT TUB/IC

A/leT)B/IUC
ul C

est commutatif.

DEMONSTRATION. Les calculs ne présentent aucune difficulté. [

6.5. COROLLAIRE. Soient
A—

= B
N? /
C
un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et o est une optransformation
et ¢ un objet de C. Alors, le 2-foncteur lax u/ﬁc : A/lwg — B¢ est une équivalence faible

si et seulement si le 2-foncteur strict w/c : A)"c — B/’c en est une.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 5.19, les 2-foncteurs lax n4/ic et np/ic sont des
équivalences faibles. Le lemme 6.4 et la saturation faible de la classe des équivalences
faibles permettent de conclure. [

6.6. THEOREME. Soit
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un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et o est une optransformation.
Supposons que, pour tout objet ¢ de C, le 2-foncteur lax

ufc: Apc — B)’c
soit une équivalence faible. Alors u est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. En vertu des hypothéses et du corollaire 6.5, pour tout objet ¢ de C,
le 2-foncteur strict u/”c est une équivalence faible. En vertu du théoréme 4.1, & est une
équivalence faible, donc u est une équivalence faible (proposition 5.14). n

6.7. REMARQUE. L’énoncé du théoréme 6.6 admet bien entendu trois versions duales.
Elles correspondent aux cas suivants :

— u, v et w sont des 2-foncteurs lax et o une transformation de w vers vu;

— u, v et w sont des 2-foncteurs colax et o une transformation de vu vers w

— u, v et w sont des 2-foncteurs colax et o une optransformation de w vers vu.

7. Les 2-catégories modélisent les types d’homotopie

Comme annoncé, nous démontrons dans cette section que la catégorie localisée de
2-Cat par les équivalences faibles considérées est équivalente a la catégorie homotopique
classique. Nous avons déja mentionné que Ara et Maltsiniotis [2| utilisent ce résultat
pour établir 'existence d’une équivalence de Quillen entre 2-Cat munie de la structure de
catégorie de modeéles « a la Thomason » qu’ils construisent et la catégorie des ensembles
simpliciaux munie de sa structure de catégorie de modeles classique.

7.1. DEFINITION. Etant donné des 2-foncteur lax u et v de A vers B, une transformation
(resp. optransformation) o : u = v sera dite relative aux objets si o, : u(a) — v(a) est
une identité pour tout objet a de A.

7.2. DEFINITION. On note
Fon(m], A)

la catégorie dont les objets sont les 2-foncteurs stricts de [m] vers A et dont les morphismes
sont les transformations relatives aux objets. Autrement dit, Fon([m],.A) est la catégorie
H Hom 4(ag,a1) X -+ x Hom (-1, am)
(@g,....am)E(Ob(A))™+1
7.3. DEFINITION. On note N.A l'objet simplicial de Cat défini par
NA: A% — Cat
m +— Fon([m], A)

et dont les faces et dégénérescences sont définies de facon « évidente ».
Cela permet de définir un foncteur

N :2-Cat — Home (A%, Cat)
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7.4. DEFINITION. Pour tout foncteur F : A°? — Cat, on pose

[ (feon)’

oul 7% désigne 'automorphisme de Cat qui, a toute catégorie, associe sa catégorie opposée.

Ainsi, [”F n’est autre que la catégorie notée VF dans [29, section 2.2.6]. De fagon
plus explicite, ses objets sont les couples (a,z), avec a un objet de A et x un objet de

F(a), et les morphismes de (a,x) vers (a’,z’) sont les couples (f,r) avec f :a — o dans
Aetr:xz— F(f)(2') dans F(a).

7.5. DEFINITION. Soit A une 2-catégorie. On définit un 2-foncteur lax
op
sup , / NA— A

par les données suivantes.
Si ([m], (%;;-1)1<i<m) est un objet de [ N.A, on pose

%A([mL ($i,i—1)1§i§m) =Tm

Un morphisme de ([m], (z;;-1)1<i<m) vers ([n], (yjj—1)1<j<n) dans [PNA est de la
forme (¢ : [m] — [n], ()i<icm), OU G @ Tiic1 = Yp(i)p(i)—1 - - - Yp(i-1)+1,0(i—1) €St une
2-cellule de A. L’image d’un tel morphisme (¢ : [m] — [n], (;)1<i<m) par sup , est définie
par

%A(@ : [m] — [n]7 (ai)1§i§m> = Ynn—1- - Yp(m)+1,p(m)

Pour tout objet ([m], (x;-1)1<i<m) de [ " N.A, on pose

sup , =1,

([m],(z4,i-1)1<i<m)

Pour tout couple de morphismes composables (¢ : [m] — [n], (q)1<i<m) : ([M], (%ii-1)1<i<m) —

([, (5-1)12j2n) €t (¥ = [n] = [p), (B)rizjza) = ([0, Wrg-Drzizn) = (], (k1) 12k2p)
de [ N.A, on pose

%A(7/’7(51)1Sj§n):(%07(a1:)1gi§m) = Zpp-1 - Zum)+1um) © B © - 0 Bom)1

Les propositions 7.6 et 7.7 ne sont autres que [17, théoréme 9.2.4| (¢’est aussi [19, théo-
réme 7.3|), aux contextes et notations prés. On y renvoie le lecteur pour la démonstration
de la proposition 7.6.

7.6. PROPOSITION. |[Del Hoyo| Pour toute 2-catégorie A, pour tout objet a de A, la

catégorie
op SU;
(f )

En vertu du théoréme 6.6, on en déduit la proposition 7.7.

est asphérique.



82 JONATHAN CHICHE

7.7. PROPOSITION. |Del Hoyo| Pour toute 2-catégorie A, le 2-foncteur lax
op
sup , / NA— A

est une équivalence faible.

7.8. On note W la classe des foncteurs (morphismes de Cat) dont le nerf est une équiva-
lence faible simpliciale. Autrement dit, W = WNF(Cat). Pour tout morphisme v : A — B
de Cat, on note A/Nu : A/NA — A/N B l'image de son nerf par le foncteur « catégorie
des éléments ». Ce n’est donc rien d’autre que [ %’ Nyu avec les notations introduites plus
haut. Si 'on note maintenant (toujours pour distinguer du cas général des 2-catégories)
supa : A/NA — A le foncteur sup o les fleches horizontales du diagramme commutatif

A/NA—2A A
A/Nul J{
A/NB—_——B

sont des équivalences faibles (il s’agit d’un résultat classique que généralise la proposition
7.7).

7.9. THEOREME. L’inclusion Cat — 2-Cat induit une équivalence de catégories entre les
catégories localisées W—1Cat et W'2-Cat. On a donc des équivalences de catégories entre
catégories localisées

Wi 12-Catigy ~ W 2-Cat ~ W Cat ~ Hot

DEMONSTRATION. On a déja montré la premiére équivalence (voir le théoréme 5.15). La
troisiéme est bien connue. Il reste & démontrer la premiére assertion de 1’énoncé.
Soit u : A — B un 2-foncteur strict. Considérons le diagramme

efOpﬂA

[PNA [PNA-PA 4

IOPNUJ lf OPMU lu

[ 7NB

€[oPNB - sup,

Les fléches horizontales y figurant sont des équivalences faibles en vertu des propositions
5.10, 5.14 et 7.7.

Il reste a vérifier la commutativité du diagramme ci-dessus. On remarque d’abord que
le carré de gauche est commutatif par naturalité de e (voir le lemme 5.7). Pour établir la
commutativité du carré de droite, il suffit (voir la remarque 5.13) de vérifier 1’égalité

u SUP, g N a = SUD /A N(u) n5gr na
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ce qui se récrit
op
u sup , = sup / N(u)
—A —=B A

Cette derniére égalité se vérifie directement.
On déduit de cette observation et du rappel précédant ’énoncé du théoréme 7.9 que
Pinclusion Cat < 2-Cat et le foncteur

2-Cat — Cat

op

.A»—)/ NA
op

u»—>/ N(u)

induisent des équivalences quasi-inverses I'une de 1'autre entre les catégories localisées de
Cat et 2-Cat relativement & W et WV respectivement. n

7.10. REMARQUE. Comme nous l’avons dit, I’équivalence W™12-Cat ~ W~'Cat peut en
fait se déduire des résultats figurant dans la thése de del Hoyo [17]. 11 suffit en effet pour
cela d’utiliser I'analogue de la construction universelle de Bénabou que nous présentons,
mais pour les seuls 2-foncteurs lax normalisés de source une l-catégorie [17, définition
7.5.8], et de remplacer la coiinité de I’adjonction de Bénabou par son analogue dans ce
dernier cadre (voir la démonstration de [17, proposition 8.6.1]). Le lecteur adaptera sans
difficulté la démonstration que nous présentons. Il prendra garde au fait que les foncteurs
lax de del Hoyo correspondent & ce que nous appelons — suivant en cela I'usage dominant
— foncteurs colax normalisés. Del Hoyo démontre donc dans [17, théoréme 9.3.5] que la
localisation de la catégorie des 2-catégories et des foncteurs lax normalisés par les foncteurs
lax normalisés qui sont des équivalences faibles est équivalente a la localisation de Cat
par les équivalences faibles, donc a Hot. En somme, on dispose maintenant des modéles
catégoriques suivants des types d’homotopie : la catégorie des catégories et foncteurs, la
catégorie des 2-catégories et 2-foncteurs stricts, la catégorie des 2-catégories et 2-foncteurs
lax (et, bien str, celle des 2-catégories et 2-foncteurs colax), la catégorie des 2-catégories
et 2-foncteurs lax normalisés (et, bien sir, celle des 2-catégories et 2-foncteurs colax
normalisés).
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