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Theorie der Abel’schen Functionen.

Bernhard Riemann

[Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 54.
S. 101-155. 1857.]

1. Allgemeine Voraussetzungen und Hiilfsmittel fiir
die Untersuchung von Functionen unbeschrinkt
verdnderlicher Grossen.

Die Absicht den Lesern dieses Journals Untersuchungen iiber verschiede-
ne Transcendenten, inbesondere auch iiber Abel’sche Functionen vorzulegen,
macht es mir wiinschenswerth, um Wiederholungen zu vermeiden, eine Zu-
sammenstellung der allgemeinen Voraussetzungen, von denen ich bei ihrer
Behandlung ausgehen werde, in einem besonderen Aufsatze voraufzuschicken.

Fiir die unabhéingig veréanderliche Grosse setze ich stets die jetzt allgemein
bekannte Gauss’sche geometrische Reprisentation voraus, nach welcher eine
complexe Grosse z = x + yi vertreten wird durch einen Punkt einer unend-
lichen Ebene, dessen rechtwinklige Coordinaten z, y sind; ich werde dabei
die complexen Grossen und die sie repriasentirenden Punkte durch dieselben
Buchstaben bezeichnen. Als Function von x4 yi betrachte ich jede Grosse w,
die sich mit ihr der Gleichung

ou_ou
or Oy

gemdss dndert, ohne einen Ausdruck von w durch x und y vorauszusetzen.
Aus dieser Differentialgleichung folgt nach einem bekannten Satze, dass die
Grosse w durch eine nach ganzen Potenzen von z — a fortschreitende Reihe

von der Form n:zoo a,(z — a)™ darstellbar ist, sobald sie in der Umgebung

von a allenthalbnen einen bestimmten mit z stetig sich &ndernden Werth hat,
und dass diese Darstellbarkeit stattfindet bis zu einem Abstande von a oder
Modul von z — a, fiir welchen eine Unstetigkeit eintritt. Es ergiebt sich aber
aus den Betrachtungen, welche der Methode der unbestimmten Coefficienten
zu Grunde liegen, dass die Coefficienten a,, vollig bestimmt sind, wenn w in
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einer endlichen {ibrigens beliebig kleinen von a ausgehenden Linie gegeben
ist.

Beide Ueberlegungen verbindend, wird man sich leicht von der Richtigkeit
des Satzes iiberzeugen:

Fine Function von x + yi, die in einem Theile der (x,y)-Ebene gegeben
ist, kann dariber hinaus nur auf Fine Weise stetig fortgesetzt werden.

Man denke sich nun die zu untersuchende Function nicht durch irgend
welche z enthaltende analytische Ausdriicke oder Gleichungen bestimmt, son-
dern dadurch, dass der Werth der Function in einem beliebig begrenzten
Theile der z-Ebene gegeben ist und sie von dort aus stetig (der partiellen

Differentialgleichung
Ow  Ow

Za—x_a—y

gemiiss) fortgesetzt wird. Diese Fortsetzung ist nach den obigen Sétzen eine
vollig bestimmte, vorausgesetzt, dass sie nicht in blossen Linien geschieht, wo-
bei eine partielle Differentialgleichung nicht zur Anwendung kommen konnte,
sondern durch Fléachenstreifen von endlicher Breite. Je nach der Beschaffen-
heit der fortzusetzenden Function wird nun entweder die Function fiir den-
selben Werth von 2z immer wieder denselben Werth annehmen, auf welchem
Wege auch die Fortsetzung geschehen sein moge, oder nicht. Im ersteren Fal-
le nenne ich sie einwerthig, sie bildet dann eine fiir jeden Werth von z vollig
bestimmte und nicht l&ngs einer Linie unstetige Function. Im letzteren Falle,
wo sie mehrwerthig heissen soll, hat man um ihren Verlauf aufzufassen vor
Allem seine Aufmerksamkeit auf gewisse Punkte der z-Ebene zu richten, um
welche herum sich die Function in eine andere fortsetzt. Ein solcher Punkt
ist z. B. bei der Function log(z — a) der Punkt a. Denkt man sich von diesem
Punkte a aus eine beliebige Linie gezogen, so wird man in der Umgebung
von a den Werth der Function so wahlen konnen, dass sie sich ausser die-
ser Linie {iberall stetig @ndert; zu beiden Seiten dieser Linie nimmt sie aber
dann verschiedene Werthe an, auf der negativen® einen um 27 grosseren, als
auf der positiven. Die Fortsetzung der Function von einer Seite dieser Linie
aus, z. B. von der negativen, iiber sie hiniiber in das jenseitige Gebiet giebt
dann offenbar eine von der dort schon vorhandenen verschiedene Function
und zwar im hier betrachteten Falle eine allenthalben um 27¢ gréssere.

Zur bequemeren Bezeichnung dieser Verhéltnisse sollen die verschiedenen
Fortsetzungen einer Function fiir denselben Theil der z-Ebene Zweige dieser
Function genannt werden und ein Punkt, um welchen sich ein Zweig einer

'Im Anschlusse an die von Gauss vorgeschlagene Benennung positiv laterale Einheit fiir
+i werde ich als positive Seitenrichtung zu einer gegebenen Richtung diejenige bezeichnen,
welche zu ihr ebenso liegt, wie +¢ zu 1.



Function in einen andern fortsetzt, eine Verzweigungsstelle dieser Function;
wo keine Verzweigung stattfindet, heisst die Function eindndrig oder mono-
drom.

Ein Zweig einer Function von mehreren unabhéngig veranderlichen Gros-
sen, z, s, t,... ist eindndrig in der Umgebung eines bestimmten Werthen-
systems z = a, s = b, t = ¢,..., wenn allen Werthencombinationen bis
zu einem endlichen Abstande von demselben (oder bis zu einer bestimmten
endlichen Grosse der Moduln von z —a, s — b, t — ¢, ...) ein bestimmter mit
den verdanderlichen Grossen stetig sich &ndernder Werth dieses Zweiges der
Function entspricht. Eine Verzweigungsstelle oder eine Stelle, um welche sich
ein Zweig in einen andern fortsetzt, wird bei einer Function von mehreren
Veranderlichen durch sémmtliche einer Gleichung zwischen ihnen geniigende
Werthe der unabhéngig verdnderlichen Grossen gebildet.

Nach einem oben angefiihrten bekannten Satze ist die Eindndrigkeit ei-
ner Function identisch mit ihre Entwickelbarkeit, ihre Verzweigung mit ih-
rer Nichtentwickelbarkeit nach ganzen positiven oder negativen Potenzen der
Aenderungen der verdnderlichen Grossen. Es scheint aber nicht zweckméssig,
jene von ihrer Darstellungsweise unabhéngigen Eigenschaften durch diese an
eine bestimmte Form ihres Ausdrucks gekniipften Merkmale auszudriicken.

Fiir manche Untersuchungen, namentlich fiir die Untersuchung algebrai-
scher und Abel’scher Functionen ist es vortheilhaft, die Verzweigungsart einer
mehrwerthigen Function in folgender Weise geometrisch darzustellen. Man
denke sich in der (z,y)-Ebene eine andere mit ihr zusammenfallende Fliche
(oder auf der Ebene einen unendlich diinnen Koérper) ausgebreitet, welche
sich so weit und nur so weit erstreckt, als die Function gegeben ist. Bei Fort-
setzung dieser Function wird also diese Flédche ebenfalls weiter ausgedehnt
werden. In einem Theile der Ebene, fiir welchem zwei oder mehrere Fortset-
zungen der Function vorhanden sind, wird die Fldche doppelt oder mehrfach
sein; sie wird dort aus zwei oder mehreren Bldttern bestehen, deren jedes
einen Zweig der Function vertritt. Um einen Verzweigungspunkt der Functi-
on herum wird sich ein Blatt der Flache in ein anderes fortsetzen, so dass in
der Umgebung eines solchen Punktes die Flache als eine Schraubenflache mit
einer in diesem Punkte auf der (x,y)-Ebene senkrechten Axe und unendlich
kleiner Hohe des Schraubenganges betrachtet werden kann. Wenn die Functi-
on nach mehreren Umléufen des z um den Verzweigungswerth ihren vorigen
Werth wieder erhilt (wie z. B. (z — a)™, wenn m, n relative Primzahlen
sind, nach n» Umlaufen von z um a), muss man dann freilich annehmen, das
sich das oberste Blatt der Fliche durch die iibrigen hindurch in das unterste
fortsetzt.

Die mehrwerthige Function hat fiir jeden Punkt einer solchen ihre Ver-
zweigungsart darstellenden Fldche nur einen bestimmten Werth und kann



daher als eine vollig bestimmte Function des Orts in dieser Fléiche angesehen
werden.
Gottingen, 1857.

2. Lehrsitze aus der analysis situs fiir die Theorie der
Integrale von zweigliedrigen vollstindigen
Differentialien.

Bei der Untersuchung der Functionen, welche aus der Integration vollstan-
diger Differentialien entstehen, sind einige der analysis situs angehorige Sétze
fast unentbehrlich. Mit diesem von Leibnitz, wenn auch vielleicht nicht ganz
in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen darf wohl ein Theil der Leh-
re von den stetigen Grossen bezeichnet werden, welcher die Grossen nicht
als unabhéngig von der Lage existierend und durch einander messbar be-
trachtet, sondern von den Massverhéltnissen ganz absehend, nur ihre Orts-
und Gebietsverhéltnisse der Untersuchung unterwirft. Indem ich eine von
Massverhéltnissen ganz abstrahirende Behandlung dieses Gegenstandes mir
vorbehalte, werde ich hier nur die bei der Integration zweigliedriger voll-
standiger Differentialien néthigen Sétze in einem geometrischen Gewande
darstellen.

Es sei eine in der (z, y)-Ebene einfach oder mehrfach ausgebreitete Fléche
T gegeben? und X, Y seien solche stetige Functionen des Orts in dieser
Flache, dass in ihr allenthalben X dz + Y dy ein vollstéandiges Differential,
also

ox _ov
Jdy Oz
ist. Bekanntlich ist dann
/ (X dz +Y dy),

um einen Theil der Fliche T positiv oder negativ herum—d. h. durch die
ganze Begrenzung entweder allenthalben nach der positiven oder allenthalben
nach der negativen Seite gegen die Richtung von Innen nach Aussen (siehe
die Anmerkung Seite 2 der vorhergehenden Abhandlung)—erstreckt, = 0, da
dies Integral dem {iiber diesen Theil ausgedehnten Flidchenintegrale

identisch im ersteren Falle gleich, im zweiten entgegengesetzt ist. Das Integral

/ (X dz + Y dy)
2Man sehe die vorhergehende Abhandlung S. 3.
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hat daher zwischen zwei festen Punkten auf zwei verschiedenen Wegen er-
streckt denselben Werth, wenn diese beiden Wege zusammengenommen die
ganze Begrenzung eines Theils der Fléche T bilden. Wenn also jede im Innern
von T in sich zuriicklaufende Curve die ganze Begrenzung eines Theils von T'
bildet, so hat das Integral von einem festen Anfangspunkte bis zu einem und
demselben Endpunkte erstreckt immer denselben Werth und ist eine von dem
Wege der Integration unabhéngige allenthalben in 7" stetige Function von der
Lage des Endpunkts. Dies veranlasst zu einer Unterscheidung der Fléchen in
einfach zusammenhéngende, in welchen jede geschlossene Curve einen Theil
der Flidche vollstéandig begrenzt—wie z. B. ein Kreis—, und mehrfach zu-
sammenhéangende, fiir welche dies nicht stattfindet,—wie z. B. eine durch
zwei concentrische Kreise begrenzte Ringflache. Eine mehrfach zusammen-
héngende lésst sich durch Zerschneidung in eine einfach zusammenhéngende
verwandeln (s. die durch Zeichnungen erlduterten Beispiele am Schluss die-
ser Abhandlung). Da diese Operation wichtige Dienste bei der Untersuchung
der Integrale algebraischer Functionen leistet, so sollen die darauf beziigli-
chen Sétze kurz zusammengestellt werden; sie gelten fiir beliebig im Raume
liegende Flachen.

Wenn in einer Fliache F' zwei Curvensysteme a und b zusammengenommen
einen Theil dieser Fliche vollstindig begrenzen, so bildet jedes andere Cur-
vensystem, das mit a zusammen einen Theil von F' vollsténdig begrenzt, auch
mit b die ganze Begrenzung eines Fliachentheils, der aus den beiden ersteren
Flachentheilen lings a (durch Addition oder Subtraction, jenachdem sie auf
entgegengesetzter oder auf gleicher Seite von a liegen) zusammengesetzt ist.
Beide Curvensysteme leisten daher fiir vollige Begrenzung eines Theils von
F dasselbe und konnen fiir die Erfiillung dieser Forderung einander ersetzen.

Wenn in einer Fliche sich n geschlossene Curven aq,as,...,a, zichen
lassen, welche weder fiir sich noch mit einander einen Theil dieser Fldche
F wollstindig begrenzen, mit deren Zuziehung aber jede andere geschlossene
Curve die vollstandige Begrenzung eines Theils der Fliche F' bilden kann, so
heisst die Fliche eine (n + 1) fach zusammenhdingende.

Dieser Charakter der Fléche ist unabhéngig von der Wahl des Curvensy-
stems aq, as, . . ., a,, da je n andere geschlossene Curven by, bs, ..., b,, welche
zu volliger Begrenzung eines Theils dieser Flédche nicht ausreichen, ebenfalls
mit jeder andern geschlossenen Curve zusammengenommen einen Theil von
F vollig begrenzen.

In der That, da b; mit Linien a zusammengenommen einen Theil von F
vollstdndig begrenzt, so kann eine dieser Curven a durch b; und die iibrigen
Curven a ersetzt werden. Es ist daher mit b; und diesen n — 1 Curven a jede
andere Curve, und folglich auch by, zu volliger Begrenzung eines Theils von
F ausreichend, und es kann eine dieser n — 1 Curven a durch by, by und die
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iibrigen n—2 Curven a ersetzt werden. Dieses Verfahren kann offenbar, wenn
wie vorausgesetzt die Curven b zu vollstandiger Begrenzung eines Theils von
F' nicht ausreichen, so lange fortgesetzt werden, bis sémmtliche a durch die
b ersetzt worden sind.

Fine (n + 1) fach zusammenhingende Fliche F kann durch einen Quer-
schnitt—d. h. eine von einem Begrenzungspunkte durch das Innere bis zu ei-
nem Begrenzungspunkte gefiihrte Schnittlinie—in eine n fach zusammenhdn-
gende F' verwandelt werden. Es gelten dabei die durch die Zerschneidung
entstehenden Begrenzungstheile schon wdhrend der weiteren Zerschneidung
als Begrenzung, so dass ein Querschnitt keinen Punkt mehrfach durchschnei-
den, aber in einem seiner friheren Punkte enden kann.

Da die Linien aq,as,...,a, zu volliger Begrenzung eines Theils von F
nicht ausreichen, so muss, wenn man sich F' durch diese Linien zerschnitten
denkt, sowohl das auf der rechten, als das auf der linken Seite von a, anlie-
gende Flachenstiick noch andere von den Linien a verschiedene und also zur
Begrenzung von F' gehorige Begrenzungstheile enthalten. Man kann daher
von einem Punkte von a,, sowohl in dem einen, als in dem andern dieser Fli-
chenstiicke eine die Curven a nicht schneidende Linie bis zur Begrenzung von
F ziehen. Diese beiden Linien ¢’ und ¢” zusammengenommen bilden alsdann
einen Querschnitt ¢ der Fliache F', welcher das Verlangte leistet.

In der That sind in der durch diesen Querschnitt aus F' entstehenden Fli-
che F' die Linien ay,as,...,a,_1 im Innern von F’ verlaufende geschlossene
Curven, welche zur Begrenzung eines Theils von F', also auch von F’, nicht
hinreichen. Jede andere im Innern von F” verlaufende geschlossene Curve [
aber bildet mit ihnen die ganze Begrenzung eines Theils von F’. Denn die
Linie [ bildet mit einem Complex aus den Linien ay,as,...,a, die ganze
Begrenzung eines Theils f von F'. Es lédsst sich aber zeigen, dass in der Be-
grenzung desselben a,, nicht vorkommen kann; denn dann wiirde, je nachdem
f auf der linken oder rechten Seite von a, lage, ¢’ oder ¢” aus dem Innern von
f nach einem Begrenzungspunkte von F', also nach einem ausserhalb f gele-
genen Punkte, fithren und also die Begrenzung von f schneiden miissen gegen
die Voraussetzung, dass [ sowohl als die Linien a, den Durchschnittspunkt
von a, und ¢ ausgenommen, stets im Innern von F’ bleiben.

Die Fliache F’, in welche F' durch den Querschnitt ¢ zerfallt, ist demnach,
wie verlangt, eine n fach zusammenhéngende.

Es soll jetzt bewiesen werden, dass die Fliche F' durch jeden Quer-
schnitt p, welcher sie nicht in getrennte Stiicke zerféllt, in eine nfach zu-
sammenhangende F’ verwandelt wird. Wenn die zu beiden Seiten des Quer-
schnitts p angrenzenden Fléchentheile zusammenhéngen, so léasst sich eine
Linie b von der einen Seite desselben durch das Innere von F’ auf die an-
dere Seite zum Anfangspunkte zuriick ziehen. Diese Linie b bildet eine im



Innern von F' in sich zuriicklaufende Linie, welche, da der Querschnitt von
ihr aus nach beiden Seiten zu einem Begrenzungspunkte fiihrt, von keinem
der beiden Flachenstiicke, in welche sie F' zerschneidet, die ganze Begren-
zung bildet. Man kann daher eine der Curven a durch die Curve b und jede
der iibrigen n — 1 Curven a durch eine im Innern von F” verlaufende Curve
und wenn nothig die Curve b ersetzen, worauf der Beweis, dass F’ nfach
zusammenhéngend ist, durch dieselben Schliisse, wie vorhin, gefiihrt werden
kann.

Fine (n + 1) fach zusammenhdingende Fliche wird daher durch jeden sie
nicht in Sticke zerschneidenden Querschnitt in eine n fach zusammenhdn-
gende verwandelt.

Die durch einen Querschnitt entstandene Fldche kann durch einen neuen
Querschnitt weiter zerlegt werden, und bei n maliger Wiederholung dieser
Operation wird eine (n + 1) fach zusammenhéngende Fldche durch n nach
einander gemachte sie nicht zerstiickelnde Querschnitte in eine einfach zu-
sammenhéangende verwandelt.

Um diese Betrachtungen auf eine Fliche ohne Begrenzung, eine geschlos-
sene Fliche, anwendbar zu machen, muss diese durch Ausscheidung eines
beliebigen Punktes in eine begrenzte verwandelt werden, so dass die erste
Zerlegung durch diesen Punkt und einen in ihm anfangenden und endenden
Querschnitt, also durch eine geschlossene Curve, geschieht. Die Oberfliche
eines Ringes z. B., welche eine dreifach zusammenhingende ist, wird durch
eine geschlossene Curve und einen Querschnitt in eine einfach zusammenhé&n-
gende verwandelt.

Auf das im FEingange betrachtete Integral des vollstdndigen Differenti-
als X dr 4+ Y dy wird nun die eben behandelte Zerschneidung der mehrfach
zusammenhéngenden Flachen in einfach zusammenhéngende, wie folgt, an-
gewandt. Ist die die (z,y)-Ebene bedeckende Fliche T, in welcher X, Y
allenthalben stetige der Gleichung

X oy
oX oy _ .

oy  Oxr

geniigende Functionen des Orts sind, nfach zusammenhéngend, so wird sie
durch n Querschnitte in eine einfach zusammenhéingende T zerschnitten.
Die Integration von X dx + Y dy von einem festen Anfangspunkte aus durch
Curven im Innern von 7" liefert dann einen nur von der Lage des Endpunkts
abhéngigen Werth, welcher als Function von dessen Coordinaten betrachtet
werden kann. Substituirt man fiir die Coordinaten die Gréssen x, y, so erhélt
man eine Function

z:/(de—IrYdy)



von z, i, welche fiir jeden Punkt von T” vollig bestimmt ist und sich innerhalb
T" allenthalben stetig, beim Ueberschreiten eines Querschnitts aber allgemein
zu reden um eine endliche von einem Knotenpunkte des Schnittnetzes zum
andern constante Grosse dndert. Die Aenderungen beim Ueberschreiten der
Querschnitte sind von einer der Zahl der Querschnitte gleichen Anzahl von
einander unabhéngiger Gréssen abhingig; denn wenn man das Schnittsystem
riickwérts,—die spateren Theile zuerst—, durchlauft, so ist diese Aenderung
iiberall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes Querschnitts gegeben
wird; letztere Werthe aber sind von einander unabhingig.
Gottingen, 1857.

Um das, was oben (S. 5) unter einer nfach zusammenhédngenden Fliche
verstanden wird, anschaulicher zu machen, folgen in den Zeichnungen auf
nachstehenden Seiten Beispiele von einfach, zweifach und dreifach zusam-
menhéngenden Flédchen.



Einfach zusammenhingende Fliche.

Sie wird durch jeden Querschnitt in getrennte Stiicke zerfallt, und es bildet
in ihr jede geschlossene Curve die ganze Begrenzung eines Theils der Flache.

Zweifach zusammenhingende Fliche.

Sie wird durch jeden sie nicht zerstiickelnden Querschnitt ¢ in eine einfach
zusammenhéngende zerschnitten. Mit Zuziehung der Curve a kann in ihr jede
geschlossene Curve die ganze Begrenzung eines Theils der Fléche bilden.



Dreifach zusammenhéngende Fliche.

In dieser Flédche kann jede geschlossene Curve mit Zuziehung der Curven
a; und as die ganze Begrenzung eines Theils der Flache bilden. Sie zerfillt
durch jeden sie nicht zerstiickelnden Querschnitt in eine zweifach zusammen-
héngende und durch zwei solche Querschnitte, ¢ und ¢, in eine einfach

zusammenhéngende.

In dem Theile a 3 v 6 der Ebene ist die Flache doppelt. Der a; enthal-
tende Arm der Fliche ist als unter dem andern fortgehend betrachtet und
daher durch punktirte Linien angedeutet.



3. Bestimmung einer Function einer verdnderlichen
complexen Grosse durch Grenz- und
Unstetigkeitsbedingungen.

Wenn in einer Ebene, in welcher die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punkts x, y sind, der Werth einer Function von x+ 1y in einer endlichen Linie
gegeben ist, so kann diese von dort aus nur auf eine Weise stetig fortgesetzt
werden und ist also dadurch vollig bestimmt (siehe oben S. 1). Sie kann aber
auch in dieser Linie nicht willkiirlich angenommen werden, wenn sie von ihr
aus einer stetigen Fortsetzung in die anstossenden Fléchentheile nach beiden
Seiten hin fiahig sein soll, da sie durch ihren Verlauf in einem noch so kleinen
endlichen Theile dieser Linie schon fiir den iibrigen Theil bestimmt ist. Bei
dieser Bestimmungsweise einer Function sind also die zu ihrer Bestimmung
dienenden Bedingungen nicht von einander unabhéngig.

Als Grundlage fiir die Untersuchung einer Transcendenten ist es vor allen
Dingen nothig, ein System zu ihrer Bestimmung hinreichender von einan-
der unabhéngiger Bedingungen aufzustellen. Hierzu kann in vielen Féllen,
namentlich bei den Integralen algebraischer Functionen und ihren inversen
Functionen, ein Princip dienen, welches Dirichlet zur Losung dieser Aufgabe
fiir eine der Laplace’schen partiellen Differentialgleichung geniigende Func-
tion von drei Verédnderlichen,—wohl durch einen dhnlichen Gedanken von
Gauss veranlasst—in seinen Vorlesungen iiber die dem umgekehrten Quadrat
der Entfernung proportional wirkenden Kréfte seit einer Reihe von Jahren
zu geben pflegt. Fiir diese Anwendung auf die Theorie von Transcendenten
ist jedoch gerade ein Fall besonders wichtig, auf welchen dies Princip in sei-
ner dortigen einfachsten Form nicht anwendbar ist, und welcher dort als von
ganz untergeordneter Bedeutung unberiicksichtigt bleiben kann. Dieser Fall
ist der, wenn die Function an gewissen Stellen des Gebiets, wo sie zu bestim-
men ist, vorgeschriebene Unstetigkeiten annehmen soll; was so zu verstehen
ist, dass sie an jeder solchen Stelle der Bedingung unterworfen ist, unstetig
zu werden, wie eine dort gegebene unstetige Function, oder sich nur um eine
dort stetige Function von ihr zu unterscheiden. Ich werde hier das Prinzip
in der fiir die beabsichtigte Anwendung erforderlichen Form darstellen und
erlaube mir dabei in Betreff einiger Nebenuntersuchungen auf die in meiner
Doctordissertation (Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen
einer verdnderlichen complexen Grosse. Gottingen 1851) gegebene Darstel-
lung desselben zu verweisen.

Man nehme an, dass eine die (z,y)-Ebene einfach oder mehrfach be-
deckende beliebig begrenzte Flache T und in derselben zwei fiir jeden ihrer
Punkte eindeuting bestimmte reelle Functionen von z, y, die Functionen «
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und (3 gegeben seien, und bezeichne das durch die Fliche ausgedehnte Inte-

gral

oo 93\° (da 9B\’

— - = —+ = dT

/ ((8:1: 8y> + <8y * Ox

durch Q(«), wobei die Functionen o und 3 beliebige Unstetigkeiten besitzen
konnen, wenn nur das Integral dadurch nicht unendlich wird. Es bleibt dann
auch Q(a — A) endlich, wenn A allenthalben stetig ist und endliche Differen-
tialquotienten hat. Wird diese stetige Function A der Bedingung unterwor-
fen, nur in einem unendlich kleinen Theile der Flédche T von einer unstetigen

Function v verschieden zu sein, so wird Q(« — A) unendlich gross, wenn =y
léngs einer Linie unstetig ist oder in einem Punkte so unstetig ist, dass

GEE

unendlich wird (Meine Inaug. Diss. Art. 17); es bleibt aber (o — \) endlich,
wenn <y nur in einzelnen Punkten und nur so unstetig ist, dass

() ())

durch die Flédche T' erstreckt endlich bleibt, wie z. B. wenn ~ in der Umge-
bung eines Punktes im Abstande  von demselben = (—logr) und 0 < ¢ < %
ist. Zur Abkiirzung mogen hier die Functionen, in welche A unbeschadet der
Endlichkeit von ©Q(a — A) itbergehen kann, unstetig von der ersten Art, die
Functionen, fiir welche dies nicht moglich ist, unstetig von der zweiten Art
genannt werden. Denkt man sich nun in Q(a — p) fiir g alle stetigen oder
von der ersten Art unstetigen Functionen gesetzt, welche an der Grenze ver-
schwinden, so erhélt dies Integral immer einen endlichen, aber seiner Natur
nach nie einen negativen Werth, und es muss daher wenigstens einmal, fiir
a — i = u, ein Minimumwerth eintreten, so dass €2 fiir jede Function o — p,
die unendlich wenig von u verschieden ist, grosser als Q(u) wird.

Bezeichnet daher o eine beliebige stetige oder von erster Art unstetige
Function des Orts in der Flache T', die an der Grenze allenthalben gleich
0 ist, und h eine von z, y unabhéngige Grosse, so muss (u + ho) sowohl
fiir ein positives, als fiir ein negatives hinreichend kleines h grosser als Q(u)
werden, und daher in der Entwicklung dieses Ausdrucks nach Potenzen von
h der Coefficient von h verschwinden. Ist dieser 0, so ist

Q(u + ho) :Q(u)—l—h2/ (<%>2+ <Z—Z>2) dT
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und folglich € immer ein Minimum. Das Minimum tritt nur fiir eine einzige
Function u ein; denn finde auch ein Minimum fiir © 4+ o statt, so konnte
Q(u + o) nicht > Q(u) sein, weil sonst

Q(u+ ho) < Qu+ o)

fir h < 1 wiirde; also konnte Q(u + o) nicht kleiner als die anliegenden
Werthe sein. Ist aber Q(u + o) = Q(u), so muss o constant, also da es
in der Begrenzung 0 ist, iiberall 0 sein. Es wird daher nur fiir eine einzige
Function v das Integral 2 ein Minimum und die Variation erster Ordnung
oder das h proportionale Glied in Q(u + ho),

ou 0p ou 0f
2h/dT ((%_8_3) ox + (8_y+8x> 8y>

Aus dieser Gleichung folgt, dass das Integral

g Ou o Ou
—+—]d ———|d
/((690 + 8y> T <8y 8x> y)
durch die ganze Begrenzung eines Theils der Flache T erstreckt stets = 0 ist.
Zerlegt man nun (nach der vorhergehenden Abhandlung) die Fliche T', wenn
sie eine mehrfach zusammenhéngende ist, in eine einfach zusammenhéngen-

de T', so liefert die Integration durch das Innere von 7" von einem festen
Anfangspunkte bis zum Punkte (x,y) eine Function von z, y,

- / ((85 3’“) dr + <% — %) dy) + const.,

welche in T” iiberall stetig oder unstetig von der ersten Art ist und sich
beim Ueberschreiten der Querschnitte um endliche von einem Knotenpunkte
des Schnittnetzes zum andern constante Grossen dndert. Es geniigt dann
v = 8 — v den Gleichungen

o _ 0w o _ou
or Oy Oy 0Ox’
und folglich ist u + vi eine Losung der Differentialgleichung

Ou+wvi) Z,&(u + vi)

Ay or "

oder eine Function von x + yi.
Man erhélt auf diesem Wege den in der erwdhnten Abhandlung Art. 18
ausgesprochenen Satz:
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Ist in einer zusammenhdngenden durch Querschnitte in eine einfach zu-
sammenhdingende T" zerlegten Fliche T eine complexe Function o + i von
x und y gegeben, fiir welche

oo 9B\° [(da 9B\’
TG (o) ) or

durch die ganze Fliche ausgedehnt einen endlichen Werth hat, so kann sie
immer und nur auf Eine Art in eine Function von x + yi verwandelt werden
durch Subtraction einer Function p+ vi von x, y, welche folgenden Bedin-
gungen gentgt:

1) p ist am Rande = 0 oder doch nur in einzelnen Punkten davon ver-
schieden, v in Einem Punkte beliebig gegeben.

2) Die Aenderungen von p sind in T, von v in T' nur in einzelnen Punk-
ten und nur so unstetig, dass

1((%) -+ (2))
(%)« (G))

durch die ganze Fliche erstreckt, endlich bleiben, und letztere ldngs der Quer-
schnitte beiderseits gleich.

Wenn die Function o + i, wo ihre Differentialquotienten unendlich wer-
den, unstetig wird, wie eine gegebene dort unstetige Function von x + yi,
und keine durch eine Abdanderung ihres Werthes in einem einzelnen Punkte
hebbare Unstetigkeit besitzt, so bleibt {2(a) endlich, und es wird p+vi in 7"
allenthalben stetig. Denn da eine Function von z+yi gewisse Unstetigkeiten,
wie z. B. Unstetigkeiten erster Art, gar nicht annehmen kann (Meine Diss.
Art. 12), so muss die Differenz zweier solcher Functionen stetig sein, sobald
sie nicht von der zweiten Art unstetig ist.

Nach den eben bewiesenen Satze lésst sich daher eine Function von x + y:
so bestimmen, dass sie im Innern von 7', von der Unstetigkeit des imaginéren
Theils in den Querschnitten abgesehen, gegebene Unstetigkeiten annimmt,
und ihr reeller Theil and der Grenze einen dort allenthalben beliebig gegebe-
nen Werth erhélt; wenn nur fiir jeden Punkt, wo ihre Differentialquotienten
unendlich werden sollen, die vorgeschriebene Unstetigkeit die einer gegebenen
dort unstetigen Function von x + y¢ ist. Die Bedingung an der Grenze kann
man, wie leicht zu sehen, ohne eine wesentliche Aenderung der gemachten
Schliisse durch manche andere ersetzen.

Gottingen, 1857.

und
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4. Theorie der Abel’schen Functionen.

In der folgenden Abhandlung habe ich die Abel’schen Functionen nach
ciner Methode behandelt, deren Principien in meiner Inauguraldissertation®
aufgestellt und in einer etwas verdinderten Form in den drei vorhergehenden
Aufsétzen dargestellt worden sind. Zur Erleichterung der Uebersicht schicke
ich eine kurze Inhaltsangabe vorauf.

Die erster Abtheilung enthélt die Theorie eines Systems von gleichver-
zweigten algebraischen Functionen und ihren Integralen, soweit fiir dieselbe
nicht die Betrachtung von ©¥-Reihen massgebend ist, und handelt im §. 1-5
von der Bestimmung dieser Functionen durch ihre Verzweigungsart und ihre
Unstetigkeiten, im §. 6-10 von den rationalen Ausdriicken derselben in zwei
durch eine algebraische Gleichung verkniipfte veranderliche Gréssen; und im
§. 11-13 von der Transformation dieser Ausdriicke durch rationale Substitu-
tionen. Der bei dieser Untersuchung sich darbietende Begriff eine Klasse von
algebraischen Gleichungen, welche sich durch rationale Substitutionen in ein-
ander transformiren lassen, diirfte auch fiir andere Untersuchungen wichtig
und die Transformation einer solchen Gleichung in Gleichungen niedrigsten
Grades ihrer Klasse (§. 13) auch bei anderen Gelegenheiten von Nutzen sein.
Diese Abtheilung behandelt endlich im §. 14-16 zur Vorbereitung der fol-
genden die Anwendung des Abel’schen Additionstheorems fiir ein beliebiges
System allenthalben endlicher Integrale von gleichverzweigten algebraischen
Functionen zur Integration eines Systems von Differentialgleichungen.

In der zweiter Abtheilung werden fiir ein beliebiges System von immer
endlichen Integralen gleichverzweigter, algebraischer, 2p + 1 fach zusammen-
héngender Functionen die Jacobi’schen Umkehrungsfunctionen von p veréan-
derlichen Gréssen durch p fach unendliche ¥-Reihen ausgedriickt, d. h. durch
Reihen von der Form

p\ 2 P
> \P (Z) a, ulmumL—I—ZZUHmH
V(v1, v, ..., 0p) = <Z> e\t 1 ,

—00

worin die Summationen im Exponenten sich auf p und p/, die dusseren Sum-

mationen auf m;, mq, ..., m, bezichen. Es ergiebt sich, dass zur allgemeinen
Losung dieser Aufgabe eine—wenn p > 3 specielle—Gattung von ¥-Reihen
1
ausreicht, in denen zwischen den M Grossen
—2)(p—3
)

1.2

3Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verinderlichen complexen
Grosse. Gottingen 1851.
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Relationen stattfinden, so dass nur 3p — 3 willkiirlich bleiben. Dieser Theil
der Abhandlung bildet zugleich eine Theorie dieser speciellen Gattung von -
Functionen; die allgemeinen 9J-Functionen bleiben hier ausgeschlossen, lassen
sich jedoch nach einer ganz dhnlichen Methode behandeln.

Das hier erledigte Jacobi’sche Umkehrungsproblem ist fiir die hyperellip-
tischen Integrale schon auf mehreren Wegen durch die beharrlichen mit so
schonem Erfolge gekronten Arbeiten von Weierstrass gelost worden, von de-
nen eine Uebersicht in 47. Bande d. J. (S. 289) mitgetheilt worden ist. Es ist
jedoch bis jetzt nur von dem Theile dieser Arbeiten, welcher in den §§. 1 und
2 und der ersten die elliptischen Functionen betreffenden Hélfte des § 3 der
angefithrten Abhandlung skizzirt wird, die wirkliche Ausfithrung veroffent-
licht (Bd. 52, S. 285 d. J.); in wie weit zwischen den spéateren Theilen dieser
Arbeiten und meinen hier dargestellten eine Uebereinstimmung nicht bloss in
Resultaten, sondern auch in den zu ihnen fiihrenden Methoden stattfindet,
wird grossentheils erst die versprochene ausfiihrliche Darstellung derselben
ergeben kénnen.

Die gegenwirtige Abhandlung bildet mit Ausnahme der beiden letzten
8. 26 und 27, deren Gegenstand damals nur kurz angedeutet werden konnte,
einen Auszug aus einem Theile meiner von Michaelis 1855 bis Michaelis 1856
zu Gottingen gehaltenen Vorlesungen. Was die Auffindung der einzelnen Re-
sultate betrifft, so wurde ich auf das im §. 1-5, 9 und 12 Mitgetheilte und die
dazu nothigen vorbereitenden Sétze, welche spater Behufs der Vorlesungen
so, wie es in dieser Abhandlung geschehen ist, weiter ausgefiihrt wurden, im
Herbste 1851 und zu Anfang 1852 durch Untersuchungen iiber die conforme
Abbildung mehrfach zusammenhéngender Fléchen gefiihrt, ward aber dann
durch einen andern Gegenstand von dieser Untersuchung abgezogen. Erst
um Ostern 1855 wurde sie wieder aufgenommen und in den Oster- und Mi-
chaelisferien jenes Jahres bis zu §. 21 incl. fortgefiihrt; das Uebrige wurde bis
Michaelis 1856 hinzugefiigt. Einzelne ergénzende Zusétze sind an manchen
Stellen wéhrend der Ausarbeitung hinzugekommen.

Erste Abtheilung.
1.

Ist s die Wurzel einer irreductibeln Gleichung n ten Grades, deren Coef-
ficienten ganze Functionen mten Grades von z sind, so entsprechen jedem
Werthe von z n Werthe von s, die sich mit z iiberall, wo sie nicht unendlich
werden, stetig dndern. Stellt man daher (nach S. 3) die Verzweigungsart
dieser Function durch eine in der z-Ebene ausgebreitete unbegrenzte Fliache
T dar, so ist diese in jedem Theile der Ebene nfach, und s ist dann eine
einwerthige Function des Orts in dieser Fldche. FEine unbegrenzte Fléche
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kann entweder als eine Fldache mit unendlich weit entfernter Begrenzung oder
als eine geschlossene angesehen werden, und Letzteres soll bei der Flache T'
geschehen, so dass dem Werthe z = oo in jedem der n Blétter der Fliache ein
Punkt entspricht, wenn nicht etwa fiir 2 = co eine Verzweigung stattfindet.

Jede rationale Function von s und z ist offenbar ebenfalls eine einwerthige
Function des Orts in der Fliche T" und besitzt also dieselbe Verzweigungsart
wie die Function s, und es wird sich unten ergeben, dass auch das Umgekehrte
gilt.

Durch Integration einer solchen Function erhélt man eine Function, de-
ren verschiedene Fortsetzungen fiir denselben Theil der Flache T sich nur
um Constanten unterscheiden, da ihre Derivirte fiir denselben Punkt dieser
Flache immer denselben Werth wieder annimmt.

Ein solches System von gleichverzweigten algebraischen Functionen und
Integralen dieser Functionen bildet zundchst den Gegenstand unserer Be-
trachtung; statt aber von diesen Ausdriicken dieser Functionen auszugehen,
werden wir sie mit Anwendung des Dirichlet’schen Princips (S. 13) durch
ihre Unstetigkeiten definiren.

2.

Zur Vereinfachung des Folgenden heisse eine Function fir einen Punkt
der Fldche T unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn ihr Logarithmus
bei einem positiven Umlaufe um ein diesen Punkt umgebendes Flachenstiick,
in welchem sie endlich und von Null verschiedenen bleibt, um 27 wéachst. Es
ist demnach fiir einen Punkt, um den die Flédche T' sich 1 mal windet, wenn

dort z einen endlichen Werth «a hat, (z — a)i, also (dz)#, wenn aber z = oo,
1

<—> " unendlich klein von der ersten Ordnung. Der Fall, wo eine Function
z

in einem Punkte der Flache T unendlich klein oder unendlich gross von der
vten Ordnung wird, kann so betrachtet werden, als wenn die Function in
v dort zusammenfallenden (oder unendlich nahen) Punkten unendlich klein
oder unendlich gross von der ersten Ordnung wird, wie in der Folge bisweilen
geschehen soll.

Die Art und Weise, wie jene hier zu betrachtenden Functionen unstetig
werden, kann so ausgedriickt werden. Wird eine von ihnen in einem Punkte
der Fldache T unendlich, so kann sie, wenn r eine beliebige Function bezeich-
net, die in diesem Punkte unendlich klein von der ersten Ordnung wird, stets
durch Subtraction eines endlichen Ausdrucks von der Form

Alogr+ Br ' +Cr 2 + ...

in eine dort stetige verwandelt werden, wie sich aus den bekannten—nach
Cauchy oder durch die Fourier’sche Reihe zu beweisenden—Sétzen iiber die
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Entwicklung einer Function in Potenzreihen ergiebt.
3.

Man denke sich jetzt eine in der z-Ebene allenthalben n fach ausgebreitete
unbegrenzte und nach dem Obigen als geschlossen zu betrachtende zusam-
menhéngende Flache T gegeben und diese in eine einfach zusammenhéngen-
de T zerschnitten. Da die Begrenzung einer einfach zusammenhingenden
Flache aus einem Stiicke besteht, eine geschlossene Fldache aber durch eine
ungerade Anzahl von Schnitten eine gerade Zahl von Begrenzungsstiicken,
durch eine gerade eine ungerade erhilt, so ist zu dieser Zerschneidung eine
gerade Anzahl von Schnitten erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte sei
= 2p. Die Zerschneidung werde zur Vereinfachung des Folgenden so ausge-
fiithrt, dass jeder spétere Schnitt von einem Punkte eines fritheren bis zu dem
anstossenden Punkte auf der anderen Seite desselben geht: wenn sich dann
eine Grosse lings der ganzen Begrenzung von 7" stetig dndert und im gan-
zen Schnittsysteme zu beiden Seiten gleiche Aenderungen erleidet, so ist die
Differenz der beiden Werthe, die sie in demselben Punkte des Schnittnetzes
annimmt, in allen Theilen eines Querschnitts derselben Constanten gleich.

Man setze nun z = z + yi und nehme in T eine Function o + (3¢ von z, y
folgendermassen an:

In der Umgebung der Punkte €1, €5, . . . bestimmte man sie gleich gegebe-
nen in diesen Punkten unendlich werdenden Functionen von x + yz, und zwar
um ¢,, indem man eine beliebige Function von z, die in £, unendlich klein
von der ersten Ordnung wird, durch r, bezeichnet, gleich einem endlichen
Ausdrucke von der Form

AlegTV+BVTV_1 +CVTV_2 + = QOV(TV)’

worin A,, B,,C,, ... willkiirliche Constanten sind. Man ziehe ferner nach
einem beliebigen Punkte von allen Punkten ¢, fiir welche die Grésse A von
Null verschieden ist, einander nicht schneidende Linien durch das Innere von
T’, von ¢, die Linie [,. Man nehme endlich die Function in der ganzen noch
iibrigen Fldache T so an, dass sie ausser den Linien [ und den Querschnitten
tiberall stetig, auf der positiven (linken) Seite der Linie [, um —27miA, und
auf der positiven Seite des vten Querschnitts um die gegebene Constante
h®) grosser ist, als auf der andern, und dass das Integral

oo 93\° (da 9B\’
— — — 4+ = ar
/((8:1: 8y> +<8y+8x
durch die Fldche T ausgedehnt einen endlichen Werth erhélt. Dies ist wie
leicht zu sehen immer moglich, wenn die Summe sémmtlicher Grossen A
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gleich Null ist, aber auch nur unter dieser Bedingung, weil nur dann die
Function nach einem Umlaufe um das System der Linien [ den vorigen Werth
wieder annehmen kann.

Die Constanten AV b .. h(P) um welche eine solche Function auf
der positiven Seite der Querschnitte grosser ist, als auf der andern, sollen die
Periodicitdtsmoduln dieser Function genannt werden.

Nach dem Dirichlet’schen Princip kann nun die Function o + i in eine
Function w von x + yi verwandelt werden durch Subtraction einer d&hnlichen
in 7" allenthalben stetigen Function von x, y mit rein imagindren Periodi-
citdtsmoduln, und diese ist bis auf eine additive Constante véllig bestimmt.
Die Function w stimmt dann mit a + 37 in den Unstetigkeiten im Innern
von 7" und in den reellen Theilen der Periodicitdtsmoduln iiberein. Fiir w
kénnen daher die Functionen ¢, und die reellen Theile ihrer Periodicitéts-
moduln willkiirlich gegeben werden. Durch diese Bedingungen ist sie bis auf
eine additive Constante vollig bestimmt, folglich auch der imaginére Theil
ihrer Periodicitdtsmoduln.

Es wird sich zeigen, dass diese Function w sémmtliche im §. 1 bezeichneten
Functionen als specielle Falle unter sich enthélt.

4.
Allenthalben endliche Functionen w. (Integrale erster Gattung.)

Wir wollen jetzt die einfachsten von ihnen betrachteten und zwar zuerst
diejenigen, die immer endlich bleiben und also im Innern von 7" allenthalben
stetig sind. Sind wy, ws, ..., w, solche Functionen, so ist auch

w = qqwi + apwy + - -+ + apw, + const.,

worin ay, g, . . ., o, beliebige Constanten sind, eine solche Function. Es seien
die Periodicitdtsmoduln der Functionen w;,ws,...,w, fir den vten Quer-
schnitt &, &, .. k). Der Periodicititsmodul von w fiir diesen Quer-
schnitt ist dann alk@ + Oézkgl) + -4+ ozpkz(,”) = k®); und setzt man die
Grossen « in die Form ~ + 67, so sind die reellen Theile der 2p Grossen
kO k@ ECP) lineare Functionen der Grossen 1,7, . . ., Yps 01,062, ..., Op.
Wenn nun zwischen den Gréssen wy, ws, ..., w, keine lineare Gleichung mit
constanten Coefficienten stattfindet, so kann die Determinante dieser linea-
ren Ausdriicke nicht verschwinden; denn es liessen sich sonst die Verhéltnisse
der Grossen a so bestimmen, dass die Periodicitdtsmoduln des reellen Theils
von w sdammtlich 0 wiirden, folglich der reelle Theil von w und also auch w
selbst nach dem Dirichlet’schen Princip eine Constante sein miisste. Es kon-
nen daher dann die 2p Grossen v und 6 so bestimmt werden, dass die reellen
Theile der Periodicitdtsmoduln gegebene Werthe erhalten; und folglich kann
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w jede immer endlich bleibende Function w darstellen, wenn wy, ws, ..., w,
keiner linearen Gleichung mit constanten Coefficienten geniigen. Diese Func-
tionen lassen sich aber immer dieser Bedingung geméss wihlen; denn so lange
it < p, finden zwischen den Periodicitdtsmoduln des reellen Theils von

1wy + aewsy + -+ - + a,w, + const.,

lineare Bedingungsgleichungen statt; es ist daher w,;; nicht in dieser Form
enthalten, wenn man, was nach dem Obigen immer moglich ist, die Periodi-
citdtsmoduln des reellen Theils dieser Function so bestimmt, dass sie diesen
Bedingungsgleichungen nicht geniigen.

Functionen w, die fiir einen Punkt der Fldche T unendlich von der ersten
Ordnung werden. (Integrale zweiter Gattung.)

Es sei w nur fiir einen Punkt e der Flache T unendlich, und fiir diesen seien
alle Coefficienten in ¢ ausser B gleich 0. Eine solche Function ist dann bis auf
eine additive Constante bestimmt durch die Grésse B und die reellen Theile
ihrer Periodicitdtsmoduln. Bezeichnet t°(¢) irgend eine solche Function, so
konnen in dem Ausdrucke

t(e) = Bt°(e) + cqwy + asws + - - - + W, + const.

die Constanten 3, aq, ag, . . ., a, immer so bestimmt werden, dass fiir ihn die
Grosse B und die reellen Theile der Periodicitdtsmoduln beliebig gegebene
Werthe erhalten. Dieser Ausdruck stellt also jede solche Function dar.

Functionen w, welche fir zwei Punkte der Fliche T logarithmisch unend-
lich werden. (Integrale dritte Gattung.)

Betrachten wir drittens den Fall, wo die Function w nur logarithmisch
unendlich wird, so muss dies, da die Summe der Grossen A gleich 0 sein
muss, wenigstens fiir zwei Punkte der Fliache T', €; und e, geschehen und
Ay = —A; sein. Ist von den Functionen, bei denen dies statt hat und die
beiden letztern Gréssen = 1 sind, irgend eine w®(ey, 5), so sind nach #hnliche
Schliissen, wie oben, alle iibrigen in der Form

w(e1, &2) = @(er, €2) + qwy + agwa + - - -+ a,w, + const.

enthalten.

Fiir die folgenden Bemerkungen nehmen wir zur Vereinfachung an, dass
die Punkte ¢ keine Verzweigungspunkte sind und nicht im Unendlichen lie-
gen. Man kann dann r, = z — 2, setzen, indem man durch z, den Werth von
z in €, bezeichnet. Wenn man dann w(eq, €5) so nach z; differentiirt, dass die
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reellen Theile der Periodicitdtsmoduln (oder auch p von den Periodicitéts-
moduln) und der Werth von w(ey, €5) fiir einen beliebigen Punkt der Flidche

T constant bleiben, so erhélt man eine Function t(e;), die in £ unstetig wie
z3

P wird. Umgekehrt ist, wenn t(¢;) eine solche Function ist, / t(e1) 021,
-2

zZ:
durch eine beliebige in T" von €5 nach e3 fiihrende Linie genomrilen, gleich
einer Function w(ey, e3). Auf &hnliche Art erhdlt man durch n successive
Differentiationen eines solchen ¢(g1) nach z; Functionen w, welche im Punkte
g1 wie n!(z — z;) 7" ! unstetig werden und iibrigens endlich bleiben.

Fiir die ausgeschlossenen Lagen der Punkte £ bediirfen diese Sétze einer
leichten Modification.

Offenbar kann nun ein mit constanten Coefficienten aus Functionen w, aus
Functionen w und ihren Derivirten nach den Unstetigkeitswerthen gebildete
linearer Ausdruck so bestimmt werden, dass er im Innern von 7’ beliebig
gegebene Unstetigkeiten von der Form, wie w, erhélt, und die reellen Theile
seiner Periodicitdtsmoduln beliebig gegebene Werthe annehmen. Durch einen
solchen Ausdruck kann also jede gegebene Function w dargestellt werden.

D.
Der allgemeine Ausdruck einer Function w, die fiir m Punkte der Fliche
T, €1,€9,...,&, unendlich gross von der ersten Ordnung wird, ist nach dem
Obigen

s = Pty + Bota + -+ + Bl + 1wy + @ows + - - - + apw, + const.,

worin ¢, eine beliebige Function ¢(g,) und die Grossen a und ( Constanten
sind. Wenn von den m Punkten € eine Anzahl ¢ in denselben Punkt n der
Flache T zusammenfallen, so sind die ¢ diesen Punkten zugehorigen Func-
tionen ¢ zu ersetzen durch eine Function ¢(n) und deren g — 1 erste Derivirte
nach ihrem Unstetigkeitswerthe (§. 2).

Die 2p Periodicitatsmoduln dieser Function s sind lineare homogene Func-
tionen der p +m Gréssen o und 3. Wenn m = p + 1, lassen sich also 2p
von den Gréssen a und 3 als lineare homogene Functionen der iibrigen so
bestimmen, dass die Periodicitdtsmoduln simmtlich 0 werden. Die Function
enthédlt dann noch m — p + 1 willkiirliche Constanten, von denen sie eine
lineare homogene Function ist, und kann als ein linearer Ausdruck von m —p
Functionen betrachtet werden, deren jede nur fiir p4+ 1 Werthe unendlich von
der ersten Ordnung wird.

Wenn m = p + 1 ist, so sind die Verhéltnisse der 2p + 1 Grossen o und
0 bei jeder Lage der p 4+ 1 Punkte ¢ vollig bestimmt. Es kénnen jedoch fiir
besondere Lagen dieser Punkte einige der Grossen 3 gleich 0 werden. Die
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Anzahl dieser Grossen sei = m — p, so dass die Function nur fiir ;1 Punkte
unendlich von der ersten Ordnung wird. Diese p Punkte miissen dann eine
solche Lage haben, dass von den 2p Bedingungsgleichungen zwischen den
p + p idbrigen Grossen 5 und a p + 1 — p eine identische Folge der iibrigen
sind, und es kénnen daher nur 2p —p — 1 von ihnen beliebig gew#hlt werden.
Ausserdem enthélt die Function noch 2 willkiirliche Constanten.

Es sei nun s so zu bestimmen, dass p moglichst klein wird. Wenn s ;2 mal
unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit jeder rationa-
len Function ersten Grades von s der Fall; man kann daher fiir die Losung
dieser Aufgabe einen der i Punkte beliebig wéhlen. Die Lage der {ibrigen
muss dann so bestimmt werden, dass p+ 1 — i von den Bedingungsgleichun-
gen zwischen den Gréssen a und 3 eine identische Folge der iibrigen sind;
es muss also, wenn die Verzweigungswerthe der Flidche T nicht besondern
Bedingungsgleichungen geniigen, p+1 — u = — 1 oder pu = %p + 1 sein.

Die Anzahl der in einer Function s, die nur fiir m Punkte der Fliche T un-
endlich von der ersten Ordnung wird und iibrigens stetig bleibt, enthaltenen
willkiirlichen Constanten ist in allen Fallen = 2m — p + 1.

Eine solche Function ist die Wurzel einer Gleichung n
Coefficienten ganze Functionen m™ Grades von z sind.

Sind sq, s9, ..., s, die n Werthe der Function s fiir dasselbe z, und be-
zeichnet o eine beliebige Grosse, so ist (0 — s1)(0 — s2)--- (0 — ;) eine
einwerthige Function von z, die nur fiir einen Punkt der z-Ebene, der mit
einem Punkte € zusammenfillt, unendlich wird und unendlich von einer so
hohen Ordnung, als Punkte ¢ auf ihn fallen. In der That wird fiir jeden auf
ihn fallenden Punkt €, der kein Verzweigungspunkt ist, nur ein Factor dieses
Products von einer um 1 hoheren Ordnung unendlich, fiir einen Punkt e, um

tn - Grades, deren

den die Flédche T sich pmal windet, aber p Factoren von einer um — hoheren

Ordnung. Bezeichnet man nun die Werthe von z in den Punkte/ril €, WO 2
nicht unendlich ist, durch (1, (s, ..., und (2 —(1)(2 — (2) - - - (2 — () durch
ap, so ist ag(c — s1)(0 — s9) -+ - (0 — s,,) eine einwerthige Function von z, die
fiir alle endlichen Werthe von z endlich ist, und fiir 2 = oo unendlich von
der m*® Ordnung wird, also eine ganze Function m™ Grades von z. Sie ist
zugleich eine ganze Function n** Grades von o, dir fiir o = s verschwindet.
Bezeichnet man sie durch F' und, wie wir in der Folge thun wollen, eine ganze
Function F n'*** Grades von o und m'® Grades von z durch F(5,7%), so ist
s die Wurzel der Gleichung F(5,%) = 0.

Die Function F' ist eine Potenz einer unzerféllbaren—d. h. nicht als ein
Product aus ganzen Functionen von ¢ und z darstellbaren—Function. Den
jeder ganze rationale Factor von F (o, z) bildet, da er fiir einige der Wurzeln
S1, 89, ...,8, verschwinden muss, fiir o = s eine Function von z, die in einem

ten
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Theile der Flache T verschwindet und folglich, da diese Flache zusammen-
héngend ist, in der ganzen Flache 0 sein muss. Zwei unzerfallbare Factoren
von F'(o,z) konnten aber nur fiir eine endliche Anzahl von Werthenpaaren
zugleich verschwinden, wenn die eine nicht durch Multiplication mit einer
Constanten aus der andern erhalten werden konnte. Folglich muss F' eine
Potenz einer unzerfillbaren Function sein.

Wenn der Exponent v dieser Potenz > 1 ist, so wird die Verzweigungsart
der Function s nicht dargestellt durch die Fléche T, sondern durch eine in der

2-Ebene allenthalben  fach ausgebreitete Flache 7, in welche die Fliche T

allenthalben v fach auls/gebreitet ist. Es kann dann zwar s als eine wie T'
verzweigte Function betrachtet werden, nicht aber umgekehrt T als verzweigt,
wie s.

Eine solche nur in einzelnen Punkten von 7' unstetige Function, wie s,

w
ist auch —. Denn diese Function nimmt zu beiden Seiten der Querschnitte

und der Liznien [ denselben Werth an, da die Differenz der beiden Werthe
von w in diesen Linien ldngs denselben constant ist; sie kann nur unendlich
werden, wo w unendlich wird, und in den Verzweigungspunkten der Fléche
und ist sonst allenthalben stetig, da die Derivirte einer eindndrig und endlich
bleibenden Function ebenfalls eindndrig und endlich bleibt.

Es sind daher simmtliche Functionen w algebraische wie T' verzweigte
Functionen von z oder Integrale solcher Functionen. Dieses System von Func-
tionen ist bestimmt, wenn die Flache T" gegeben ist und hédngt nur von der
Lage ihrer Verzweigungspunkte ab.

6.

Es sei jetzt die irreductible Gleichung F(5, %) = 0 gegeben und die Art der
Verzweigung der Function s oder der die darstellenden Fliche T" zu bestim-
men. Wenn fiir einen Werth (3 von z p Zweige der Function zusammenhéngen,
so dass einer dieser Zweige sich erst nach p Umlaufen des z um [ wieder in
sich selbst fortsetzt, so konnen diese u Zweige der Function (wie nach Cauchy
oder durch die Fourier’sche Reihe leicht bewiesen werden kann) dargestellt
werden durch eine Reihe nach steigenden rationalen Potenzen von z —  mit
Exponenten vom kleinsten gemeinschaftlichen Nenner p, und umgekehrt.

Ein Punkt der Flache T, in welchem nur zwei Zweige einer Function
zusammenhéngen, so dass sich um diesen Punkt der erste in den zweiten und
dieser in jenen fortsetzt, heisse ein einfacher Verzweigungspunkt.

Ein Punkt der Fléche, um welchen sie sich (x4 + 1) mal windet, kann dann
angesehen werden als p zusammengefallene (oder unendlich nahe) einfache
Verzweigungspunkte.

Um dies zu zeigen, seien in einem diesen Punkt umgebenden Stiicke der
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z-Ebene s1, 59, ..., 5,41 eindndrige Zweige der Function s und in der Begrenz-
ung desselben, bei positiver Umschreibung auf einander folgend, a;, as, ..., a,
einfache Verzweigungspunkte. Durch einen positiven Umlauf um a; werde s;
mit sy, um ap s; mit s3,..., um a, s; mit s, vertauscht. Es gehen dann
nach nach einem positiven Umlaufe um ein alle diese Punkte (und keinen
andern Verzweigungspunkt) enthaltenes Gebiet

$1,82y -« 5 Sy Sp41
in sg,83,...,8,41,51, dber,

und es entsteht daher, wenn sie zusammenfallen, ein pfacher Windungs-
punkt.

Die Eigenschaften der Functionen w héngen wesentlich davon ab, wie
vielfach zusammenhéngend die Flache T" ist. Um dies zu entscheiden, wollen
wir zunédchst die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Function s
bestimmen.

In einem Verzweigungspunkte nehmen die dort zusammenhéngenden Zw-
eige der Function denselben Werth an, und es werden daher zwei oder mehrere
Wurzeln der Gleichung

F(s)=ays"+a1s" ' +--4+a,=0
einander gleich. Dies kann nur geschehen, wenn
F'(s) =agns" ' +ain — 1s" 2 4 -+ a,_,

oder die einwerthige Function von z, F'(sy) F'(ss) ... F'(s,), verschwindet.
Diese Function wird fiir endliche Werthe von z nur unendlich, wenn s = oo,
also ag = 0 ist und muss, um endlich zu bleiben, mit a2 multiplicirt werden.
Sie wird dann eine einwerthige, fiir eine endliches z endliche Function von
z, welche fiir z = oo unendlich von der 2m(n — 1) ten Ordnung wird, also
eine ganze Function 2m(n — 1) ten Grades. Die Werthe von z, fiir welche
F'(s) und F(s) gleichzeitig verschwinden, sind also die Wurzeln der Gleichung
2m(n — 1) ten Grades

Q) = ay?T[F'(s) =0

oder auch, da F'(s;) = ao [[(s; — s#), (i 27),

i/

= ag" V](si —s0) =0, (i Z),

welche durch Elimination von s aus F’(s) = 0 und F(s) = 0 gebildet werden
kann.
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Wird F(s,z) =0 fir s = a, z = [, so ist

oF oF
F(s,z) = g(s—a)—i-g(z—ﬁ)
O*F O*F O*F
1 )98 2 _ _ oL e
] G (s = 0 2= )= )+ G e 0
+ IR
, oF  0°F OPF
F) = 5t aal 9t a5, - At
. oF ) OF 0*F .
Ist also fiir (s = «, z = f3) 95 = 0 und verschwinden 5 9 dann nicht,

so wird s — o unendlich klein, wie (z — )%, und findet also ein einfacher
Verzweigungspunkt statt. Es werden zugleich in dem Producte [T F'(s;) zwei

Factoren unendlich klein wie (z — 3)2, und Q(z) erhélt dadurch den Factor
2

(z— (). In dem Falle, dass — und ——- nie verschwinden, wenn gleichzeitig

0z 0s?
F =0 und — = 0 werden, entspricht demnach jedem linearen Factor von

Q(z) ein einfaiher Verzweigungspunkt, und die Anzahl dieser Punkte ist also
=2m(n —1).

Die Lage der Verzweigungspunkte hédngt von den Coefficienten der Po-
tenzen von z in den Functionen a ab und &ndert sich stetig mit denselben.

Wenn diese Coefficienten solche Werthe annehmen, dass zwei demselben
Zweigepaar angehorige einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, so he-
ben diese sich auf, und es werden zwei Wurzeln von F(s) einander gleich,
ohne dass eine Verzweigung stattfindet. Setzt sich um jeden von ihnen s;
in s9 und sy in s; fort, so geht durch einen Umlauf um ein beide enthalten-
des Stiick der z-Ebene s; in s; und s, in s, iiber, und beide Zweige werden
einéndrig, wenn sie zusammenfallen. Es bleibt dann also auch ihre Derivirte

F F
@ eindndrig und endlich, und folglich wird 8_ = _@8_ =
0z 5F BF 0z 0z 0s
Wird F = = =0 fiir s = a, z = (3, so ergeben sich aus den drei

ds 0z
— 0

folgenden Gliedern der Entwicklung von F'(s, z) zwei Werthe fiir > g = 8—8,
s — z

(s = a, z = 7). Sind diese Werthe ungleich und endlich, so kénnen die beiden

Zweige der Function s, denen sie angehoren, dort nicht zusammenhéngen und

sich nicht verzweigen. Es wird dann — fiir beide unendlich klein wie z — 3,

s
und Q(z) erhilt dadurch den Factor (2 — 3)?; es fallen also nur zwei einfache
Verzweigungspunkte zusammen.
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Um in jeden Falle, wenn fiir 2 = [ mehrere Wurzeln der Gleichung
F(s) = 0 gleich a werden, zu entscheiden, wie viele einfache Verzweigungs-
punkte fir (s = a, z = () zusammenfallen, und wie viele von diesen sich
aufheben, muss man diese Wurzeln (nach dem Verfahren von Lagrange) so-
weit nach steigenden Potenzen von z — 3 entwickeln, bis diese Entwicklungen
sammtlich von einander verschieden werden, wodurch sich die wirklich noch
stattfindenen Verzweigungen ergeben. Und man muss dann untersuchen, von
welcher Ordnung F”(s) fiir jede dieser Wurzeln unendlich klein wird, um die
Anzahl der ihnen zugehorigen linearen Factoren von Q(z) oder der fiir (s = a,
z = [3) zusammengefallenen einfachen Verzweigungspunkte zu bestimmen.

Bezeichnet die Zahl p, wie oft sich die Fliche 7" um den Punkt (s, z)
windet, so wird im Punkte (z) F’(s) so oft unendlich klein von der ersten
Ordnung, als dort einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, dz""% so
oft, als deren wirklich stattfinden, folglich F’(s) dze ™ so oft, als von ihnen
sich autheben.

Ist die Anzahl der wirklich stattfindenden einfachen Verzweigungen w,
die Anzahl der sich aufhebenden 2r, so ist

w+2r =2(n—1)m.

Nimmt man an, dass die Verzweigungspunkte nur paarweise und sich aufhe-
bend zusammenfallen, so ist fiir » Werthenpaare (s = ,, z = ¢,)

OF OF O*F °F [ 0°F \*
F=—=—=0 d —
0s 0z 92 92 (83 82)
F F
nicht Null und fiir w Werthenpaare von s und z F = 0, (?3— =0, aa— nicht
S z

2
Null und %—f nicht Null.

Wir besghré'mken uns meistens auf die Behandlung dieses Falles, da sich
die Resultate auf die iibrigen als Grenzfille desselben leicht ausdehnen lassen,
und wir konnen dies hier um so mehr thun, da wir die Theorie dieser Func-
tionen auf eine von der Ausdrucksform unabhéngige, keinen Ausnahmeféllen
unterworfene Grundlage gestiitzt haben.

7.

Es findet nun bei einer einfach zusammenhéngenden, iiber einen endlichen
Theil der z-Ebene ausgebreiteten Fliache zwischen der Anzahl ihrer einfachen
Verzweigungspunkte und der Anzahl der Umdrehungen, welche die Richtung
ihrer Begrenzlinie macht, die Relation statt, dass die letztere um eine Ein-
heit grosser ist, als die erstere; und aus dieser ergiebt sich fiir eine mehrfach
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zusammenhéngende Fliache eine Relation zwischen diesen Anzahlen und der
Anzahl der Querschnitte, welche sie in eine einfach zusammenhéngende ver-
wandeln. Wir kénnen diese Relation, welche im Grunde von Massverhéltnis-
sen unabhéngig ist und der analysis situs angehort, hier fiir die Flache T so
ableiten.

Nach dem Dirichlet’schen Princip lésst sich in der einfach zusammenhén-
genden Flache T" die Function log ( von z so bestimmen, dass ( fiir einen
beliebigen Punkt im Innern derselben unendlich klein von der ersten Ord-
nung wird, und log ¢ ldngs einer beliebigen sich nicht schneidenden, von dort
nach der Begrenzung fithrenden Linie auf der positiven Seite um —27i gros-
ser, als auf der negativen, iibrigens aber allenthalben stetig und ldngs der
Begrenzung von 1" rein imaginér ist. Es nimmt dann die Function ¢ jeden
Werth, dessen Modul < 1, einmal an; die Gesamtheit ihrer Werthe wird folg-
lich durch eine iiber einen Kreis in der (-Ebene einfach ausgebreitete Flache
vertreten. Jedem Punkte von T” entspricht ein Punkt des Kreises, und um-
gekehrt. Es wird daher fiir einen beliebigen Punkt der Fliche, wo z = 2/,
¢ = (, die Function ¢ — ¢’ unendlich klein von der ersten Ordnung, und
folglich bleibt dort, wenn die Flache 7" sich (u + 1) mal um ihn windet, bei

endlichem 2’ )
(it 1) z—2z _ dz |
(C =)t dg(¢— ¢

bei unendlichem 2’ aber

271 0z

=) 220C(C = ¢)r

(u+1)(

0
endlich. Das Integral / 0log a—z, um den ganzen Kreis positiv herumgenom-

0
men, ist gleich der Summe der Integrale um die Punkte, wo et unendlich

a¢
oder Null wird, und also = 27i(w — 2n). Bezeichnet s ein Stiick der Be-
grenzung von 7" von einem und demselben bestimmten Punkte bis zu einem
verdnderlichen Punkte der Begrenzung, und o das entsprechende Stiick auf
dem Kreisumfange, so ist
Js

lo%zlo %—Ho— lo
Sac T %s T %9, 8

und, durch die ganze Begrenzung ausgedehnt,

48
oo’

/810g% — (2p—1)2m,
0s
log 22 =
/8 0g 9 0,
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—/Glogg—C = —2mi,
o

also

0
/alog a_z = (2p — 2)2ni.
Es ergiebt sich demnach w —2n = 2(p — 1). Da nun
w=2(n—-1)m-—r),

so ist
p=(n—-1)(m-1)—r

8.

Der allgemeine Ausdruck der wie T verzweigten Functionen s von z,
die fiir m’ beliebig gegebene Punkte von T' endlich von der ersten Ordnung
werden und iibrigens stetig bleiben, enhélt nach dem Obigen m' — p + 1
willkiirliche Constanten und ist eine lineare Function derselben (§. 5). Las-
sen sich also, wie jetzt gezeigt werden soll, rationale Ausdriicke von s und z
bilden, die fiir m’ beliebig gegebene, der Gleichung F' = 0 geniigende Wert-
henpaare von s und z unendlich von der ersten Ordnung werden und lineare
Functionen von m’ —p+ 1 willkiirlichen Constanten sind, so kann durch diese
Ausdriicke jede Function s’ dargestellt werden.

Damit der Quotient zweier ganzen Functionen x(s,z) und (s, z) fir
s = oo und z = oo beliebige endliche Werthe annehmen kann, miissen beide
von gleichem Grade sein; der Ausdruck, durch welchen s" dargestellt werden
(s, %)

|2

N x(s,2) | |
Wenn zwei Zweige der Function s ohne zusammenzuhéngen einander gleich

werden, also fiir zwei verschiedene Punkte der Fliache T" z = v und s = ¢
wird, so wird s’ allgemein zu reden in diesen beiden Punkten verschiedene
Werthe annehmen; soll also ¢ — 'x allenthalben = 0 sein, so muss fiir zwei
verschiedene Werthe von s" 1(v,8) — s'x(7,6) = 0 sein, folglich x(v,6) =0
und (v, 6) = 0. Es miissen also die Functionen x und # fiir die » Werthen-
paare s = ,, 2 = 6, (S. 26) verschwinden*.

soll, sei daher von der Form und iiberdies sei v 2 n —1, p =2 m — 1.

4Es ist hier, wie gesagt, nur der Fall beriicksichtigt, wo die Verzweigungspunkte der
Function s nur paarweise und sich aufhebend zusammenfallen. Im Allgemeinen miissen in
einem Punkte von 7', wo nach der Auffassung im §. 6 sich authebende Verzweigungspunkte
zusammenfallen, y und v, wenn T sich um diesen Punkt ¢ mal windet, unendlich klein
werden, wie F”(s) dzéfl, damit die ersten Glieder in der Entwicklung der darzustellenden

Function nach ganzen Potenzen von (Az)% beliebige Werthe annehmen kénnen
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Die Function x verschwindet fiir einen Werth von z, fiir welchen die ein-
werthige und fiir ein endliches z endliche Function von z

K(z) = agx(s1)x(s2) ... x(sn) =0

ist; diese Function wird fiir ein unendliches z unendlich von der Ordnung
mv + np und ist also eine ganze Function (mv + nu)ten Grades. Da fiir
die Werthenpaare (7, 6) zwei Factoren des Products [ x(s;) unendlich klein

von der ersten Ordnung werden, also K (z) unendlich klein von der zweiten
Ordnung, so wird y ausserdem noch unendlich klein von der ersten Ordnung
fiir

1 =mv+nu—2r
Werthenpaare von s und z oder Punkte von 7.

Ist v >n—1, u > m—1, so bleibt der Werth der Function x ungeéndert,

WEINI 1man
n m

X(5,%) 4+ o("s", 2 F(5, D),
worin o beliebig ist, fiir x(, ’2) setzt; es konnen also
(v —n+1)(u—m+1)

von den Coefficienten dieses Ausdrucks willkiirlich angenommen werden. Wer-
den nun von den

(p+DHrv+1)—wv—n+1)(p—m+1)

noch iibrigen r als lineare Functionen der iibrigen so bestimmt, dass x fiir
die r Werthenpaare (7, §) verschwindet, so enthélt die Function x noch

¢ = (D) - D —mt 1) —r
= nu+mv—(n—1)m-1)—r+1

willkiirliche Constanten. Es ist also
i—e=Mnm—-1)(m—-1)—r—1=p—1.

Nimmt man g und v so an, dass € > m’ ist, so kann man y so bestim-
men, dass es fiir m’ beliebig gegebene Werthenpaare unendlich klein von der
ersten Ordnung wird, und dann, wenn m’' > p, 1 so einrichten, dass ¥ fiir

X
alle iibrigen Werthe endlich bleibt. In der That ist ¢ ebenfalls eine lineare
homogene Function von ¢ willkiirlichen Constanten, und es lassen sich also,
wenn € — i+ m’ > 1 ist, ¢ — m/ von ihnen als lineare Functionen der iibrigen
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so bestimmen, dass v fiir die ¢ — m’ Werthenpaare von s und z, fiir welche
x noch unendlich klein von der ersten Ordnung wird, ebenfalls verschwin-
det. Die Function 1 enthélt demnach € — i +m' = m’ — p + 1 willkiirliche

Constanten, und % kann also jede Function s’ darstellen.

9.

. . w . . . .
Da die Functionen — algebraische wie s verzweigte Functionen von z
2z

sind (§. 5), so lassen sie sich zufolge des eben bewiesenen Satzes rational in
s und z ausdriicken, und sdmmtliche Functionen w als Integrale rationaler
Functionen von s und z. 5

Ist w eine allenthalben endliche Function w, so wird e unendlich von

2z

der ersten Ordnung fiir jeden einfachen Verzweigungspunkt der Flache 7', da
dw und (dz) dort unendlich klein von der ersten Ordnung sind, bleibt aber
sonst allenthalben stetig und wird fiir 2 = oo unendlich klein von der zweiten
Ordnung. Umgekehrt bleibt das Integral einer Function, die sich so verhilt,
allenthalben endlich.

w

Um diese Function — als Quotient zweier ganzen Functionen von s und
z auszudriicken, muss man (nach §. 8) zum Nenner eine Function nehmen,
die verschwindet in den Verzweigungspunkten und fiir die » Werthenpaare
(7,6). Dieser Bedingung geniigt man am einfachsten durch eine Function,
die nur fiir diese Werthe 0 wird. Eine solche ist

OF _
— =ans" P+ an—1s"24+ -+ a,.

0s

Diese wird fiir ein unendliches s unendlich von der (n — 2) ten Ordnung (da
ap dann unendlich klein von der ersten Ordung wird) und fiir ein unendliches
z unendlich von der mten Ordnung. Damit Y ausser den Verzweigungs-
punkten endlich und fiir ein unendliches z unendlich klein von der zweiten

Ordnung ist, muss also der Z#hler eine ganze Function go(ng 2, "z 2) sein, die
fiir die » Werthenpaare (7, 8) (S. 26) verschwindet. Demnach ist

w_/gp a; /(p 8FZ_2 -,
s

worin ¢ =0 fliir s =7,, 2 =0,, 0=1,2,...,7.
Die Function ¢ enhélt (n—1)(m—1) constante Coefficienten, und wenn r
von ihnen als lineare Functionen der iibrigen so bestimmt werden, dass ¢ = 0
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fiir die » Werthenpaare s =, z = 8, so bleiben noch (m —1)(n—1) —r oder
p willkiirlich, und es erhélt ¢ die Form

Q11 + Qo + -+ Py,

worin 1, s, ..., ¢, besondere Functionen ¢, von denen keine eine lineare
Function der iibrigen ist, und a, o, ..., a, beliebige Constanten sind. Als
allgemeiner Ausdruck von w ergiebt sich, wie oben auf anderem Wege

Qw1 + aews + - - - + apw, + const.

Die nicht allenthalben endlich bleibenden Function w und also die In-
tegrale zweiter und dritter Gattung lassen sich nach denselben Principien
rational in s und z ausdriicken, wobei wir indess hier nicht verweilen, da
die allgemeinen Regeln des vorigen Paragraphen keiner weitern Erlduterung
bediirfen und zur Betrachtung bestimmter Formen dieser Integrale erst die
Theorie der ¥-Functionen Anlass giebt.

10.

Die Function ¢ wird ausser fiir die » Werthenpaare (v, ¢) noch fiir
m(n —2)+n(m—2)—2r

oder 2(p — 1) der Gleichung F' = 0 geniigende Werthenpaare von s und z
unendlich klein von der ersten Ordung. Sind nun

oM =alVor + oy + -+ 041(31)%

und
o? = oz§2)<p1 + a§2)<,02 +ooet a}()Q)%
2

zwei beliebige Functionen ¢, so kann man in dem Ausdrucke % den Nen-
ner so bestimmen, dass er fiir p — 1 beliebig gegebene der Glegipchung F=0
geniigende Werthenpaare von s und z gleich Null wird, und dann den Zé&hler
so, dass er fiir p — 2 von den iibrigen Werthenpaaren, fiir welche ") noch
gleich 0 wird, gleichfalls verschwindet. Er ist dann noch eine lineare Functi-
on von zwei willkiirlichen Constanten und folglich ein allgemeiner Ausdruck
einer Function, die nur fiir p Punkte der Flache T unendlich von der ersten
Ordnung wird. Eine Function, die fiir weniger als p Punkte unendlich wird,
bildet einen speciellen Fall dieser Function; es lassen sich daher alle Functio-

nen, die fiir weniger als p + 1 Punkte der Fldche 7" unendlich von der ersten
2) dw®

Ordnung werden, in der Form L. oder in der form —-—
gp(l) dw@

w® zwei allenthalben endliche Integrale rationaler Functionen von s und z
sind, darstellen.

, wenn w und
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11.

Eine wie T" verzweigte Function z; von z, die fiir n; Punkte dieser Fléiche
unendlich von der ersten Ordnung wird, ist nach dem Friitheren (S. 22) die
Wurzel einer Gleichung von der Form G(%;,2) = 0 und nimmt daher jeden
Werth fiir ny Punkte der Fliache T an. Wenn man sich also jeden Punkt von
T durch einen den Werth von z; in diesem Punkte geometrisch représentiren-
den Punkt einer Ebene abgebildet denkt, so bildet die Gesammtheit dieser
Punkte eine in der z;-Ebene allenthalben n, fach ausgebreitete und die Fla-
che T—Dbekanntlich in den kleinsten Theilen &hnlich—abbildende Flache Tj.
Jedem Punkt in der einen Fléche entspricht dann ein Punkt in der andern.
Die Functionen w oder die Integrale wie T' verzweigter Functionen von z ge-
hen daher, wenn man fiir z als unabhéngig verénderliche Grosse z; einfiihrt,
in Functionen iiber, welche in der Flache 77 allenthalben einen bestimmten
Werth und dieselben Unstetigkeiten haben, wie die Functionen w in den ent-
sprechenden Punkten von 7', und welche folglich Integrale wie T} verzweigter
Functionen von z; sind.

Bezeichnet s; irgend eine andere wie T" verzweigte Function von z, die fiir
my Punkte von T und also auch von T} unendlich von der ersten Ordnung
wird, so findet (§. 5) zwischen s; und z; eine Gleichung von der Form

Fl(?l,@ll) == O

statt, worin Fj eine Potenz einer unzerfillbaren ganzen Function von s; und
z1 ist, und es lassen sich, wenn diese Potenz die erste ist, alle wie T} ver-
zweigten Functionen von z, folglich alle rationalen Functionen von s und z
rational in s; und z; ausdriicken (§. 8).

Die Gleichung F(5,%) = 0 kann also durch eine rationale Substitution in
I (7?511, n%ll) = 0 und diese in jene transformirt werden.

Die Grossengebiete (s,z) und (s1,21) sind gleichvielfach zusammenhén-
gend, da jedem Punkte des einen ein Punkt des andern entspricht. Bezeich-
net daher r; die Anzahl der Félle, in welchen s; und z; fiir zwei verschiedene

Punkte des Grossengebiets (s1,21) beide denselben Werth annehmen und

0F, 0F,

folglich gleichzeitig F, und . gleich 0 und
21

ds1
PR PR\
88% 82% 851621

nicht Null ist, so muss
(np—1(my—1)—rm=p=mn-1)(m-1)—r

sein.

32



12.

Man betrachte nun als zu Einer Klasse gehorend alle irreductiblen al-
gebraischen Gleichungen zwischen zwei verdnderlichen Grissen, welche sich
durch rationale Substitutionen in einander transformiren lassen, so dass

F(s,z) =0und Fi(s1,21) =0

zu derselben Klasse gehoren, wenn sich fiir s und z solche rationale Functio-
nen von s und z; setzen lassen, dass F'(s,z) = 0 in Fj(sy, 21) = 0 iibergeht
und zugleich s; und z; rationale Functionen von s und z sind.

Die rationalen Functionen von s und z bilden, als Functionen von irgend
einer von ihnen ( betrachtet, ein System gleichverzweigter algebraischer Func-
tionen. Auf diese Weise fiihrt jede Gleichung offenbar zu einer Klasse von
Systemen gleichverzweigter algebraischer Functionen, welche sich durch Ein-
fiihrung einer Function des Systems als unabhiingig verdnderlicher Grosse in
einander transformiren lassen und zwar alle Gleichungen Einer Klasse zu der-
selben Klasse von Systemen algebraischer Functionen, und umgekehrt fiihrt
(§. 11) jede Klasse von solchen Systemen zu Einer Klasse von Gleichungen.

Ist das Grossengebiet (s, z) 2p + 1fach zusammenhéngend und die Func-
tion ¢ in g Punkten desselben unendlich von der ersten Ordnung, so ist die
Anzahl der Verzweigungswerthe der gleichverzweigten Functionen von ¢, wel-
che durch die iibrigen rationalen Functionen von s und z gebildet werden,
2(up +p — 1), und die Anzahl der willkiirlichen Constanten in der Functi-
on ¢ 2u —p+ 1 (§ 5). Diese lassen sich so bestimmen, dass 2u —p + 1
Verzweigungswerthe gegebene Werthe annehmen, wenn diese Verzweigungs-
werthe von einander unabhéngige Functionen von ihnen sind, und zwar nur
auf eine endliche Anzahl Arten, da die Bedingungsgleichungen algebraisch
sind. In jeder Klasse von Systemen gleichverzweigter 2p + 1 fach zusammen-
héngender Functionen giebt es daher eine endliche Anzahl von Systemen
pwerthiger Functionen, in welchen 2p — p + 1 Verzweigungswerthe gegebene
Werthe annehmen. Wenn andererseits die 2(u + p — 1) Verzweigungspunkte
einer die (-Ebene allenthalben p fach bedeckenden 2p + 1 fach zusammenhén-
genden Fléche beliebig gegeben sind, so giebt es (§§. 3-5) immer ein System
wie diese Flache verzweigter algebraischer Functionen von (. Die 3p — 3
iibrigen Verzweigungswerthe in jenen Systemen gleichverzweigter u werthiger
Functionen kénnen daher beliebige Werthe annehmen; und es héngt also ei-
ne Klasse von Systemen gleichverzweigter 2p + 1fach zusammenhingender
Functionen und die zu ihr gehérende Klasse algebraischer Gleichungen von
3p — 3 stetig verdnderlichen Grossen ab, welche die Moduln dieser Klasse
genannt werden sollen.
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Diese Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 2p + 1 fach zu-
sammenhéangender algebraischer Functionen gilt jedoch nur unter der Vor-
aussetzung, dass es 2u — p + 1 Verzweigungswerthe giebt, welche von ein-
ander unabhéngige Functionen der willkiirlichen Constanten in der Function
¢ sind. Diese Voraussetzung trifft nur zu, wenn p > 1, und die Anzahl der
Moduln ist nur dann = 3p — 3, fiir p = 1 aber = 1. Die directe Unter-
suchung derselben wird indess schwierig durch die Art und Weise, wie die
willkiirlichen Constanten in ( enthalten sind. Man fithre deshalb in einem
Systeme gleichverzweigter 2p + 1fach zusammenhéngender Functionen, um
die Anzahl der Moduln zu bestimmen, als unabhéngig verdnderliche Grosse
nicht eine dieser Functionen, sondern ein allenthalben endliches Integral einer
solchen Function ein.

Die Werthe, welche die Function w von z innerhalb der Fliache T" an-
nimmt, werden geometrisch reprisentirt durch eine einen endlichen Theil der
w-Ebene einfach oder mehrfach bedeckende und die Fliache 7" (in den klein-
sten Theilen #hnlich) abbildende Flidche, welche durch S bezeichnet werden
soll. Da w auf der positiven Seite des v ten Querschnitts um die Constan-
te k) grosser ist, als auf der negativen, so besteht die Begrenzung von S
aus Paaren von parallelen Curven, welche denselben Theil des 7" begren-
zenden Schnittsystems abbilden, und es wird die Ortsverschiedenheit der
entsprechenden Punkte in den parallelen, den vten Querschnitt abbilden-
den Begrenzungstheilen von S durch die complexe Grosse k) ausgedriickt.
Die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Fliche S ist 2p — 2, da
dw in 2p — 2 Punkten der Fliche T unendlich klein von der zweiten Ord-
nung wird. Die rationalen Functionen von s und z sind dann Functionen
von w, welche fiir jeden Punkt von S Einen bestimmten, wo sie nicht unend-
lich werden, stetig sich &ndernden Werth haben und in den entsprechenden
Punkten paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Sie bil-
den daher ein System gleichverzweigter und 2p fach periodischer Functionen
von w. Es lasst sich nun (auf &hnlichem Wege, wie in den §§. 3-5) zeigen,
dass, die 2p — 2 Verzweigungspunkte und die 2p Ortsverschiedenheiten par-
alleler Begrenzungstheile der Fléache S als willkiirlich gegeben vorausgesetzt,
immer ein System wie diese Flache verzweigter Functionen existirt, welche in
den entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile denselben Werth
annehmen und also 2p fach periodisch sind, und die, als Functionen von ei-
ner von ihnen betrachtet, ein System gleichverzweigter 2p + 1fach zusam-
menhéngender algebraischer Functionen bilden, folglich zu einer Klasse von
2p + 1fach zusammenhingenden algebraischen Functionen fiithren. In der
That ergiebt sich nach dem Dirichlet’schen Princip, dass in der Fléche S
eine Function von w bis auf eine additive Constante bestimmt ist durch die
Bedingungen, im Innern von S beliebig gegebene Unstetigkeiten von der Form
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wie w in T” anzunehmen und in den entsprechenden Punkten paralleler Be-
grenzungstheile um Constanten, deren reeller Theil gegeben ist, verschiedene
Werthe zu erhalten. Hieraus schliesst man, dhnlich wie im §. 5, die Moglich-
keit von Functionen, welche nur in einzelnen Punkten von S unstetig werden
und in den entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile denselben
Werth annehmen. Wird eine solche Function z in n Punkten von S unend-
lich von der ersten Ordnung und sonst nicht unstetig, so nimmt sie jeden
complexen Werth in n Punkten von S an; denn wenn a eine beliebige Con-
stante ist, so ist [ dlog(z —a), um S erstreckt, = 0, da die Integration durch
parallele Begrenzungstheile sich authebt, und es wird daher z —a in S eben-
so oft unendlich klein, als unendlich von der ersten Ordnung. Die Werthe,
welche z annimmt, werden folglich durch eine iiber die z-Ebene allenthalben
n fach ausgebreitete Fliache repriasentirt, und die {ibrigen ebenso verzweigten
und periodischen Functionen von w bilden daher ein System wie diese Flache
verzweigter 2p + 1 fach zusammenhéngender algebraischer Functionen von z,
w. z. b. w.

Fiir eine beliebig gegebene Klasse 2p + 1 fach zusammenh#ngender alge-
braischer Functionen kann man nun in dem als unabhéngig verdnderliche
Grosse einzufithrenden

W= Wy + Qwy + - -+ apw, + ¢

die Grossen a so bestimmen, dass p von den 2p Periodicitdtsmoduln gegebene
Werthe annehmen, und ¢ wenn p > 1 so, dass einer von den 2p — 2 Verzei-
gungswerthen der periodischen Functionen von w einen gegebenen Werth er-
hélt. Dadurch ist w vollig bestimmt, und also sind es auch die 3p — 3 iibrigen
Grossen, von denen die Verzweigungsart und Periodicitédt jener Functionen
von w abhéangt; und da jedweden Werthen dieser 3p — 3 Grossen eine Klasse
von 2p + 1 fach zusammenhiingenden algebraischen Functionen entspricht, so
héngt eine solche von 3p — 3 unabhéngig verédnderlichen Gréssen ab.

Wenn p = 1 ist, so ist kein Verzweigungspunkt vorhanden, und es lésst
sich in

w = owy + ¢

die Grosse o so bestimmen, dass ein Periodicitdtsmodul einen gegebenen
Werth erhélt und dadurch ist der andere Periodicitdtsmodul bestimmt. Die
Anzahl der Moduln einer Klasse ist also dann = 1.

13.

Nach den obigen (im §. 11 entwickelten) Principien der Transformation
muss man, um eine beliebig gegebene Gleichung F'(s, z) = 0 durch eine ra-
tionale Substitution in eine Gleichung derselben Klasse F} (Tfs*ll, 7%11) = 0 von
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moglichst niedrigem Grade zu transformiren, zuerst fiir z; einen rationalen
Ausdruck in s und z, r(s, z), so bestimmen, dass n; moglichst klein wird,
und dann s; gleich einem andern rationalen Ausdrucke r/(s, z) so, dass my
moglichst klein wird und zugleich die zu einem beliebigen Werthe von z; ge-
horigen Werthe von s; nicht in Gruppen unter einander gleicher zerfallen, so
dass F} (%11, Wzl'll) nicht eine hohere Potenz einer unzerfallbaren Function sein
kann.

Wenn das Grossengebiet (s, z) 2p + 1fach zusammenhéngend ist, so ist

der kleinste Werth, den n; annehmen kann, allgemein zu reden, = b +1(8.5)

und die Anzahl der Fille, in denen s; und z; fiir zwei verschiedene Punkte
des Grossengebiets beide denselben Werth annehmen,

=(ny—1)(my—1)—p.

In einer Klasse von algebraischen Gleichungen zwischen zwei verdnder-
lichen Gréssen haben demnach, wenn ihre Moduln nicht besonderen Be-
dingungsgleichungen geniigen, die Gleichungen niedrigsten Grades folgende
Form:

fir p=1, F(%,%):O, r=20
p=2, F(3,23) =0, r=0
p=2u—3, F(5% =0 r=(u—2)7?

p>2

wop
p=2u-2, F(S,Z) 0, r:(,u—l)(,u—?))

Von den Coefficienten der Potenzen von s und 2 in den ganzen Functionen
F miissen r als lineare homogene Functionen der {ibrigen so bestimmt wer-

oF or
den, dass s und Em fiir r der Gleichung F' = 0 geniigende Werthenpaare

s z
gleichzeitig verschwinden. Die rationalen Functionen von s und z, als Func-
tionen von einer von ihnen betrachtet, stellen dann alle Systeme 2p + 1 fach
zusammenhéangender algebraischer Functionen dar.

14.

Ich benutze nun nach Jacobi (dieses Journal Bd. 9 Nr. 32 §. 8) das
Abel’sche Additionstheorem zur Integration eines Systems von Differential-
gleichungen; ich werde mich dabei auf das beschréanken, was in dieser Ab-
handlung spéter nothig ist.

Fiihrt man in einem allenthalben endlichen Integrale w einer rationalen
Function von s und z als unabhéngig verdnderliche Grésse eine rationale
Function von s und z, (, ein, die fiir m Werthenpaare von s und z unendlich
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. . w . . .
von der ersten Ordnung wird, so ist — eine m werthige Function von (.

0z

Bezeichnet man die m Werthe von w fiir dasselbe ¢ durch w®, w®, ... w™,

so ist
ow ow® Hw(™

o T ac TR
eine einwerthige Function von (, deren Integral allenthalben endlich bleibt,
und folglich ist auch

/awn+wm+m+wm5

allenthalben einwerthig und endlich, mithin constant. Auf &hnliche Weise
findet sich, wenn w™®,w® ... w™ die demselben (¢ entsprechenden Werthe
eines beliebigen Integrals w einer rationalen Function von s und z bezeichnen,

/mdn+w®+.”+MM)

bis auf eine additive Constante aus den Unstetigkeiten von w und zwar als
Summe von einer rationalen Function und mit constanten Coefficienten ver-
sehenen Logarithmen rationaler Functionen von (.

Mittelst dieses Satzes lassen sich, wie jetzt gezeigt werden soll, folgen-
de p gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen den p 4+ 1 der Gleichung
F(s,z) = 0 geniigenden Werthenpaaren von s und z, (s1,21), (S2,22), ...,

(3p+1a Zerl)

@r(51,21) 021 | pal(52,22) 022 | @r(Spt1, 2pt1) O2p1a

=0
aF(Sl, 21) 8F(52, ZQ) 8F(sp+1, Zp+1)
681 852 6sp+1
fir m=1,2,...,p, allgemein oder vollstandig (complete) integriren.

Durch diese Differentialgleichungen sind p von den Gréssenpaaren (s, z,,)
als Functionen des einen noch iibrigen vollig bestimmt, wenn fiir einen be-
liebigen Werth des letzteren die Werthe der iibrigen gegeben werden. Wenn
man also diese p+1 Grossenpaare als Functionen einer verdanderlichen Grosse
¢ so bestimmt, dass sie fiir denselben Werth 0 dieser Grosse beliebig gegebe-
ne Anfangswerthe (s, 2{), (s9,29),..., (s9,1,29,,) annehmen und den Diffe-

rentialgleichungen geniigen, so hat man dadurch die Differentialgleichungen
1
allgemein integrirt. Nun lédsst sich die Grésse — als einwerthige und folg-

lich rationale Function von (s, z) immer so bestimmen, dass sie nur fiir alle

oder einige von den p+ 1 Werthenpaaren (52, 22) unendlich und fiir diese nur
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unendlich von der ersten Ordnung wird, da sich in dem Ausdrucke
p=p+1 p=p

> 5ut(52a 22) + ) a,w, + const.

pu=1 pn=1

die Verhéltnisse der Grossen a und 3 immer so bestimmen lassen, dass die
Periodicitdtsmoduln sémmtlich 0 werden. Es geniigen dann, wenn kein 3 =
0 ist, den zu losenden Differentialgleichungen die p + 1 Zweige der p + 1-
werthigen gleichverzweigten Functionen s und z von (,

(51,21), (82,22),---, (Sps1,2ps1),;

welche fiir ¢ = 0 die Werthe

(3(1)7 Z?), (8(2]7 Zg)7 R (Sngl’ Zngl)

annehmen. Wenn aber von der Grossen ( einige, etwa die p + 1 — m letzten
gleich 0 werden, so werden die zu losenden Differentialgleichungen befriedigt
durch die m Zwiege der m werthigen Functionen s und z von (,

(Slazl)a (827 Z2)7 sy (Sma Zm)7

welche fiir ¢ = 0 gleich

(57, 20), (52,29),- -5 (Spos Zm)
werden, und durch constante, also ihren Anfangswerthen s% IET zg 11 glei-
che Werthe der Gréssen sp,11, Zm+1;---;Sp+1, 2p+1. Im letzteren Falle sind
von den p linearen homogenen Gleichungen
= O (S 2u) 2, —0
u=1 aF (8/“ ZH)
0s,
fiir m =1,2,...,p zwischen den Grossen
0z,
OF (5., 2,)
0s,

p + 1 —m eine Folge der iibrigen; es ergeben sich hieraus p + 1 — m Bedin-
gungsgleichungen, welche, damit dieser Fall eintritt, zwischen den Functionen

(s1,21), (S2,22),---5 (Sm,2m), und also auch zwischen ihren Anfangswert-
hen (s9,29), (89,29),..., (s ,29) erfiillt sein miissen, und es kénnen daher

von diesen, wie oben (§. 5) gefunden, nur 2m —p—1 beliebig gegeben werden.
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15.

Es sei nun
or(s,2)0z
OF (s, 2)
ds

durch das Innere von T integrirt, gleich w, und der Periodicitdtsmodul
von w, fiir den vten Querschnitt gleich k), so dass sich die Functionen
wy, Wa, . .., w, des Grossenpaars (s, z) beim Uebertritt des Punkts (s, 2) von
der negativen auf die positive Seite des v ten Querschnitts gleichzeitig um
W R ..k &ndern. Zur Abkiirzung mag ein System von p Gréssen
(by,ba,...,by) einem andern (ay,as, ..., a,) congruent nach 2p Systemen zu-
sammengehoriger Moduln genannt werden, wenn es aus ihm durch gleichzei-
tige Aenderungen sammtlicher Grossen um zusammengehorige Moduln er-
halten werden kann. Ist der Modul der 7 ten Grosse im v ten Systeme = k),
so heisst demnach

-+ const.,

(by,ba, ..., by) = (a1, a2,...,4ap),

wenn

v=2p
14
br = a, + Z m,,kfr)
v=1
fir # =1,2,...,pund mqy, ma, ..., msy, ganze Zahlen sind.
) 4y ) ) ) 9 D
Da sich p beliebige Grossen ag, as, ..., a, immer und nur auf eine Weise

v

=2p
in die Form a, = Y. &,k™) setzen lassen, so dass die 2p Gréssen & reell sind,

und durch Aenderung dieser Grossen & um ganze Zahlen alle congruenten
Systeme und nur diese sich ergeben, so erhélt man aus jeder Reihe congruen-
ter Systeme eins und nur eins, wenn man in diesen Ausdriicken jede Grosse &
alle Werthe von einem beliebigen Werthe bis zu einem um 1 grésseren, einen
der beiden Grenzwerthe eingeschlossen, stetig durchlaufen lésst.

Dieses festgesetzt, folgt aus den obigen Differentialgleichungen oder aus
den p Gleichungen

p=p+1

Z dwgr“):OfﬁrW:l,Q,...,p
pn=1

durch Integration

(ngﬂ)’ ngu)’ ey sz(yu)) = (Cl, Coyvny Cp),

worin ¢y, ¢g, ..., ¢, constante von den Werthen (s°,2°) abhéingige Grossen

sind.
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16.
Driickt man ¢ als Quotienten zweier ganzen Functionen von s und z, K,

aus, so sind die Grossenpaare (s1,21),..., (Sm,2m) die gemeinschaftlichen

Wurzeln der Gleichungen F' = 0 und % = (. Da die ganze Function

X_€¢:f(57z)

fiir alle Werthenpaare, fiir welche x und 1 gleichzeitig verschwinden eben-

falls, was auch ( sei, verschwindet, so konnen die Grossenpaare (si, 21), . . .,

(Sm, zm) auch definirt werden als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung

F = 0 und einer Gleichung f(s,z) = 0, deren Coefficienten so sich &n-

dern, dass alle iibrigen gemeinsch?f)thchen Wurzeln constant bleiben. Wenn
1

m < p—+ 1, kann ¢ in der Form % dargestellt werden (§. 10) und f in der

Form
oW — @ = @),
Die allgemeinsten Werthe der den p Gleichungen

p=p
Zdwﬁ“)zofﬁrW:l,Q,...,p
pn=1

geniigenden Functionenpaare (s, 21), . . ., (S, 2,) werden daher gebildet durch
p gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen F' = 0 und ¢ = 0, welche so
sich &ndern, dass die iibrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben.
Hieraus folgt leicht der spéater nothige Satz, dass die Aufgabe, p — 1 von
den 2p — 2 Grossenpaaren (sq,21), . . ., (S2p—2, 22p—2) als Functionen der p — 1
iibrigen so zu bestimmen, dass die p Gleichungen

pn=22p—2

Z dw,(r“):Oﬁirﬂzl,Q,...,p
pn=1

erfiillt werden, vollig allgemein gelost wird, wenn man fiir diese 2p — 2 Gros-
senpaare die von den r Wurzeln s = v,, 2 = 6, (§. 6) verschiedenen gemein-
schaftlichen Wurzeln der Gleichungen F' = 0 und ¢ = 0 oder die 2p — 2
Werthenpaare nimmt, fiir welche dw unendlich klein von der zweiten Ord-
nung wird, und dass diese Aufgabe daher nur eine Losung zuldsst. Solche
Grossenpaare sollen durch die Gleichung ¢ = 0 verknipft heissen. In Folge
der Gleichungen



wird

2p—2 B 2p—2 B 2p—2
2 fr (1)
Sl Sl ).
1 1 1
die Summe iiber solche Grossenpaare ausgedehnt, congruent einem constan-
ten Grossensysteme (c1, g, . . ., ¢,), worin ¢, nur von der additiven Constante
in der Function w, oder dem Anfangswerthe des sie ausdriickenden Integrals

abhéngt.

Zweite Abteilung.

17.

Fiir die ferneren Untersuchungen iiber Integrale von algebraischen,
2p + 1fach zusammenhingenden Functionen ist die Betrachtung einer pfach
unendlichen 1¥-Reihe von grossem Nutzen, d. h. einer p fach unendlichen Rei-
he, in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function
zweiten Grades der Stellenzeiger ist. Es sei in dieser Function fiir ein Glied,
dessen Stellenzeiger my,ms, ..., m, sind, der Coefficient des Quadrats mi
gleich a,, ,, des doppelten Products m,m,, gleich a, ,» = a,s ,, der doppelten
Grosse m,, gleich v,, und das constante Glied = 0. Die Summe der Reihe,
iiber alle ganzen positiven oder negativen Werthe der Grossen m ausgedehnt,
werde als Function der p Grossen v betrachtet und durch ¥(vy, vs, . .., v,) be-

zeichnet, so dass

) XP:) o T /+2zp:vumu
(1.) o1, V2, ..., 0p) = <Z> e<1 o w22

—OQ

)

worin die Summationen im Exponenten sich auf p und p/, die d&usseren Sum-
mationen auf mq,mo, ..., m, bezichen. Damit diese Reihe convergirt, muss

2
p

der reelle Theil von (Z) ay,wmy,m,y wesentlich negativ sein oder, als eine
1

Summe von positiven oder negativen Quadraten reeller linearer von einander
unabhéngiger Functionen der Grossen m dargestellt, aus p negativen Qua-
draten zusammengesetzt sein.

Die Function ¢ hat die Eigenschaft, dass es Systeme von gleichzeitigen
Aenderungen der p Grossen v giebt, durch welche log ¥ nur um eine lineare
Function der Gréssen v gedndert wird, und zwar 2p von einander unabhéngige
Systeme (d. h. von denen keins eine Folge der iibrigen ist). Denn man hat, die
ungeéndert bleibenden Grossen v unter dem Functionszeichen ¥ weglassend,
firp=1,2,...,p
(2.) ¥ =9Y(v, +mi) und
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(3.) ¥ = 2T (v) 4 a1, Vo + Ao py - Vp F Ay,

wie sich sofort ergiebt, wenn man in der Reihe fiir ¥ den Stellenzeiger m,, in
m,, + 1 verwandelt, wodurch sie, wéhrend ihr Werth ungeéndert bleibt, in
den Ausdruck zur Rechten iibergeht.

Die Function 9 ist durch diese Relationen und durch die Eigenschaft,
allenthalben endlich zu bleiben, bis auf einen constanten Factor bestimmt.
Denn in Folge der letzteren Eigenschaft und der Relationen (2.) ist sie ei-
ne einwerthige, fiir endliche v endliche Function von e?1 e?*2, ... e** und
folglich in eine pfach unendliche Reihe von der Form

P
> \P 2Zvumu
Z Aml,mg,...,mpe !

—00

mit den constanten Coefficienten A entwickelbar. Aus den Relationen (3.)
ergiebt sich aber

P
2 Z Ap,vMp+ay,v

Am1,...,my+1,...,mp = Am1,...,my,...,mp€ !
folglich
(i)2
a rMmym,, st
o TR
Ap,...om, = const.e\ 1 , W.z. b ow.

Man kann daher diese Eigenschaften der Function zu ihrer Definition
verwenden. Die Systeme gleichzeitiger Aenderungen der Grossen v, durch
welche sich log ¥ nur um eine lineare Function von ihnen &ndert, sollen Syste-
me zusammengehoriger Periodicititsmoduln der unabhdngig verdnderlichen
Grossen in dieser ¥-Function genannt werden.

18.
Ich substituire nun fiir die p Gréssen vy, vy, . .., vp, p immer endlich bleib-
ende Integrale uy, uo, . . ., u, rationaler Functionen einer verénderlichen Gros-

se z und einer 2p + 1 fach zusammenhingenden algebraischen Function s die-
ser Grosse, und fiir die zusammengehorigen Periodicitdtsmoduln der Gros-
sen v zusammengehorige (d. h. an demselben Querschnitte stattfindende)
Periodicitdatsmoduln dieser Integrale, so dass log? in einer Function einer
Verénderlichen z iibergeht, welche sich, wenn s und z nach beliebiger stetiger
Aenderung von z den vorigen Werth wieder annehmen, um lineare Functio-
nen der Grossen u éndert.

Es soll zunéchst gezeigt werden, dass eine solche Substitution fiir jede
2p + 1fach zusammenhiingende Function s méglich ist. Die Zerschneidung
der Fldche T muss zu diesem Zwecke so durch 2p in sich zuriicklaufende
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Schnitte ai,aq,...,ap,, bi,bs,...,b, geschehen, dass folgende Bedingungen
erfiillt werden. Wenn man wy, us, . .., u, so wéhlt, dass der Periodicitatsmo-
dul von w, an dem Schnitte a, gleich 7, an den iibrigen Schnitten a gleich
0 ist, und man den Periodicitdtsmodul von w, an dem Schnitte b, durch a,,,

bezeichnet, so muss a,, = a,, und der reelle Theil von Z/ ay mymyy fiir
fspt
alle reellen (ganzen) Werthe der p Grossen m negativ sein.

19.

Die Zerlegung der Fliache T" werde nicht wie bisher nur durch in sich zu-
riicklaufende Querschnitte, sondern folgendermassen ausgefithrt. Man ma-
che zuerst einen in sich zuriicklaufenden die Fléache nicht zerstiickelnden
Schnitt a; und fithre dann einen Querschnitt b; von der positiven Seite von
a; auf die negative zum Anfangspunkte zuriick, worauf die Begrenzung aus
einem Stiicke bestehen wird. Einen dritten die Fldche nicht zerstiickelnden
Querschnitt kann man demzufolge (wenn die Flache noch nicht einfach zu-
sammenhéngend ist) von einem beliebigen Punkte dieser Begrenzung bis zu
einem beliebigen Begreunzungspunkte, also auch zu einem fritheren Punkte
dieses Querschnitts fithren. Man thue das Letztere, so dass dieser Quer-
schnitt aus einer in sich zuriicklaufenden Linie a, und einem dieser Linie
voraufgehenden Theile ¢; besteht, welche das frithere Schnittsystem mit ihr
verbindet. Den folgenden Querschnitt by ziche man von der positiven Seite
von as auf die negative zum Anfangspunkte zuriick, worauf die Begrenzung
wieder aus einem Stiicke besteht. Die weitere Zerschneidung kann daher,
wenn nothig, wieder durch zwei in demselben Punkte anfangende und en-
dende Schnitte az und b3 und eine das System der Linien a, und by mit ihnen
verbindende Linie ¢y geschehen. Wird dieser Verfahren fortgesetzt, bis die
Fléche einfach zusammenhéngend ist, so erhilt man ein Schnittnetz, welches
aus p Paaren von zwei in einem und demselben Punkte anfangenden und
endenden Linien a; und by, as und bs,..., a, und b, besteht und aus p — 1
Linien c1, o, ..., cp—1, welche jedes Paar mit dem folgenden verbinden. Es
moge ¢, von einem Punkte von b, nach einem Punkte von a,,; gehen. Das
Schnittnetz wird als so entstanden betrachtet, dass der 2v — 1 te Querschnitt
aus ¢, und der von dem Endpunkte von ¢,_; zu diesem zuriickgezogenen
Linie a, besteht, und der 2vte durch die von der positiven auf die negative
Seite von a, gezogene Linie b, gebildet wird. Die Begrenzung der Fléiche
besteht bei dieser Zerschneidung nach einer geraden Anzahl von Schnitten
aus einem, nach einer ungeraden aus zwei Stiicken.

Ein allenthalben endliches Integral w einer rationalen Function von s und
z nimmt dann zu beiden Seiten einer Linie ¢ denselben Werth an. Denn
die ganze frither entstandene Begrenzung besteht, wie bemerkt, aus einem
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Stiicke und bei der Integration ldngs derselben von der einen Seite der Linie ¢
bis auf die andere wird [ Ow durch jedes frither entstandene Schnittelement
zweimal, in entgegengesetzter Richtung, erstreckt. Eine solche Function ist
daher in T allenthalben ausser der Linien a und b stetig. Die durch diese
Linien zerschnittene Fliache T moge durch T” bezeichnet werden.

20.

Es seien nun wy, wo, . .., w, von einander unabhingige solche Functionen,
und der Periodicitédtsmodul von w, an dem Querschnitte a, gleich Aff) und
an dem Querschnitte b, gleich B/(f). Es ist dann das Integral [w,dw,,
um die Fliche T" positiv herum ausgedehnt, = 0, da die Function unter
dem Integralzeichen allenthalben endlich ist. Bei dieser Integration wird jede
der Linien a und b zweimal, einmal in positiver und einmal in negativer
Richtung durchlaufen, und es muss wéhrend jener Integration, wo sie als
Begrenzung des positiverseits gelegenen Gebiets dient, fiir w, der Werth auf
der positiven Seite oder w;“, wiahrend dieser der Werth auf der negativen
oder w, genommen werden. Es ist also dies Integral gleich der Summe aller
Integrale [(w, —w,)dw, durch die Linien a und b. Die Linien b fiihren von
der positiven zur negativen Seite der Linien a, und folglich die Linien a von
der negativen zur positiven Seite der Linien b. Das Integral durch die Linie

a, ist daher
_ v A _ AWw) pW)
_/Aydwu,_Ag)/dwul_A;)B 7

In

und das Integral durch die Linie b,
— ¥) — _ W
Das Integral [w, dw,,, um die Flache T" positive herum erstreckt, ist also

_ v) pv) v) A(v)
_Z(AyBM, —B§L>AM, ),

und diese Summe folglich = 0. Diese Gleichung gilt fiir je zwei von den

p(p—1)

Functionen wy, wo, . . ., w, und liefert also Relationen zwischen deren

Periodicitatsmoduln.
Nimmt man fiir die Functionen w die Functionen u oder wéhlt man sie
so, dass AL”) fiir ein von u verschiedenes v gleich 0 und A¥) = i ist, so

gehen diese Relationen iiber in Bl(jf)m' — B/(ﬂ/)m' = 0 oder in a, v = ay ,-
21.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Grossen a die zweite oben nothig ge-
fundene Eigenschaft besitzen.
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Man setze w = p + vi¢ und den Periodicitdtsmodul dieser Function an
dem Schnitte a, gleich AW = o, + v,2 und an dem Schnitte b, gleich B @) =
B, + 6,i. Es ist dann das Integral

TG () )

0
[ (e _onoey
Ox dy 0Oy ox
durch die Flache T” gleich dem Begrenzungsintegral [ pudy um T" positiv
herum erstreckt, also gleich der Summe der Integrale [(u™ — p~)dr durch

die Linien a und b. Das Integral durch die Linie a, ist = «,, [ dv = a,,6,, das
Integral durch die Linie b, gleich g, [ dv = —/f,7,, und folglich

(5 22)) =i

Diese Summe ist daher stets positiv.

Hieraus ergiebt sich die zu beweisende Eigenschaft der Gréssen «, wenn
man fiir w setzt uymy + ugmg + - - - + up,m,. Denn es ist dann AW = m, i,
B¥ =% a,,my, folglich a, stets = 0 und

"

/(<%>2+ @Z) ) dT = =3 fy = —m 3 m,f,

oder gleich dem reellen Theile von —7 3~ a,,,m,m,,, welche also fiir alle reellen
w,v

oder®

Werthe der Gréssen m positiv ist.
22.

Setzt man nun in der ¥-Reihe (1) §. 17 fiir a,, ,» den Periodicitdtsmodul der
Function u, an dem Schnitt b, und, durch ey, ez, .. ., e, beliebige Constanten
bezeichnend, u, — e, fiir v,, so erhdlt man eine in jedem Punkte von T
eindeutig bestimmte Function von z,

P(ug — eq,us — €a,y ..., Uy, — €),

welche ausser den Linien b stetig und endlich und auf der positiven Seite der
Linie b, (6_2(“”_5”)> mal so gross als auf der negativen ist, wenn man den

®Dies Integral driickt den Inhalt der Fliche aus, welche die Gesammtheit der Werthe,
die w innerhalb 7" annimmt, auf der w-Ebene représentirt.
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Functionen u in den Linien b selbst den Mittelwerth von den Werthen zu
beiden Seiten beilegt. Fiir wie viele Punkte von 7" oder Werthepaare von
s und z diese Function unendlich klein von der ersten Ordung wird, kann
durch Betrachtung des Begrenzungsintegrals [ dlog, um T positiv herum
erstreckt, gefunden werden; denn dieses Integral ist gleich der Anzahl dieser
Punkte multiplicirt mit 27i. Andererseits ist dies Integral gleich der Summe
der Integrale [(dlogd™ — dlog¥~) durch simmtliche Schnittlinien a, b und
c. Die Integrale durch die Linien a und c sind = 0, das Integral durch b, aber
gleich —2 [ du, = 2mi, die Summe aller also = p2mi. Die Function ¢ wird
daher unendlich klein von der ersten Ordnung in p Punkten der Fliche T7,
welche durch 1,1, ..., 7, bezeichnet werden mogen.

Durch einen positiven Umlauf des Punktes (s, z) um einen dieser Punkte
wéchst log ¥ um 27¢, durch einen positiven Umlauf um das Schnittepaar a,
und b, um —27i. Um daher die Function logd allenthalben eindeutig zu
bestimmen, fithre man von jedem Punkte 1 einen Schnitt durch das Innere
nach je einem Linienpaar, von 7, den Schnitt [, nach a, und b,, und zwar
nach ihrem gemeinschaftlichen Anfangs- und Endpunkte, und nehme in der
dadurch enstanden Fliche 7™ die Function allenthalben stetig an. Sie ist
dann auf der positiven Seite der Linien [ um —27i, auf der positiven Seite
der Linie a, um g, 27i und auf der positiven Seite der Linie b, um

—2(u, —e,) — hy, 2mi

grosser, als auf der negativen, wenn g, und h, ganze Zahlen bezeichnen.

Die Lage der Punkte n und die Werthe der Zahlen g und h héngen von
den Grossen e ab, und diese Abhéngigkeit ldsst sich auf folgendem Wege
naher bestimmen. Das Integral [logv du,, um T™ positiv herum erstreckt,
ist = 0, da die Function log® in T™ stetig bleibt. Dieses Integral ist aber
auch gleich der Summe der Integrale [(log¥™ —log v ™) du,, durch simmtliche
Schnittlinien /, a, b und ¢ und findet sich, wenn man den Werth von u, im
Punkte 1, durch a/(f) bezeichnet,

= 271 <Z Oél(;/) + hM T+ Zguau,u — €y + ku) )

worin k, von den Gréssen e, g, h und der Lage der Punkte 1 unabhéngig ist.
Dieser Ausdruck ist also = 0.

Die Grosse k, héngt von der Wahl der Function u, ab, welche durch die
Bedingung, an dem Schnitte a, den Periodicitdtsmodul 7¢, an den iibrigen
Schnitten a den Periodicitdtmodul 0 anzunehmen, nur bis auf eine additive
Constante bestimmt ist. Nimmt man fiir u, eine um die Constante ¢, grossere
Function und zugleich e, um ¢, grésser, so bleiben die Function ¥ und folglich
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die Punkte n und die Gréssen g, h ungeéndert, der Werth von u,, im Punkte 7,
aber wird al(j’) +c¢,. Es geht daher k,, in k, — (p—1)c, iiber und verschwindet,

wenn ¢, = —”1 genommen wird.

Man kann folglich, wie fiir die Folge geschehen soll, die additiven Constan-
ten in den Functionen u oder die Anfangswerthe in den sie ausdriickenden
Integralen so bestimmen, dass man durch die Substitution von u,—3 ozl(f) fiir
v, in log¥(vy, ..., v,) eine Function erhélt, welche in den Punkten 7 logarith-
misch unendlich wird und, durch T stetig fortgesetzt, auf der positiven Seite

)
der Linien [ um —27i, der Linien @ um 0 und der Linie b, um —2(u, — > o)
1

grosser wird, als auf der negativen. Zur Bestimmung dieser Anfangswerthe
werden sich spéter leichtere Mittel darbieten, als der obige Integralausdruck
fir k,.

23.
Setzt man (u1, uz, ..., u,) = ( @ oGP a!P)) nach den 2p Modulsyste-
men der Functionen u (§. 15), also
p—1 p—1 p—1
(v1,V2,...,0,) = (—Za?’)’ _Zag/),,.., _ZO‘I(?”)) :
1 1 1
so wird ¥ = 0. Wird umgekehrt ¥ = 0 fiir v, = r,,, so ist (rq,73,...,7,) einen

Grossensysteme von der Form
L0 5 S
> =D a, _ZO‘;()V)
1 1 1

congruent. Denn setzt man v, = u, — ozl(f’) + 7,, indem man 7, beliebig
wahlt, so wird die Function 9 ausser in 7, noch in p — 1 andern Punkten
unendlich klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man diese durch

M,1M2, -+ Tp—1, SO 1st
p—1 p—1 p—1
(_Zagl’)’ _Zag/)’“" —ZCKI(;/)) = (7'1,7"2,...,7“p).
1

1 1

Die Function ¢ bleibt ungeéndert, wenn man sémmtliche Grossen v in’s
Entgegengesetzte verwandelt; denn verwandelt man in der Reihe fiir

19(1)1,1)2, e ,’Up)

sammtliche Indices m in’s Entgegengesetze, wodurch der Werth der Reihe
ungeéndert bleibt, da —m, dieselben Werthe wie m, durchléuft, so geht
Y(v1,ve, ..., vp) Gber in J(—vy, —vg, ..., —vp).
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Nimmt man nun die Punkte 7,72, ..., 7,1 beliebig an, so wird
p—1 p—1
Y —Za(ly),..., —Zal(,”) =0
1 1
und folglich, da die Function 9 wie eben bemerkt gerade ist, auch

p—1 p—1
19( agy),...,Zaé”)> = 0.
1

1

Es lassen sich also die p — 1 Punkte 7,,7,-1, ..., n2p—2 so bestimmen, dass
p—1 ) p—1 2p—2 ) 2p—2
Zaly,...,Zalg”) = —Zaly,...,—z:ag’)

1 1 p P

und folglich
2p—2 2p—2
(Z ozﬁy),..., Z al(,”)> = (0,...,0)
1

ist. Die Lage der p—1 letzten Punkte hdngt dann von der Lage der p—1 ersten
2p—2
so ab, dass bei beliebiger stetiger Aenderung derselben > da() = 0 fiir
1

m=1,2,...,p, und folglich sind (§. 16) die Punkte 7 solche 2p—2 Punkte, fiir
welche ein dw unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, oder wenn man
den Werth des Grossenpaars (s, z) im Punkte 7, durch (o,,(,) bezeichnet,
so sind (01,(1), ..., (09p—2,Cop—2) durch die Gleichung ¢ = 0 verkniipfte
Werthenpaare (§. 16).

Bei den hier gewdhlten Anfangswerthen der Integrale u wird also

1

2p—2 2p—2
(Z W\ > uz()")) = (0,...,0),
1

wenn die Summationen tuber simmitliche von den Grissenpaaren (7,,0,) (§. 6)
verschiedene gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F' = 0 und der Glei-
chung cip1 + capa + - -+ + cppp = 0 erstreckt werden, wobei die constanten
Grdssen c beliebig sind.

Sind e, €9, ...,&, m Punkte, fiir welche eine rationale Function £ von s
und z, die m mal unendlich von der ersten Ordnung wird, denselben Werth
annimmt, und uﬁr"), Sy, 2, die Werthe von u,, s, 2z im Punkte ¢,, so ist

(§. 15) (f) u, g:ug“), e %u;")) congruent einem constanten, d. h. vom
1 1 1
Werthe der Grosse ¢ unabhéngigen Grossensysteme (by,bo, ..., b,), und es
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kann dann fiir jede beliebige Lage eines Punktes ¢ die Lage der iibrigen so
bestimmt werden, dass

<Zu§”),..., Zu;“)> = (by,...,b,).
1 1
Man kann daher, wenn m = p, (uy — by,...,u, — b,) und, wenn m < p,
= p—m
<u1—2a1 —bl,...,up—ZaI()”)—bp>
1 1

fiir jede beliebige Lage des Punktes (s, z) und der p — m Punkte 5 auf die
p—1 p—1

Form (— 3 oz%'j), e, = O‘z()l/)) bringen, indem man einen der Punkte & mit
1 1

(s, z) zusammenfallen ldsst, und folglich ist
N o N
19<U1—Zoz1 —b1,...,up—2a1(9”)—bp>
1 1

fiir jedwede Werthe des Grossenpaars (s,z) und der p — m Grossenpaare
(0,,¢,) gleich 0.

24.
Aus der Untersuchung des §. 22 folgt als Corollar, dass ein beliebig ge-
gebenes Grossensystem (e, ..., e,) immer einem und nur einem Grossensy-
p P
steme von der Form (3 agy), el Z%()V)) congruent ist, wenn die Function
1 1
Y(uy —eq, ..., u, —e,) nicht identisch verschwindet; denn es miissen dann die
Punkte n die p Punkte sein, fiir welche diese Function 0 wird. Wenn aber
ﬁ(u&p S ,ul) — ¢,) fiir jeden Werth von (s, z,) verschwindet, so ldsst
sich

p—1 p—1
W = erelp == (- S
1 1

setzen (§. 23), und es lassen sich also fiir jeden Werth des Grossenpaars
(sp, 2p) die Grossenpaare (S, 21), ..., (Sp—1, 2p—1) so bestimmen, dass

p p
<Zu§'j>, . Zué”) = (e1,...,6p),
1

1

p
und folglich, bei stetiger Aenderung von (s, z,), > du® = 0 ist fiir 7 =
1

1,2,...,p. Die p Grossenpaare (s,, z,) sind daher p von den Grossenpaaren
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(74, 0,) verschiedene Wurzeln einer Gleichung ¢ = 0, deren Coefficienten so
sich dndern, dass die iibrigen p — 2 Wurzeln constant bleiben. Bezeichnet

man die Werthe von u, fiir diese p — 2 Werthenpaare von s und z durch
uPtD) P2 P2 g0 st

Il
—~
=

..,0),

2p—2 2p—2
(Z uf? Y ué”))
1

1

und folglich

2p—2 2p—2
(e1,...,ep) = (— > T > ug/)> .

p+1 p+1

Umgekehrt ist, wenn diese Congruenz stattfindet,

») 2p—2 ) 2p—2
I —er, ... ulP) —e)) =0 | Y wui”, . Y W] =0.
P

P
FEin beliebig gegebenes Grissensystem (eq, . . ., e,) ist also nur einem Gros-
P p
sensystem von der Form () ozﬁy), R al(;’)) congruent, wenn es nicht einem
1 1
. P22 () p_2 .
Grassensysteme von der Form (— Y oy ...,— > ozz()”)) congruent ist, und
1 1

unendlich vielen, wenn dieses stattfindet.
Da

p

p » »
o) <o)
1 1

1 1

so ist ¥ eine ganz &hnliche Function wie von (s, z) auch von jedem der p
Grossenpaare (0, (,). Diese Function von (o, (,) wird = 0 fiir das Werth-
enpaar (s,z) und fiir die den iibrigen p — 1 Gréssenpaaren (o, () durch die
Gleichung ¢ = 0 verkniipften p—1 Punkte. Denn bezeichnet man den Werth
von u, in diesen Punkten mit g, 3@ . BP—1) 5o ist

1 1

~ () : (0 _ K 40 =
(Zaﬂ,...,ZaﬁﬁOz ay” —Zﬁl ,...,aé“)—ZBI(,”)
1 1

und folglich ¥ = 0, wenn 7, mit einem dieser Punkte oder mit dem Punkte
(s, z) zusammentfillt.
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25.

Aus den bisher entwickelten Eigenschaften der Function ¢ ergiebt sich
der Ausdruck von log® durch Integrale algebraischer Functionen von (s, z),

(017C1)7 EICR) (Jpa Cp)

Die Grosse
2 P 1 P
log ¥ <u§ ) —Za(lu),..) —log ¥ (u(l) —Za@,...)
1 1

ist, als Function von (o,,(,) betrachtet, eine Function von der Lage des
Punkts 7,,, welche im Punkte ;, wie —log((,—z1), im Punkte 5, wie log(¢,—
o) unstetig wird und auf der positiven Seite einer von £; nach 3 zu ziehenden
Linie um 274, auf der positiven Seite der Linie b, um 2(u(!) — u(?) grosser
ist, als auf der negativen, ausser den Linien b und der Verbindungslinie von
g1 und €9 aber allenthalben stetig bleibt. Bezeichnet nun w(“)(el, €9) irgend
eine Function von (¢, (,,), welche ausser den Linien b ebenso unstetig ist und
auf der einen Seite einer solchen Linie ebenfalls um eine Constante grosser
ist, als auf der andern, so unterscheidet sie sich (§. 3) von dieser nur um

P
eine von (0, (,) unabhiingige Grosse, und folglich ist sie von Y @ (g, &3)
T

nur um eine von sdmmtlichen Grossen (o, () unabhéingige und also bloss
von (s1,21) und (89, z,) abhiingende Grosse verschieden. w® (g1, ;) driickt
den Werth einer Function w(ey,e2) des §. 4 fiir (s, z) = (0,,(,) aus, deren
Periodicitdtsmoduln an den Schnitten a gleich 0 sind. Aendert man diese

p
Function um die Constante ¢, so d@ndert sich > ™ (g1, £5) um pc; man kann
1

daher, wie fiir die Folge geschehen soll, die additive Constante in der Function
w(ey,e2) oder den Anfangswerth in dem sie darstellenden Integrale dritter
Gattung so bestimmen, dass

p
log 9@ —log 9V =" wW(ey, &9).
1

Da ¥ von jedem der Grossenpaare (o, () auf dhnliche Art, wie von (s, z) ab-
héngt, so kann die Aenderung von log 1, wenn irgend eins der Grossenpaare
(s,2), (01,¢1), -, (0p, ) eine endliche Aenderung erleidet, wéhrend die iib-
rigen constant bleiben, durch eine Summe von Functionen w ausgedriickt
werden. Offenbar kann man also, indem man nach und nach die einzelnen
Grossenpaare (s, 2), (01,(1), - ., (0p, () dndert, log ) ausdriicken durch eine
Summe von Functionen w und log¥(0, 0, ...,0) oder den Werth von log ¥ fiir
ein beliebiges anderes Werthensystem. Die Bestimmung von log (0,0, ..., 0)
als Function der 3p — 3 Moduln des System rationaler Function von s und z
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(§. 12) erfordert dhnliche Betrachtungen, wie sie von Jacobi in seinen Arbei-
ten iiber elliptische Functionen zur Bestimmung von ©(0) angewandt worden
sind. Man kann dazu gelangen, indem man mit Hiilfe der Gleichungen

4 o9 @ o0 %

_ d 2 —
day, — Ovl o day,y  Ov, vy’

wenn p von g’ verschieden ist, die Differentialquotienten von log ¥ nach den
Grossen a in

durch Integrale algebraischer Functionen ausdriickt. Fiir die Ausfithrung
dieser Rechnung scheint jedoch eine ausfiihrlichere Theorie der Functionen,
welche einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten
geniigen, nothig, die ich nach den hier angewandten Principien néchstens zu
liefern beabsichtige.

Ist (sg, z2) unendlich wenig von (s1, z1) verschieden, so geht w(eq, &5) tiber
in 0z t(e1), worin t(e1) ein Integral zweiter Gattung einer rationaler Func-

tion von s und z ist, welches in e; wie unstetig wird und an den

z— 2
Schnitten a den Periodicitdtmodul 0 hat; und es ergiebt sich, dass der Peri-
ull)

821

und die Integrationsconstante sich so bestimmen lasst, dass die Summe der
dlog ¥
821

st

odicitdtsmodul eines solchen Integrals an dem Schnitte b, gleich 2

Werthe von t(e,) fiir die p Werthenpaare (01, (1), . .., (0p, () gleich

. : dlog L
wird. Es ist dann e, gleich der Summe der Werthe von ¢(1,) fiir die
“w
den p—1 von (0, ¢,) verschiedenen Gréssenpaaren (o, ¢) durch die Gleichung
¢ = 0 verkniipften p — 1 Werthenpaare und fiir das Werthenpaar (s, z), und

man erhalt fiir

alogﬁ( P 9log ™M)

= dlog 9V
02 21: ac, &

einen Ausdruck, welchen Weierstrass fiir den Fall, wenn s nur eine zweiwert-
hige Function von z ist, gegeben hat (d. J. Bd. 47 S. 300 Form. 35).

Die Eigenschaften von w(eq, £2) und t(e7) als Functionen von (s1, z1) und
(82, 22) ergeben sich aus den Gleichungen

1
w(e1,e2) = ’ (1og 19(U(12) — puy,...) — log ﬁ(u(ll) — puy, .. ))
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und
1 0log ﬂ(ugl) — puq,...)

¢ _
(e1) P 0z ’

dlog ¥

21

welche in den obigen Ausdriicken fiir log 9 — log 9™ und als

specielle Fille enthalten sind.

26.

Es soll jetzt die Aufgabe behandelt werden, algebraische Functionen von
z als Quotienten zweier Producte von gleichvielen Functionen 9(u; —ey, . .. ,)
und Potenzen der Grossen e* darzustellen.

Ein solcher Ausdruck erlangt bei den Uebergéingen von (s, z) iiber die
Querschnitte constante Factoren, und diese miissen Wurzeln der Einheit sein,
wenn er algebraisch von z abhédngen und also bei stetiger Fortsetzung fiir
dasselbe z nur eine endliche Anzahl von Werthen annehmen soll. Sind alle
diese Factoren p te Wurzeln der Einheit, so ist die p te Potenz des Ausdrucks
eine einwerthige und folglich rationale Function von s und z.

Umgekehrt lasst sich leicht zeigen, dass jede algebraische Function r von z,
die innerhalb der ganzen Fliache T” stetig fortgesetzt, allenthalben nur einen
bestimmten Werth annimmt und beim Ueberschreiten eines Querschnitts
einen constanten Factor erlangt, sich auf mannigfaltige Art als Quotient zwei-
er Producte von ¥J-Functionen und Potenzen der Gréssen e* ausdriicken lésst.
Man bezeichne einen Werth von u,, fiir 7 = oo durch 3, und fiir » = 0 durch
7, und nehme logr, indem man von jedem Punkte, wo r unendlich von der
ersten Ordnung wird, nach je einem Punkte, wo r unendlich klein von der
ersten Ordnung wird, eine Linie durch das Innere von 7" zieht, ausser diesen
Linien in 7" allenthalben stetig an. Ist dann logr auf der positiven Seite
der Linie b, um g, 27 und auf der positiven Seite der Linie a, um —h, 27
grosser, als auf der negativen, so ergiebt sich durch die Betrachtung des Be-
grenzungsintegrals [ logr du,

Z'Vu _Zﬁu ZQMHZ’%%,V

fir p = 1,2,...,p, worin g, und h, nach dem oben Bemerkten rationale
Zahlen sein miissen und die Summen auf der linken Seite der Gleichung {iber
sammtliche Punkte, wo r unendlich klein oder unendlich gross von der ersten
Ordnung wird, auszudehnen sind, indem man einen Punkt, wo r unendlich
klein oder unendlich gross von einer hheren Ordnung wird, als aus mehreren
solchen Punkten bestehend betrachtet (§. 2). Wenn diese Punkte bis auf p
gegeben sind, so lassen sich diese p immer und, allgemein zu reden, nur

93



e~ 2T gegebene

auf eine Weise so bestimmen, dass die 2p Factoren e 27,
Werthe annehmen (§§. 15, 24).

Wenn man nun in dem Ausdrucke

P
—6_2 Z hyuy 7
Q

worin P und @ Producte von gleichvielen Functionen ¥(u; — Y agﬂ), ...) mit
demselben (s, z) und verschiedenen (o, () sind, die Werthenpaare von s und
z fiir welche 7 unendlich wird, fiir Grossenpaare (o, () in den ¥-Functionen
des Nenners und die Werthenpaare, fiir welche r verschwindet, fiir Gros-
senpaare (o, () in den ¥-Functionen des Z#hlers substituirt und die {ibrigen
Grossenpaare (o, () im Nenner und im Zahler gleich annimmt, so stimmt der
Logarithme dieses Ausdrucks in Bezug auf die Unstetigkeiten im Innern von
T" mit logr iiberein, und &dndert sich beim Ueberschreiten der Linien a und
b, wie logr, nur um rein imaginére lings diesen Linien constante Grossen;
er unterscheidet sich also von logr nach dem Dirichlet’schen Princip nur
um eine Constante und der Ausdruck selbst von r nur durch einen constan-
ten Factor. Bei dieser Substitution darf selbstredend keine der ¥-Functionen
identisch, fiir jeden Werth von z, verschwinden. Dieses wiirde geschehen
(§. 23), wenn sdmmtliche Werthenpaare, fiir welche eine einwerthige Func-
tion von (s, z) verschwindet, fiir Grossenpaare (o, () in einer und derselben
¥-Function substituirt wiirden.

27.

Als Quotient zweier ¥-Functionen, multiplicirt mit Potenzen der Grossen
e, lasst sich demnach eine einwerthige oder rationale Function von (s, 2)
nicht darstellen. Alle Functionen r aber, die fiir dasselbe Werthenpaar von s
und z mehrere Werthe annehmen und nur fiir p oder weniger Werthenpaare
unendlich von der ersten Ordnung werden, sind in dieser Form darstellbar
und umfassen alle in dieser Form darstellbaren algebraischen Functionen von
z. Man erhélt, abgesehen von einem constanten Factor, jede und jede nur
einmal, wenn man in

I(vr — uimi — S hya,, .. .) -2> vl

e
19(1)1, e ,Up)

p
fiir h, und g, rationale &chte Briiche und u, — Z a,(j“) fiir v, setzt.

1

Diese Grosse ist zugleich eine algebraische Function von jeder der Gros-
sen ¢ und die (im vor. §.) entwickelten Principien reichen vollig hin, um sie
durch die Grossen z, (1, .. ., (, algebraisch auszudriicken.
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In der That: Als Function von (s, z) nimmt sie, durch die ganze Fldche T”
stetig fortgesetzt, allenthalben einen bestimmten Werth an, wird unendlich
von der ersten Ordnung fiir die Werthenpaare (o1, (1), . . ., (0, () und erlangt
an dem Schnitte a, beim Uebergange von der positiven zur negativen Seite
den Factor ™2™ an dem Schnitte b, den Factor e=9 2™ und jede andere
dieselben Bedingungen erfiillende Function von (s, z) unterscheidet sich von
ihr nur durch einen von (s, z) unabhéngigen Factor. Als Function von (o, ()
nimmt sie, durch die ganze Flache T" stetig fortgesetzt, allenthalben einen
bestimmten Werth an, wird unendlich von der ersten Ordnung fiir das Werth-
enpaar (s,z) und fiir die den iibrigen p — 1 Gréssenpaaren (o, () durch die
Gleichung ¢ = 0 verkniipften p — 1 Werthenpaare (o () o ln )), . (af,@l, g;’i )1)
und erlangt an dem Schnitte a, den Factor e 2™ an den Schnitte b, den
Factor 9 2™ und jede andere dieselben Bedingungen erfiillende Function von
(04, C) unterscheldet sich von ihr nur durch einen von (o, ¢,) unabhéngigen
Factor. Bestimmt man also eine algebraische Function von z, (1, ...,

f((S,Z); (‘717C1>7"'7 (Up,Cp))

so, dass sie als Function von jeder dieser Grossen dieselben Eigenschaften
besitzt, so unterscheidet sie sich von dieser nur durch einen von simmtlichen
Grossen z, (1, . . ., ¢, unabhéngigen Factor und wird also = A f, wenn A diesen
Factor bezeichnet. Um diesen Factor zu bestimmen, driicke man in f dle von
(0, Cu) verschiedenen Grossenpaare (o, () durch (o (”), (”)),. o ( o, 1, C(”))

aus, wodurch er in

g((awgu% (s,2), (Uiu)v 1(#))’. X (p 1’C ))

iibergehe; offenbar erhélt man dann den inversen Werth der dazustellenden

1
Function und also einen Ausdruck, welcher = —— sein muss, wenn man

A
in Ag fiir (o,,(,) das Grossenpaar (s,z) und fiirfdie Grossenpaare (s, z),
(a%”), Cl(“)), coy ( z(xli) ,C(M) ) die Werthenpaare von (s, z) substituirt, fiir wel-
che die darzustellende Function und also f = 0 wird. Hieraus ergiebt sich
A? und also A bis auf das Vorzeichen, welches durch directe Betrachtung der
¥-Reihen in dem darzustellenden Ausdrucke gefunden werden kann.

Gottingen, 1857.
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